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Presentacion

Esta presentacion reviste un caracter especial por ser Elementos de pro-
babilidad y estadistica la primera de las publicaciones del Departamento de
Ciencias Aplicadas y Tecnologia, especialmente dirigida a los estudiantes de
la carrera de Ingenieria en Electrénica de la Universidad. El libro es el resul-
tado del trabajo realizado por los docentes Cristébal Santa Maria y Claudia
Soraya Buccino de la asignatura Probabilidad y Estadistica. Es necesario
destacar que un equipo docente, ademas de su tiempo frente a curso, tiene
la responsabilidad de la produccién académica. Es decir, su tarea también
es continuar con la formacién en el aula y ampliar los conocimientos de los
estudiantes a través de la investigacion y la elaboracién, que se deben volcar
en producciones como la presente. Para la Universidad Nacional de Mo-
reno adquiere una relevancia incuestionable ya que dentro de sus objetivos
estd el de contar con docentes que produzcan textos que sean el resulta-
do del estudio, investigacion, reformulaciéon de hipoétesis y reelaboraciones a
partir de la reflexion acerca de su propia practica. En tal sentido, el libro
retne los conocimientos basicos imprescindibles para entender los conceptos
fundamentales de Probabilidad y Estadistica que utilizaran los técnicos e
ingenieros en Electrénica que egresen de nuestra Universidad. Asimismo, el
texto tiene la riqueza y el acervo cientifico pertinente para que pueda ser
utilizado en las otras tecnicaturas y carreras del Departamento de Ciencias
Aplicadas y Tecnologia, lo cual otorga mayor importancia a la obra.

Jorge L. ETCHARRAN

Director Decano del

Departamento de Ciencias Aplicadas y Tecnologia
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Prologo

La teoria de las probabilidades y la estadistica ocupa hoy un lugar cen-
tral entre el conjunto de conocimientos matematicos que permiten abordar
el modelado de los sistemas tecnoldgicos. Nuestra época se caracteriza por
el reconocimiento de los factores aleatorios que gobiernan las relaciones en-
tre causas y efectos en cualquier dominio del conocimiento, expresados a
través de la recoleccion de una enorme cantidad de datos que requieren pro-
cesamiento para ser Gtiles como informacién. En este sentido, los conceptos
basicos que aqui exponemos son las herramientas que posibilitan interpretar
esas relaciones y construir esos procesos. Proporcionan en definitiva un len-
guaje que intenta estar libre de inconsistencias logicas y a su vez hacer mas
simple la exposicion y la comprensidon de ideas asi como también facilitar
el calculo. Ese es, precisamente, el papel de la matematica en la Ingenieria:
ser el lenguaje con el que se entiende, se disefia y se calcula, potenciando asi
—valga la redundancia—el “ingenio” del ingeniero.

Este libro surgié naturalmente como resultado de la preparacion de las
clases que los autores hemos dictado en distintos centros de ensefianza uni-
versitaria dentro de los planes de estudio de carreras de ingenieria. A lo
largo de ese camino, hemos tenido que adaptar tépicos y metodologias de
ensefianza y aprendizaje a distintas modificaciones, propuestas para ajustar
el esfuerzo del estudiante y la duracién de los planes de carrera a la amplia
exigencia de contenidos que plantea el desarrollo tecnoldgico actual. Cree-
mos que tales modificaciones no siempre tuvieron en cuenta la importancia
relativa de la materia respecto del total de matematica que debe aprender
un ingeniero. Asi, ha operado una paulatina reduccién de los tiempos de cla-
ses asignados que, entre otras causas, ha sido responsable de las dificultades
que enfrentan los estudiantes para obtener madurez conceptual en los dis-
tintos puntos programaticos. De alguna manera, este libro trata de aportar
un principio de solucion a tales dificultades al restringir el temario y acotar
su profundidad a los tiempos y posibilidades reales.

Al escribir cada capitulo, se ha procurado tener en cuenta no solo las
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consideraciones realizadas en el parrafo anterior sino también el perfil so-
cioldgico y cultural de los jovenes estudiantes actuales, inmersos de hecho
en el mundo de las tecnologias de la informacion y la comunicacion. Hemos
observado que en ese mundo prima la comprensiéon de conceptos a través
de imagenes y, ocasionalmente, de sonidos por sobre el discurso y el texto.
Esto, que quizas resulte una ventaja para la captacion inmediata de ideas
en la relacién social e interpersonal, puede a su vez constituirse en un obs-
taculo para aprehender conceptos cuyo caracter mas abstracto requiere de
la palabra y aun de la formula como forma de representacién. Es relati-
vamente sencillo comprender qué cosa es un lapiz viendo una imagen del
mismo y a una persona empufidndolo para escribir; pero puede ser mucho
mas complicado entender a través de imagenes qué significan administracion,
burocracia o entropia. Creemos entonces que, para no limitar el universo de
la comprensién conceptual, hay que poner énfasis en la palabra oral y sobre
todo en la escrita. En tal sentido hemos tratado de presentar cada tema ex-
tremando el desarrollo del texto antes de pasar a la abstraccion mayor que
implica la formula y utilizando solo en forma ocasional iméagenes, alli donde
las consideramos imprescindibles para completar la comprensién. También
hemos procurado evitar seudo razonamientos mnemotécnicos que intentan
proporcionar “reglas” y hemos atenuado el uso de recuadros y resaltados de
forma de inducir a la bGsqueda del contenido en el interior del texto. La
intencion ha sido contraponer al habito de la imagen el habito del discurso
y del texto, con la posterior abstraccion matematica, para intentar ampliar
las posibilidades de comprender. Nos parece oportuno sefialar que tal marco
metodologico de ensefianza surge, antes que por cualquier otra razon, por la
naturaleza del contenido abstracto que posee el tema. En suma, el proceso
de ensefianza y aprendizaje que se intenta no solo involucra la comprension
de los contenidos sino también la de los métodos para lograrlo.

Lo expuesto hasta aqui no debe hacer pensar que nos negamos al uso
de las tecnologias de la informacién y la comunicacion. Muy por el contra-
rio, las consideramos una parte imprescindible en el proceso de ensefianza
y aprendizaje tanto en lo que atafie a la inmediatez de la comunicacién por
via de una plataforma virtual como en la simplicidad del célculo para la
resolucién de problemas por medio de software. La utilidad en ambos casos
esta fuera de toda discusion, pero hay que sefialar que el beneficio se produ-
ce una vez que se ha realizado un primer proceso de comprensién que, para
cada tema, abarca al menos la lectura inicial del libro, la participacion en
clase y la realizacion de ejercicios conceptuales entendidos como “pruebas
de escritorio”™. Luego de esto, la interaccién con los docentes por via virtual
y el uso de software para resolucién de problemas cuyo calculo podria ser
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mas tedioso, complejo o simplemente largo, suele servir para afirmar y am-
pliar la comprensién y ademads prepara adecuadamente para el desempefio
profesional. De este modo la eficiencia en el conocimiento y en la aplicacién
del software pasa a ser un contenido mas de los que pueblan la materia.

Hemos puesto especial empefio en desarrollar cada tema tratando que
de la exposicion y la ejercitacion surja la estructuracion mental de los con-
ceptos fundamentales de la disciplina. Para esto hicimos a un lado, en tanto
fue posible, detalles, complejidades y aun formalidades que pueden ser de
indudable interés para el matematico profesional, pero que raramente un in-
geniero necesita tener en cuenta. Al establecer esta jerarquizacion tematica
procuramos aportar a la adquisicidn sélida de conocimientos basicos me-
diante un proceso que, entendemos, comprende diferentes etapas. Se trata
primero de entender, luego de ejercitar y resolver problemas para ampliar y
consolidar la comprensién, y finalmente, de memorizar, aspecto este Gltimo
que no suele contar con buena prensa pero que juzgamos también imprescin-
dible. No creemos ademas que la matematica, y en particular nuestro topico,
pueda ensefiarse ni aprenderse solo buscando el ingenio de la resolucién de
problemas para construir internamente el saber descubriéndolo. Tal camino,
atil quiza para despertar gustos y vocaciones, resulta insuficiente en relacion
con la necesidad de saberes profesionales y con los tiempos en que estos de-
ben ser adquiridos de acuerdo con nuestra capacidad. En consecuencia, en
las etapas de aprendizaje sefialadas, proponemos una dosificacion parcial de
esta idea al apuntar simultdneamente a una conceptualizacion tedrica basica
y a un razonable desarrollo de la capacidad de modelado y calculo, compati-
bles no solo con la curiosidad vocacional sino también con el requerimiento
del ejercicio profesional.

Realizamos este libro con la idea de que la ciencia y su aplicacion técni-
ca bien orientada puede aportar grandes y decisivos beneficios al desarrollo
social. Si bien sabemos que en el pasado y en la actualidad muchos ingenios
tecnolégicos han servido y sirven para iniciar y consolidar desigualdades e
injusticias sociales o para agredir nuestro medio ambiente natural, resul-
ta impensable recorrer un camino de ampliacion de derechos, inclusion y
desarrollo econdmico sin la columna vertebral que constituye la formacién
en ciencia y tecnologia. Tal formacién, que garantiza un grado necesario
de independencia, debe constituir una preocupaciéon permanente de toda la
comunidad y no solo de quienes dedicamos a ello nuestro trabajo. En ese
sentido, intentamos aportar a los planes de formacidn de ingenieros para los
préximos afios un libro acerca de la Probabilidad y la Estadistica escrito
en la lengua de nuestra sociedad y de acuerdo con las formas de discurso
que ella emplea. Procuramos ademéas que exprese los contenidos y también
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la metodologia didactica que, entendemos, colabora con el cumplimiento de
aquellos planes.

Finalmente, queremos agradecer, en primer término, a la Universidad
Nacional de Moreno, en cuyo ambito concebimos la idea de publicar nues-
tros apuntes de clase en forma de libro, que aportd ademas horas-catedra
necesarias para desarrollar el trabajo al inaugurar asi una practica que re-
dunda en beneficio de los estudiantes y que potencia la actividad docente.
También queremos agradecer al Ingeniero Aldo Sacerdoti, a la Magister Ma-
ria Eugenia Angel por sus sugerencias y comentarios sobre el enfoque de los
temas y, muy especialmente, a todos los estudiantes que fueron usando el
material en las clases proponiendo modificaciones y ampliaciones que mejo-
raran la didactica.
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Capitulo 1

Probabilidad elemental

1.1. Introduccidn

La teoria de las probabilidades y la estadistica cobra cada dia mayor in-
terés y aplicacién en una gran variedad de campos de la actividad humana.
Esto es asi porque sirven para modelar muy diferentes tipos de sistemas,
explicar sus comportamientos -atn aquellos azarosos— clasificar y prede-
cir con cierta exactitud, controlar el desenvolvimiento de tareas y tomar
decisiones.

La teoria de las probabilidades es de caracter matematico y su objetivo
principal es medir la incertidumbre provocada por el azar. La Estadistica
se basa en la recoleccion de datos que procesa, a efecto de transformarlos
en informacion importante para tomar decisiones. Uno de los pilares de este
proceso estadistico es precisamente la teoria de las probabilidades, que per-
mite cuantificar la confianza que podemos tener en la informacién obtenida.

En ingenieria electrénica, las técnicas probabilisticas y estadisticas se
utilizan para estudiar la fiabilidad de los componentes, disefiar redes de co-
municaciones o filtrar y procesar sefiales digitales, entre otras aplicaciones.
En computacion, las teorias de la informacion o la de las colas se fundamen-
tan en la probabilidad y la estadistica. La biologia molecular y la bioinfor-
matica utilizan esas técnicas para descifrar y comparar patrones genéticos
establecidos por secuencias de ADN. En marketing, la explotacion de gran-
des bases de datos de clientes se realiza con algoritmos que ”aprenden” a
clasificar y predecir comportamientos y habitos de consumidores, y que se
basan en anélisis de probabilidades y frecuencias estadisticas. En sociologia,
son estas mismas ideas matematicas las que permiten modelar el proceso de
nacimiento y muerte y determinar la esperanza de vida. En economia, para



Cristébal R. Santa Maria - Claudia Soraya Buccino

citar un ejemplo, la proporcion de consumos de una sociedad se establece
a través de modelos estadisticos. Ramas enteras de la fisica se explican a
partir del lenguaje probabilistico. En medicina se testea la efectividad de
tratamientos, vacunas o se realizan estudios epidemiolégicos por medio de
ambas disciplinas. Cualquier busqueda realizada en Internet es posible gra-
cias a modelos probabilisticos sobre frecuencias de letras, palabras y frases.
La lista sigue y la enumeracion, lejos de ser exhaustiva, alcanza a dar una
idea sobre la profusa aplicacion y utilidad de ambas teorias.

Aunque no hay registros histdricos del concepto de probabilidad en civi-
lizaciones antiguas, si hay indicios de algunas ideas que se habrian utilizado,
con la intencion de predecir el futuro o de ganar en juegos de azar. También
en el Talmud, libro que recoge las discusiones de los rabinos sobre la ley
judia, se utilizan nociones de probabilidad para justificar decisiones. En la
Europa medieval se conocian ciertos conceptos elementales y hacia el siglo
XVI algunos planteos sobre juegos de azar con iguales chances fueron ana-
lizados por el matematico Cardano. Sin embargo, se considera que la teoria
comenz6 a desarrollarse un poco mas tarde, durante 1654, en las cartas in-
tercambiadas por los matematicos franceses Pascal y Fermat a propdsito de
dos problemas que le planteara a Pascal el Caballero de Méré. De Méré, un
héabil jugador, queria saber qué cantidad de veces debia arrojar dos dados
para tener la misma probabilidad de sacar al menos un doble seis que de no
sacarlo. También buscaba saber cuél debia ser la division equitativa de las
apuestas en un juego interrumpido antes de su conclusion. Pascal y Fermat
supieron desarrollar formas para contar casos que permitieron luego evaluar
y resolver estos y muchos otros problemas probabilisticos.

La actividad estadistica humana comenzd en la prehistoria, y adquirio
formas mas elaboradas mucho mas adelante. Se cree, por ejemplo, que el
primer censo de poblacién y tierras lo realizaron los egipcios unos cinco mil
afios antes de construir pirdmides. Por esa época hubo también estadisticas
en Babilonia e incluso hay registros griegos de censos hacia el siglo VI antes
de Cristo. Mas aqui, alrededor del 1200 después de Cristo, los Incas, en lo
que hoy es América, realizaban recuentos de habitantes y ganado. Los propé-
sitos de todas estas actividades eran usualmente la contabilizacidn de bienes
y de quiénes debian pagar impuestos al estado. Precisamente el nombre "Es-
tadistica” surgi6 mas modernamente, en 1749, en Alemania, con referencia
al andlisis de datos del estado. Los historiadores estdn de acuerdo en que la
primera persona que se ocup6 del problema de la inferencia -que consiste
en establecer los comportamientos de una poblacién a partir de una peque-
fila muestra conocida de individuosa“, fue el inglés Thomas Bayes, durante
la primera mitad del siglo XVIII. Para nuestra materia este es un hecho

18
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importante, pues registra el momento en que la probabilidad comienza a
auxiliar al conocimiento estadistico. EI marqués Pierre Simon de Laplace,
ministro de Napoleén y uno de los grandes matematicos de la historia, es
quien explica adecuadamente la inferencia y expone los conocimientos exis-
tentes hasta entonces en su Théorie analytique des probabilités publicada en
1812. Alli, entre otras cosas, se explicita la definicion de probabilidad con
la que usualmente habian trabajado los matematicos, por lo menos desde
Pascal y Fermat.

1.2. Las definiciones de probabilidad

La llamada definicion “clasica” o “de Laplace” establece que la probabi-
lidad de un suceso se calcula como el cociente entre el nimero de casos en
los cuales ese suceso pueda presentarse y la cantidad de casos posibles. Esto
se resume en:

numero casos favorables
P numero casos posibles

El calculo no requiere la observacion de experiencia alguna; basta con es-
tablecer previamente cudntos son los casos favorables y cuadntos los posibles.
Es un calculo “a priori” de cualquier experiencia, basado en un conocimien-
to suficientemente objetivo. Ese céalculo capta la variabilidad intrinseca que
puede ofrecer cada resultado entre todos los posibles. en otras palabras,
cuantifica la incertidumbre.

Asi, por ejemplo, la probabilidad de que una moneda al ser arrojada al
aire caiga “cara”, surge al dividir el nimero de casos en que puede caer cara,
que es 1, sobre el nimero de resultados posibles, que son 2, cara y ceca.

1

Aparecen aqui algunos problemas légicos. EIl primero de ellos es que hay
una presuposicién de que es igualmente posible que caiga cara o que caiga
ceca. Si, por ejemplo, la moneda estuviera cargada, ceca y cara no tendrian
igual probabilidad de salir. Es decir, serian casos no “igualmente posibles”
y entonces el calculo de la probabilidad p seria erroneo. Para que la defini-
cién valga, hay que exigir que los casos posibles sean “igualmente posibles”,
0 lo que es lo mismo, “igualmente probables”. Pero entonces, para definir

19



Cristébal R. Santa Maria - Claudia Soraya Buccino

la probabilidad tendria que usarse un concepto previo de probabilidad sin
definir, lo que revelaria una inconsistencia légica. Ademas, hay un segundo
problema. Supongamos que nos piden elegir un nidmero natural cualquiera:
¢Cudl es la probabilidad de que elijamos uno par?. Mas alla de cualquier
intuicién, si queremos aplicar la definicion de Laplace para calcularla, ten-
driamos que dividir la cantidad total de nimeros pares sobre la cantidad
total de nimeros posibles. La cuenta p = ~ conduciria a un resultado in-
determinado. Sin embargo, nos es intuitivamente cierto que la probabilidad
buscada es p = 2, habida cuenta de que la experiencia nos muestra que uno
de cada dos numeros naturales es par. En un caso asi, la definicion clasica
no sirve y entonces hay que buscar otra forma de calcular la probabilidad.

Es posible observar hechos que se repiten en condiciones uniformes o si-
milares. Por ejemplo, en una habitacién arrojamos sobre una mesa de juego,
utilizando un cubilete, un dado cuyas caras miden y pesan lo mismo, un
dado “legal”. En esas condiciones, repetimos la experiencia tantas veces co-
mo queramos y vamos anotando el nimero de la cara que cae hacia arriba.
Asi, por caso, luego de tirar 24 veces observamos que la cara 6 ha caido
hacia arriba 5 veces. Decimos entonces que la frecuencia relativa con la que
ha caido 6, es decir las veces que sali6 6 en relacién con el total de veces
que se arrojo el dado, es fr = 24 ~ 0,20833333. Continuamos arrojando el
dado y cuando lo hemos hecho, por ejemplo, 48 veces, observamos que el 6
ha salido 7 veces. La frecuencia relativa ahora es fr = 48 ~ 0,145833333.
Al tirar el dado 144 veces vemos que 6 ha caido hacia arriba 23 veces y
entonces fr = H4 ~ 0,159722222. Observamos entonces que el fendmeno
exhibe regularidad estadistica, es decir su frecuencia relativa va adquiriendo,
en la medida que el nimero de ensayos crece, un caracter estable. En efecto,
para el caso, se observa que la diferencia entre las frecuencias tirando 24 y
48 veces el dado respectivamente, es aproximadamente 0.0625, mientras que
la diferencia luego de tirar 48 y 144 veces se aproxima a 0.0138888889, un
nimero sensiblemente menor. Las frecuencias relativas estan entonces cada
vez mas cerca en torno a un valor que, aproximado suficientemente, se adop-
tara como probabilidad del suceso “caer hacia arriba la cara 6 del dado™ En
este caso, ese valor deberd aproximarse a fr = 6 w 0,166666667. Este en-
foque empirico para definir la probabilidad “experimental” o “a posteriori”
de los hechos, es mas general pues considera no s6lo experiencias como el
tirar una moneda o un dado, cuyos resultados posibles sabemos son finitos,
sino que permite calcular la probabilidad en casos como el del nimero par,
donde bastaria enunciar al azar nimeros e ir calculando las frecuencias rela-
tivas correspondientes, del suceso nimero par. Eso es lo que implicitamente
hacemos cuando decimos la mitad de los nUmeros son pares.
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El calculo de la probabilidad de sucesos que observen regularidad esta-
distica es realizado a partir de los hechos, “a posteriori”, y tiene toda la
objetividad que pueda aportarle nuestra percepcion de los mismos.

Llegado a este punto, se puede notar que las definiciones de probabilidad
ensayadas se basan en experiencias realizadas o que pueden realizarse, cuyos
resultados son excluyentes uno de otro. Si la moneda se arroja una vez, cae
cara 0 cae ceca excluyentemente, no puede caer simultdneamente cara y
ceca. Uno solo de ambos resultados debe registrarse. Lo mismo ocurre si se
arroja una vez un dado: si cae 6 no cae ninguna otra cara. De igual forma.
un ndmero natural o es par o es impar. Ademas, si se consideran todos
los resultados posibles y excluyentes de una experiencia, se observa que la
probabilidad de cada uno es un nimero que estd entre 0 y 1. También se
observa que su suma es 1. Por ejemplo, si se arroja un dado, la suma de la
probabilidad de que caiga 1, mas la de que caiga respectivamente 2, 3, 4, 5
0o6es:| +6+| +6+| +| = 1. Esto es asi, sea que cada 6 ~ 0,166666667
se haya calculado por la definicion de Laplace o en forma empirica, por la
frecuencia relativa, arrojando el dado un nimero suficientemente grande de
Veces.

Ahora parece que estamos en condiciones de calcular la probabilidad
de cualquier suceso. Entonces, por ejemplo, podriamos intentar calcular la
probabilidad de que la seleccién de fatbol de Holanda gane el proximo cam-
peonato mundial. Con nuestra definicion clasica tendriamos que analizar el
nimero de casos favorables, que es 1 solo y corresponde al suceso Holanda
campedn; y el nimero de casos posibles, que son 32, porque esa es la canti-
dad de equipos que participan. Asi, la probabilidad de que Holanda sea el
campeobn es 32 = 0,03125. El calculo plantea un interrogante, pues ademas
de Holanda, tanto Brasil como cualquier pais ignoto del mundo futbolistico
que participara entre los 32, tendrian también la misma probabilidad. Y esta
dificilmente sea una evaluacion realista de las chances de cada uno.

Tratamos entonces de aplicar la definicion empirica, basandonos en el
nimero de campeonatos mundiales que se han jugado y en las veces que
lo ha ganado cada equipo. Como se han jugado hasta ahora 19 torneos y
Holanda nunca ha salido campeon, la probabilidad dada por la frecuencia
relativa es fHolanda = 19 = 0 , otra evaluacion que seguramente es poco
realista. Basta pensar que de acuerdo con un calculo similar, Espafia tenia
probabilidad O de ganar el dltimo mundial, que efectivamente fue el Gnico
que gan6. Hasta aqui, los calculos de probabilidad realizados con toda la
objetividad de que somos capaces, no parecen conducirnos a una evaluacion
adecuada de las posibilidades de Holanda. Lo que se pone de manifiesto
aqui es que no cualquier forma de calcular la probabilidad mide de manera
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realista las posibilidades de Holanda de obtener la copa del mundo. ¢Hay
alguna otra forma de asignar una medida a la posibilidad de ese hecho? La
respuesta es si. Veamos lo que hacen los que reciben apuestas. Ellos dicen,
por ejemplo, por cada peso que un jugador apueste yo le entregaré dos si
gana Brasil. Como quien recibe las apuestas no pierde dinero, eso quiere
decir que la mitad de las personas cree que Brasil va a ganar el campeonato.
Por lo tanto, si 100 apostadores han puesto un peso, a 50 se les entregaran
dos pesos, en caso de ganar Brasil, que es el resultado de dividir el monto
total acumulado de 100 pesos entre esos 50 jugadores que acertaron. A cada
apostador que crea que Argentina va a ganar el mundial se le entregaran, si
eso ocurre, 10 pesos por cada peso apostado. Eso quiere decir que la décima
parte de los 100 apostadores cree que Argentina va a ganar. Asi en el caso
de Holanda: supongamos que hay 5 de los 100 apostadores que creen que
ganara el campeonato del mundo. El cociente iQq = 20 representa entonces
la proporcidn de apostadores a favor de Holanda, asi como 1Q0 = jQ es la
de Argentina y jQQ = J la de Brasil. Para fijar ideas: supongamos que las
apuestas de los 100 apostadores, de un peso cada uno, se distribuyeran como
en la Tabla L

Tabla 1

Seleccién Apostadores a favor Proporcidn p

Brasil 50 50/100 = 1/2
Espafia 15 15/100 = 3/20
Argentina 10 10/100 = 1/10
Alemania 10 10/100 = 1/10
Italia 10 10/100 = 1/10
Holanda 5 5/100 = 1/20

Es claro que si gana Argentina no puede ganar Brasil. Que gane uno u otro
son sucesos excluyentes. Ademads por ser proporciones, los p son numeros
que estan entre 0y 1, es decir 0 < p < 1. Finalmente, la suma de todas las
proporciones da 1, incluso sumando las de los 32 —6 = 26 selecciones que no
han recibido apuestas entre estos 100 apostadores y que por lo tanto valen
0. En efecto:

50 15 10 10 10 5 0 0
00+ 100+ 100 + 100 + 100 + 100 + 100 + '™ + 100
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Desde el punto de vista matematico, las proporciones calculadas cumplen
con las mismas propiedades que las probabilidades halladas para las caras
de una moneda o de un dado. Y ademas, parecen ser un poco mas realistas
respecto de las posibilidades de ganar de cada equipo. Claro que si acep-
tamos que estas proporciones son probabilidades, tendremos también que
aceptar que su calculo no ha sido tan objetivo como los que realizamos para
las caras de una moneda “a priori” o para las caras de un dado “a posteriori”.
Esta subjetividad, que depende de los 100 apostadores, hay que suponer, se
haria mas objetiva cuantos mas apostadores hubiera. En el fondo, nada nos
aparece como puramente objetivo, pues todo juicio que hagamos depende de
nuestra subjetividad; también es cierto que estos apostadores conocen de fut-
bol como para haber hecho sus apuestas de forma no totalmente subjetiva.
Es decir, la reserva sobre la validez de esta probabilidad llamada “subjetiva”
es mas filosofica que matematica y se relaciona con nuestra concepcion sobre
como y por qué ocurren los hechos. Desde el punto de vista de las propie-
dades matematicas, las probabilidades subjetivas obtenidas subjetivamente
de acuerdo con algin procedimiento, son tan validas como las calculadas
en forma clasica o empirica. Por dltimo, si pensamos que la distribucion de
proporciones asi calculada se ajusta razonablemente a la posibilidad de los
hechos, no existen, en principio, razones para no utilizarla como “modelo”
probabilistico de los mismos. Esto es precisamente lo que a veces se hace en
dominios como la economia o el marketing, cuando se trabaja sobre la base
de opiniones de personas.

1.3. Definicién axiom atica de probabilidad

Mas alla de las formas en que lleguen a calcularse, lo que distingue a las
probabilidades es, en cualquier caso, el cumplimiento de ciertas propiedades.

Todos los resultados posibles de una experiencia constituyen el llamado
espacio muestral de la misma. Por ejemplo:

m si el experimento es arrojar una moneda y observar la cara que cae
hacia arriba, el espacio muestral sera S = {cara, ceca}

m si el experimento es arrojar un dado y ver que cara cae hacia arriba
resulta el espacio muestral S = {1,2,3,4,5,6}

m si el experimento es elegir un namero natural se tiene S = {1,2,3, ¢}
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En estos ejemplos hemos considerado solo eventos simples, formados por
un solo suceso. Pero también podemos estar interesados en eventos compues-
tos que se presenten al ocurrir cualesquiera de varios sucesos. Por ejemplo:

m Arrojar un dado y ver si cae hacia arriba un namero primo. Este
evento es P = {1,2,3, 4,5} y es un subconjunto del espacio muestral
5= {1,2,3,4,5,6}

m Elegir un nimero natural y ver si es impar. El evento es P = {1, 3, 5 ee¢}
y esta incluido en P = {1,2,3,4, 5,6 ¢}

Lo importante, por ahora, es comprender que los eventos simples o com-
puestos son una parte del espacio muestral y como tales son elementos del
conjunto de partes del mismo. En ese conjunto de partes estdn todos los
eventos. Por ejemplo, si la experiencia es tirar una moneda, el espacio mues-
tral es S = {cara,ceca} , pero su conjunto de partes es Q = Partes (S) =
{0, {cara} ,{ceca} ,S}. Aqui como los sucesos son excluyentes, el conjun-
to vacio representa el evento imposible en el cual simultaneamente caen
cara y ceca: {cara} n {ceca} = 0. Ademas caer cara o ceca es el evento
{cara} U {ceca} = S. Hablando en general, es a los elementos del conjunto
Q a los que les asignamos una medida, que constituira una probabilidad si
se cumplen las siguientes condiciones:

i. Para cualquier evento A tal que A e Q (o lo que es lo mismo A ¢ S)
se cumple que: P (A) > 0

ii. P(S) =1

iii. Si A 'y B son mutuamente excluyentes (es decir A n B = 0) entonces:
P(AUB) = P(A) + P(B)

Toda medida de incertidumbre que cumpla con estas condiciones, no
importa por cual método o formula haya sido calculada, en términos mate-
maticos es una probabilidad. Debe observarse que, como se ha comentado
en la Seccion 2, cualquiera de los ejemplos alli introducidos, satisface las
condiciones expresadas.
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Ejemplo 1: Describir cudl es el espacio muestral asociado a cada uno
de los siguientes experimentos aleatorios. En el caso de ser finito, indicar
cudl es su cardinal.

a) Se lanza al aire una moneda tres veces.
Si ¢ simboliza cara y x representa ceca, se pueden presentar todos los
resultados que indican las ternas del conjunto S:

S ={(ccc)(xxx);cx)(xx c)x x);(xcc);xc)(xcx)}
El cardinal se puede calcular directamente contandolas:
#S =8

0 bien a través de las variaciones con repeticion de dos elementos (ver
pag. 37):
#S = VR23=23=38

b) Se arrojan dos dados simultaneamente.

Si se supusiera para mayor claridad que un dado es rojo y otro azul,
los distintos pares posibles serian los listados en S. Asi, por ejemplo, (1,4)
querria decir que el dado rojo cayé 1y el azul cay6 4. Por supuesto, aunque
los dados fueran de igual color, el conjunto S seria el mismo pues siempre
se trataria de dos dados diferentes.

(1,1); (1,2); (1,3) ;(1,4); (1,5); (1,6); (2,1); (2.2) ;(2,3); (2,4)
, (2,5);(2,6);(3,1) 5(3,2); (38.3); (3,4); (3,5): (3,6);(4,1); (4.2
] 4,3);(4,4);, 4,5 :(4,6); (51);(52); (5 3); (54) ;(55); (5, 6)
[ (6,1) ;(6,2) ;(6,3);(6, 4):(6, 5):(6, 6)
#S = 36

También se puede calcular el cardinal a través de las variaciones de 6
elementos con repeticion (ver pag. 37):

#S = VRb,2= 62= 36
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c) Se extraen dos fichas sucesivamente y sin reposicion de una caja que
contiene seis fichas numeradas del 1 al 6.

Supongamos que, por ejemplo, se extrae una ficha y esta resulta 2. Para
la eleccién de la siguiente ficha, como la ficha 2 no se puede volver a poner
en la caja, quedan solo cinco fichas: la 1, la 3, la 4, la 5y la 6. Es decir, por
cada eleccion de la primera ficha hay cinco posibles para la segunda. Ahora
bien; hay seis formas distintas de elegir la primera ficha y esta claro que la
ficha que salié en primer término no puede repetirse en el segundo por lo
que el nimero de pares que pueden resultar segin la regla de eleccién es
6 5= 30. Se tiene entonces:

(1,2); (1,3);(1,4); (1,5); (1,6); (2,1) ;(2,3) ;(2,4); (2,5); (2,6);
S=4 (3,1);3,2;(3,4); (3,5); (3,6); (4,1) ;(4,2) ;(4,3); (4,5); (4,6);
(5,1); (5,2) ;(5,3); (5,4); (5 6); (6,1); (6,2) ;(6,3); (6,4); (6,5)

#S = 30

También se puede calcular el cardinal a través de las variaciones de 6
elementos tomados de a 2 (ver pag. 37):

d) Se lanza al aire una moneda hasta que sale cara por primera vez

Puede ocurrir que salga cara al primer lanzamiento. EIl resultado es en-
tonces C. Si se tira la moneda y en el primer lanzamiento sale ceca, hay que
seguir tirando. Si sale cara el segundo ahi se para de lanzar. El resultado es
X C vy se tird dos veces la moneda. Asi X X C estaria indicando que se tird
tres veces la moneda y que recién en la tercera salié cara. Evidentemente
existe la posibilidad de que se tire la moneda muchas veces hasta que salga
una cara. En términos matematicos se diria que el nimero de tiros hasta que
salga una cara puede crecer todo cuanto sea necesario. Es decir, es poten-
cialmente infinito. Se anota entonces que el nimero de lanzamientos hasta
que salga una cara puede ser uno del conjunto:

S = {1,2,3,4, e}
Hemos presentado aqui una definicion axiomatica de probabilidad. Los

axiomas i) a iii) son las condiciones requeridas que nos permiten independi-
zarnos de la forma en que la probabilidad se construye. Tal definicion tiene
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algunas implicancias importantes:

Propiedad 1 Ley del Complemento: Dado un evento A cualquiera, la
probabilidad de su complemento es:

P (A) =1- P (A

En efecto, por ser A el complemento de A, se tiene que son eventos
mutuamente excluyentes pues An A = 0 .De alli que, como S = A UA se

tenga: 1= P (S)=P (4 UA) = P (A)+P (A) dedonde P (A) = 1-P (A)
como se queria demostrar.

Propiedad 2 Ley de la Suma: Si A y B son dos eventos cualesquiera la

probabilidad de que ocurra A 0 B 0 ambos simultdneamente es:
P(AUB)=P(A)+P (B)- P(AnB)

En efecto, por la teoria elemental de conjuntos sabemos que A = (A —B) U

(A n B) segln se ve en la figura 1

Figura 1

Ademéas (A —B) n (A n B) = 0, Es decir, considerados como sucesos,
(A —B) y (A n B) son mutuamente excluyentes. Algo enteramente analogo
ocurre si se toma B = (B —A) U (A n B) De tal modo:

PA)+PB)=P(A-B)+ P(AnB)+ P(B- A)+ P(AnB)
Como se trata de sumas de nimeros reales, podemos escribir entonces:

P(A)+P(B)- P(AnB)=P(A- B)+ P(B- A)+ P(AnB)
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Si se observa con atencién se ve que en el segundo miembro de esta igual-
dad se tiene sumada la probabilidad de tres conjuntos disjuntos. Como,
por resultado de la teoria elemental de conjuntos, se sabe que A UB =
(A—B)U (B —A) U (A n B) aplicando el axioma iii) se tiene:

P(A) + P(B) —P(AnB)= P(A UB)

que es lo que queria probarse.

Notese que en el caso particular en que AnB = 0, la mutua exclusién de
los sucesos implica la imposibilidad de ocurrencia simultdnea de los mismos
por lo que la probabilidad es P(A n B) = 0y queda entonces P (A UB) =
P (A) + P (B).

Ejemplo 2: En una pequefia ciudad se publican dos diarios: Nuevos Ai-
res y El Eco. EI 40% de los habitantes lee Nuevos Aires, el 27% lee EIl Eco,
y el 9% lee ambos diarios.

a) ¢Qué porcentaje de habitantes lee un solo diario?
Si se emplea el modelo de la probabilidad elemental se puede pensar que
la probabilidad de que un habitante lea el diario Nuevos Aires es:

P(NA) = 04
De la misma forma para el diario El Eco se tiene:
P(EE) = 0,27
También la probabilidad de que un habitante lea ambos diarios es:
P(NA n EE) = 0,09
Asi la probabilidad de que un habitante lea uno o los dos diarios es:
P(NAUEE) = P(NA)+ P(EE) —P (NA N EE) = 0,4+ 0,27 —0,09 = 0,58

Siempre segin el modelo probabilistico esto implica que de cada 100
habitantes 58 leen al menos uno de los dos diarios. Esta claro que de esos
58, 40 leen NA. A su vez de entre éstos, hay 9 que también leen EE. Por lo
tanto, hablando en porcentajes del total:

40 % —9%

31% lee s6lo NA
27% —9% = 18% lee sélo EE
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Es posible organizar la informacidn en el siguiente esquema:

Como el 31 % lee solo Nuevos Aires y el 18% lee solo El Eco, sumando
se tiene que el 49% lee un solo diario.

b) ¢Qué porcentaje de habitantes no lee ningun diario?
El 31 % lee solo Nuevos Aires, el 18 % lee s6lo EI Eco y el 9% lee los dos
diarios. Entonces: 100 %—31 %—18 %—9% = 42% restante no lee ninguno.

1.4. Principios de conteo

Cuando puede utilizarse la construccidn clasica de la probabilidad surge
la necesidad de contar los casos posibles y los favorables al suceso, cuya in-
certidumbre quiere medirse. Esto requiere la aplicacion de ciertos principios,
que ahora van a explicitarse.

Principio de multiplicacion: Supongamos que una accion (1) puede desa-
rrollarse de n\ formas distintas y que a continuacion de ella, puede realizarse
otra accién (2) de n2 maneras diferentes. Entonces la cantidad de formas en
que puede realizarse la cadena de acciones (1) —(2) es ni x n2.

Por ejemplo, supongamos tener un conjunto de tres letras ABC. Si la
accion (1) es elegir una letra dejando dos para la accién (2) que es elegir una
segunda letra, se tiene que la accién (1) puede concretarse de ni = 3 formas
distintas, mientras que la accion (2) puede realizarse de n2 = 2. Entonces la
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cantidad de maneras distintas en que puede hacerse la cadena de elecciones
(1)- (2) esnixn2=3x2=6.Lafigura 2 ayuda a entender este principio:

Figura 2.

Principio de adicion: Supongamos que una accion (1) puede desarrollarse
de ni formas diferentes y que otra accion (2) tiene n2 maneras distintas de
efectuarse, siendo que, ademas, no es posible realizar ambas acciones simul-
tdneamente entonces hay ni + n2 formas distintas de realizar una cualquiera
de ellas dos.

Por ejemplo, sea la accion (1) consistente en seleccionar una letra del
conjunto ABC y sea la accion (2) tal que hay que elegir un nimero del
conjunto 1,2,3,4. Claramente hay ni = 3 maneras de seleccionar la letra
y n2 =4 formas de elegir el nimero. La cantidad de maneras distintas de
seleccionar una letra o un nimero es entonces ni + n2 = 3+ 4 = 7. En la
figura 3 se esquematiza esta cuenta:
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Funcion factorial: Esta es una funciéon muy atil a efecto de contar distin-
tos tipos de agrupamientos de elementos. Se define para todos los nimeros
naturales y el cero de la siguiente manera:

o!

1
—

1!

1
—

nl = (n —1)! xn

La notacion que coloca el nimero n y a continuacion el signo de admi-
racion !se lee como “factorial de n ”. Asi por ejemplo el “factorial de 3” se
escribe 3! y se calcula:

I=2x3=1Ux2x3=1x2x3=6
Se cumple en general que:
nl=n x(n—1) x (n —2) X *e* x 3 x2x 1

De esta forma cada vez que en un calculo aparezca un producto similar, éste
podra anotarse como el factorial de un ndmero.

Permutaciones: Supongamos ahora que se tienen las tres letras ABC y se
desea averiguar en cuantos ordenes distintos pueden escribirse sin repetirlas.

Es claro que la primera accion serd elegir una letra de entre las tres, a
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continuacion habra que elegir la segunda letra entre las dos que quedaron
disponibles y luego habrd una tercera accion que consistird en agregar la
letra sobrante en el Gltimo lugar de la palabra formada. El principio de
multiplicacién visto nos permite calcular el nimero de palabras distintas
que pueden formarse con esas tres letras sin repetirlas: ni x n2 x n3 =
3x2x1=3=6

En general los distintos 6rdenes en los que puedan elegirse n elementos
distintos se denominan permutaciones de n elementos, que se escriben y
calculan:

Pn = n!

Variaciones: La mismas letras ABC pueden servir para formar pares. Es
claro que la palabra AB y la palabra BA si tuvieran algun significado,
podrian no tener el mismo. Es decir, en ese caso no es igual el par formado
por AB que el formado por BA. Todos los pares que pueden formarse de
esta manera, sin repetir ninguna letra son: AB,AC,BA, BC, CAyCB. El
numero total de pares que puedan formarse corresponde a las variaciones de
3 elementos tomados de a 2. En general si se tienen m elementos distintos
y quieren conocerse todos los drdenes posibles en que pueden seleccionarse
n de ellos sin repetirlos, hay que calcular las variaciones de m elementos
tomados de a n:
m!
(m —n)!

Combinaciones: Si con ABC quieren formarse ahora pares para los que se
tenga en cuenta sélo cuales letras lo conforman, se tendran las duplas AB,
CB y AC. En efecto, bajo la condicién de que no se consideren diferentes
los pares cuando las mismas letras se citen en distintos 6rdenes, el par AB
es el mismo que el BA, el CB el mismo que el BC y el AC es el mismo
que CA. Cada dupla puede citarse de la forma en que se quiera, pero debe
contarse solo una vez. En este caso la cantidad de duplas de tal tipo se
calcula como las combinaciones de 3 elementos tomados de a 2. En forma
genérica cuando se tienen m elementos diferentes y quiere hallarse el nimero
de selecciones de n de estos elementos, sin que ninguno de ellos se repita
ni se consideren distintas las selecciones que incluyen los mismos elementos
citados en distinto orden, se deben calcular las combinaciones de m tomados
de an:
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; ! * 1
ﬂ)’rl%1 =Kmn —5”\/ i W \.

ni
Obsérvese como dato interesante que:

Im\ m! m!

yOj o!(m —O)! 1m!

cualquiera sea m.Ademas:

im\ m! m(m —1)!
A1) 1Y (m —1)! (m —1)
y
m m! m!
\m) m!(m —m)! m!0!

Estos nimeros, que pueden parecer no muy familiares, en realidad lo son
bastante. Consideremos las sucesivas potencias de un binomio:

@+ b =1

(a+ bl=a+ b= (¢)al-0bo

(a+ b)2= a2+ 2ab+ b2= (0)a2-0b0+ (1)a2- 1bl+ (2a2- 2b2
(a+b)3= a3+ 3az2b+ 3ab2+ b3 = (0)a3-0b0+ (3)a3- 1bl + (3)a3- 2b2+
+ (3)a3 3b3

y asi. La formula general para la m-ésima potencia la proporciona el
llamado “binomio de Newton™:

m / \
(@a+bm=Y, (m)am-nbn
n=0\nJ

Cada coeficiente de este desarrollo, cada nimero combinatorio, puede
calcularse mnemotécnicamente por medio del “triangulo de Pascal”, aquél
matematico que como dijimos en la seccion 1 desarrollé, junto con Fermat,
formulas para conteo de casos. El triangulo se forma con dos lados de unos
y cada renglon se completa sumando los dos coeficientes ubicados en el ren-
glon anterior a ambos lados de la posicién calculada:
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1
-1+ 1Im

1%+ 2“4+ 1m

ey ey ey A

- A+ V + 6-+ V + 1-
0O+ 0+ 10+ 10+ 0 + 1

0+ V + 15+ 20+ 15 + 6~+ 1
1 7,.21,3,.3_,21, 7,1

ket
28 56 70 56 28 8
i SV ke NS\ T hes S ley

9 36 84 126 126 84 36 9

Por ejemplo, el nimero de combinaciones de 5 elementos tomados de a
3es (5) = 10

Conteo con repeticion: Si queremos calcular el nimero de palabras de
tres letras que pueden formarse con las letras ABC cuando A debe repetirse
2 veces y B debe aparecer solo 1, construimos las ternas: AAB, ABA y
BAA. Hay entonces 3 permutaciones de 3 elementos con repeticién, de un
elemento 2 veces y de otro 1 vez. Si por ejemplo se tuvieran cuatro letras
ABCD, las permutaciones de estas 4 letras que contienen 2 veces a A, 1 vez
aBy laC serian:

AABC ABAC,ABCA,AACB,ACAB,ACBA,BAAC ,BACA,BCAA,
CAAB,CABA y CAAB que son 12.

En general si se tienen m elementos distintos y se quieren formar sus
permutaciones considerando que uno de ellos en particular debe aparecer
ni veces, otro en particular n2 veces y asi hasta otro, que debe aparecer
nk veces, de modo tal que ni + n2 + e« + nk = m, hay que calcular las
permutaciones con repeticion de m elementos repetidos ni,n2, ess ,nk veces
segln:

Pnin2-"nk= __ m!
m nitn2leeenk!

Ahora corresponde analizar las variaciones que podrian darse con las
letras ABC si cualquiera de ellas puede repetirse y se quieren seleccionar,
por ejemplo 2 letras. Supongamos que elegimos la primera letra entre ABC.
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Esto podemos hacerlo de 3 maneras posibles. Si ahora elegimos la segunda de
entre las 3, tenemos también 3 formas de hacerlo. Los pares posibles resultan
AA, AB, BA, BB, AC,CA, CC, CB y BC.EIl nimero de estas variaciones
formadas con 3 letras tomadas de a 2, si las letras pueden repetirse, es
3x3 = 32.En general las variaciones con repeticion de m elementos tomados
de a n se calculan como:

Vhm = Vmn = VRm,n = mn

Para finalizar consideremos el caso en que sobre las letras ABC se es-
tablece una seleccion de dos de ellas con repeticion admitida, pero ahora
considerando que los pares se toman en conjunto, de modo que, por ejemplo,
es lo mismo listar AB que BA. En tal caso las combinaciones con repeti-
cién posibles seran AA, AB, BB, AC, CC, CB cuya cantidad surge de la
cuenta 2(3+2—1—2). = 2 = 6. En términos generales las combinaciones con
repeticion de m tomados de a n son:

e —ehn —EBmn—IMm*gp 11_Ep+n-

Los principios de conteo aqui explicados se suelen aplicar aisladamente o
combinando algunos de ellos cuando es necesario calcular casos, tanto posi-
bles como favorables, al aplicar la definicion clasica de probabilidad. Como
se ve, y a pesar de lo que previamente pudiera suponerse, contar casos puede
ser una actividad no sencilla para la cual aguzar el ingenio y poseer entre-
namiento resulta fundamental.

Ejemplo 3: De cuantas formas distintas pueden entregarse dos premios
entre 10 personas si:

a) no se pueden conceder ambos premios a la misma persona.

m Si los premios son iguales, no importa cual de ellos corresponda a cada
ganador. Por lo tanto se calcula el nimero de formas posibles de elegir
dos ganadores entre diez personas sin que importe el orden en que se lo
haga. Es decir se calculan las combinaciones de 10 elementos tomados

de a 2:
_ 10! 10! 10 m9

102 = 2!1(10 —2)! = 2181= 2 =
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Si los premios son distintos, no da lo mismo el orden en que se seleccio-
nen los ganadores. Si se supone que al primer ganador le corresponde
el premio A y al segundo el B, si se invirtiera el orden de los gana-
dores el resultado seria distinto. Por esa razén cada par de ganadores
debe considerarse en sus dos érdenes posibles. Se calculan entonces las
variaciones de 10 elementos tomados de a 2:

10! 10!
02= = 8T =10m = 90

b) pueden otorgarse ambos premios a la misma persona.

m Si los premios son iguales serd una combinacion donde ademas se puede
repetir el ganador. Se calculan las combinaciones con repeticion.

(10+2—1)! = 21! = 11110 =
102 2110 —1)! 219! 2

También se puede resolver:

10! 10! 10 -9
Cl02+ 10 = 2I(10 - 2)l +10= 2!18 +10= ~2T + 10 = 45+ 10 = 55

m Si los premios son distintos y ademas se puede repetir el ganador, se
calculan las variaciones con repeticién.

VR102 = 102 = 100

1.5. Probabilidad condicional

Hay sucesos que dependen parcial o totalmente de que ocurran otros. Por
ejemplo, para que la suma de las caras de dos dados que se han arrojado
resulte mayor o igual que 11 es necesario que uno de los dados haya caido
6. Si ninguno de los dos dados cay0 seis, la suma nunca podra dar 11 o
mas. En este caso el suceso “sumar 11 o mas” depende totalmente de que
se de el suceso “caer 6” en un dado. En cambi6 si el suceso a analizar fuera
sumar 10 o mas, esto podria ocurrir a causa de que un dado caiga 6, por
ejemplo si el otro cayese 4 0 5 0 6, pero también ocurriria si ambos dados
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resultasen 5. Aqui el suceso “sumar diez 0 mas’ depende parcialmente de
la ocurrencia de una “cara 6”. En cualquier caso se puede querer averiguar
cudl es la probabilidad de que ocurra un suceso cuando ha tenido o tiene
lugar otro. Es decir, calcular la probabilidad de que se aprecie un efecto
cuando sucede una causa. Si continuamos analizando nuestro ejemplo, la
suma 10 o mayor se da en los casos en que los pares de resultados, un ndmero
por dado, son {(4, 6), (5, 5), (5,6), (6,4), (6,5), (6,6)}. Ahora bien, caer 6 al
menos uno de los dos dados es algo que ocurre con los pares del conjunto:
{(6,1), (6.2), (6.,3), (6,4), (6,5), (6,6), (5, 6), (4,6), (3,6), (2,6), (1,6)}

Si definimos los eventos A y B acordando que A es “sumar 10 o mas” y
B “caer 6 al menos uno de los dos dados” se tiene:

A = {(4,6), (5, 5), (5.6), (6,4), (6,5), (6,6)}

B = {(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6), (5,6), (4,6), (3, 6), (2,6), (1,6)}

Se observa que de las 6 formas en las que puede ocurrir A, en 5 ocurre
simultdneamente B. Asi resulta An B = {(4,6), (5, 6), (6,4), (6,5), (6,6)} el
conjunto en el que se cumplen simultaneamente ambas situaciones: sumar
10 o mas y caer 6 al menos uno de los dados. Es claro que hay en total 36
formas distintas en que pueden caer las caras de dos dados, es decir 36 pares
distintos posibles, de tal modo que puede calcularse la probabilidad de que
ocurra que “la suma sea 10 0 mas” cuando “cae 6 al menos una de las caras
de los dados” de la forma:

P(A/B) = PABB =i =5 * 045454545

Con P(A/B) queremos decir: probabilidad de que ocurra A cuando ocu-
rre 0 ha ocurrido B . Es decir, medimos la probabilidad de que sucedido B,
suceda A. Si se observa con atencion, la ocurrencia de B implica una res-
triccion sobre los 36 casos distintos que pudieran darse al sumar las caras
resultantes de tirar dos dados. En este ejemplo, si se contabilizan sélo estos
casos como los posibles, y se ve en cuales de ellos se cumple también la con-
dicién que determina al evento A, es decir se cuentan como casos favorables
los pares de caras que estan en An B, resulta naturalmente: p = =ii.
La condicion que expresa a B restringe los casos posibles contenidos en el
espacio muestral y requiere de los favorables a la propiedad que caracteriza
a A su simultaneo cumplimiento. Si se considera, en el ejemplo dado, el caso
del evento “sumar 110 mas” la probabilidad de que esto ocurra, cuando ha
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salido 6 al menos un dado, es:

P(A/B) = PA(BB) = § = 11 - 0,27272727

siendo
A = {(5,6), (6,5), (6,6)}

y

B = {(6,1), (6,2), (6,3), (6,4), (6,5), (6,6), (5,6), (4,6), (3,6), (2,6), (1, 6)}

En general se dira entonces que la probabilidad condicional se calcula segin
la formula P(A/B) = PPBf'lque expresa precisamente la probabilidad de
que ocurra A dado que ocurre B.

Cabria ahora preguntarse por la probabilidad de que suceda B cuando
haya sucedido A. En nuestro ejemplo eso equivaldria a calcular la probabi-
lidad de que caiga 6 al menos una cara, cuando la suma da 10 o mas. Es
decir, queremos calcular: P(B/A) = P/YYAf* es claro que los conjuntos A,B
y A n B son los mismos que antes, pero aqui resulta:

P(B/A) = PB(A)A) = i = 6 ~ 0,83333333

La restriccion que plantea A sobre los 36 pares distintos que constituyen
el espacio muestral es obviamente diferente a la que establecia B. De tal
modo aqui esos 36 pares se ven reducidos a s6lo 6 que son aquellos para
los cuales la suma es 10 o méas. De ellos, 5 son tales que simultdneamente
contienen al menos un dado 6 y entonces la probabilidad podria calcularse
directamente como | . Como se ve ahora las probabilidades condicionales
P(A/B) y P(B/A) no tienen porque ser iguales. Sin embargo estad claro que
P(AnB) = P(A/B)P(B) = P(B/A)P(A).

1.6. Independencia

No siempre los sucesos dependen unos de otros. A veces son indepen-
dientes. Si al continuar sobre el ejemplo de los dados, consideramos ahora el
evento “sumar 2 o mas” es claro que el conjunto A, que lo representa, esta
formado por los 36 pares posibles que constituyen todo el espacio muestral.

38



Elementos de probabilidad y estadistica

Esto es asi porque la suma de las caras que resulta menor es 2, que corres-
ponde al par (1,1). Todos los deméas pares suman mas de 2. Por otra parte
el suceso “caer al menos un 6” al arrojar los dos dados, estd representado
por el mismo conjunto que llamamos B en la seccién anterior. Asi las cosas,
tenemos:

(1,1); (1,2) ;(1,3) ; (1,4); (1,5); (1,6); (2,1) ;(2,2); (2,3); (2, 4);

(2,5); (2,6) :(3,1) ;(3,2); (3,3); (3,4); (3,5) ;(3,6); (4.1); (4 2);

(4,3); (4,4); (4,5) :(4,6); (5.1); (5, 2); (5.3) ;(5,4); (5, 5); (5, 6)
(6,1) ;(6,2); (6,3); (6,4); (6,5) ;(6,6)

B = {(6,1); (6, 2); (6,3); (6, 4); (6, 5); (6, 6); (5, 6); (4, 6); (3, 6); (2, 6); (1, 6)}

Entonces la probabilidad de que sumar 2 o més cuando sale al menos un 6
es:

P(A/B PA n B) |
il

- 11 =1
P(A/B>- P(B) =1

1
[N
[EEN

Si se observa bien, éste es el valor de la probabilidad del evento A, “sumar
2 0 méas”, calculada con independencia del evento B, “caer 6 al menos una
cara”. En efecto: P (A) = || = lasiresulta P(A/B) = P (A). Finalmente, en
razon de la igualdad P (AnB) = P(A/B)P (B)) resulta, bajo esta condicién
de independencia, P(An B) = P(A)P(B) .

Precisamente ésta es la forma general que adopta la definicién de inde-
pendencia. Dos sucesos A y B son independientes si y solo si:

P(AnB) = P(A)P(B)
Debe notarse que al calcular la probabilidad de que “caiga al menos un 6”
cuando “la suma es 2 0 mas” se tiene:
P(b/a)=PB,A.A = 56 = 3 6 w °’30555556

que resulta la misma cantidad que la calculada para la probabilidad de que
“caiga al menos un 6” sin tener en cuenta cual es la suma de las dos caras
P(B) = H « 0,30555556.

La igualdad P(B/A) = P (B) revela nuevamente el hecho, ya conocido,
de la independencia pues, como era de esperar, resulta una vez mas:

P(BnA)=P(B/A)P(A) = P(B)P(A)
Es decir, la independencia es una relacién reciproca entre dos sucesos.
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Ejemplo 4: En una clase hay 12 nifios y 4 nifias. Si se seleccionan tres
estudiantes al azar; ¢Cual es la probabilidad de que sean todas nifias?

m Hay en total 16 estudiantes. EIl primer estudiante seleccionado tiene
una probabilidad de ser mujer de:
4
P(Mi) = 16

Para elegir el segundo estudiante quedan en total 15 de las cuales s6lo 3
son mujeres. La probabilidad de que ese segundo estudiante sea mujer
cuando el primero lo ha sido es:

3
P(M2IM 1) = —

Ahora quedan 14 estudiantes y solamente 2 nifias. La probabilidad de
que la tercera eleccion recaiga sobre una mujer cuando las primeras
dos también lo han sido se calcula:

p (M3IM1IM2)=14

Entonces la probabilidad de que la primera eleccién resulte mujer, la
segunda también y la tercera también es:

P(MIM2M3) = P (Min (M2/M1)n (M3VM1M?2) =
= P(Mi) sP (M2/M 1) mP (M3/M 1M 2)
En definitiva:

4 3 2 1
P(MiM2M3) = 16 m15 ml4 = 140 * °,0°7

m Este calculo pudo simplificarse calculando directamente la cantidad de
ternas posibles de estudiantes elegidos. Casos posibles:

16! 16 15 14 13! 16 15 14
163 = 31(16 —3)! = 3H3 = 3! =

Casos favorables: La cantidad de ternas favorables integradas por tres
de las cuatro nifias,

C = & =4'3=1
43 31(4 —3)! 3
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Entonces la probabilidad buscada es:

4
P(MM2M3) = — « 0,007

1.7. Probabilidad de las causas

A veces un evento puede producirse porque se da otro, de entre varios
que podrian causarlo. En tal caso puede desearse obtener la probabilidad de
que una determinada de esas causas sea la que lo haya producido.

Para comprender esto tomemos el siguiente ejemplo. Supongamos que
una empresa fabrica lamparas de larga duracion utilizando 2 maquinas. La
maquina Ai produce el 60% del total de ldamparas fabricadas y la maquina
A2 fabrica el otro 40%. El 5% de las lamparas producidas por la maqui-
na Ai es defectuoso mientras que ocurre lo mismo para el 3% de las que
produce la maquina A2. Luego de fabricadas las lamparas se juntan en un
depdsito, mezcladas sin un orden fijo, y se analiza su calidad. Supongamos
que se selecciona con tal propdésito una lampara y se comprueba que es de-
fectuosa, ¢cual es la probabilidad de que haya sido fabricada por la maquina
Ai? Comencemos por graficar el total de las lamparas fabricadas haciendo
corresponder una parte de ellas a las provenientes de la maquina Ai y otra
a las que vienen de la maquina A2. También dibujemos el conjunto de las
lamparas defectuosas que podemos llamar B. El grafico se ve en la figura 4:

Figura 4.
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Sabemos que la probabilidad de que una pieza, extraida del total re-
presentado en el cuadrado de la figura 4, provenga de cada maquina es,
respectivamente:

P (Al) = 0G

P(A2) = 04

También conocemos la probabilidad de que, proviniendo la pieza de la ma-
quina Ai, resulte defectuosa. Y lo mismo si proviene de la maquina A2. Esto
se expresa mediante las probabilidades condicionales:

P (B/Al)

0,0S

P (B/A2) = 0,03

Ahora bien, la probabilidad de que siendo defectuosa una pieza elegida pro-
venga de la maquina Ai seré:

(1.7.1)

Por un lado, sabemos que de la probabilidad condicional P(B/Ai) = PpAL)")
podemos despejar:

(1.7.2) P(AlnB) =P (B/AI)P (Al)

Por otro, de la teoria elemental de conjuntos, obtenemos que B es la unién de
sus intersecciones con los conjuntos Ai y A2 respectivamente, B = (AinB)U
(A2nB). Como es claro, si una pieza es fabricada por una méaquina no puede
ser fabricada por la otra, estos sucesos son mutuamente excluyentes y se tiene
que AinA2 = 0.Entonces también son excluyentes los eventos representados
por las dos intersecciones cuya unién da B. Es decir: (AinB)n (A2nB) = 0.
De aqui que la probabilidad de que la pieza sea defectuosa pueda escribirse
como suma de las probabilidades de esas intersecciones, al aplicar el axioma
iii) de la definicion axiomatica de probabilidad expuesta en la seccion 3:
P(B)=P(AinB)+P(A2n B).
Y como en general vale parai = 1,2que P(A*nB) = P(B/AinB)P (A%),

se obtiene al reemplazar:

cociente, por las formulas (7.2) y (7.3) respectivamente se obtiene la forma
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de calcular la probabilidad de que sea defectuosa la pieza seleccionada, a
causa de provenir de la méaquina Ay.

P(Ai/B) = P(B/A.)P(A >
P (B/AI)P (A1) + P (B/A2)P (A2)

Haciendo las cuentas:

P(al/b>= w 0-7143

Para calcular la probabilidad de que la pieza defectuosa seleccionada haya
sido fabricada por la maquina A2 basta con hacer:

PIA 17 = P (B/A2)p (a2 = 0.03 X 0,4 ne s T
''2,1  P(B/Ai)P(A) + P(B/A2)P(a2) 0,05 X023+ 0,03 X04 ~ ~

Se observa que la probabilidad de que, siendo defectuosa, provenga de alguna
de las dos maquinas es precisamente 1ya que no hay otras maquinas que la
puedan haber fabricado. Esto se evidencia en la cuenta:

P((ALUA2)/B) = P(A1/B) + P(A2/B) w 0,7143 + 0,2857 = 1

Si en vez de existir dos posibles causas de un suceso, existiesen muchas,
digamos n, la probabilidad de la ocurrencia de ese suceso a causa de una
cualquiera de ellas podria hallarse por la expresion general:

BAALIEY = ~mB BRI apycon §i= 12, 1

Esta es la llamada férmula de Bayes, aquel estadistico citado en el apartado
I, también conocida como formula de la probabilidad de las causas.
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Ejemplo 5: Dos maquinas automaticas producen piezas idénticas que
son colocadas en un transportador comun. La primera maquina tiene el do-
ble de rendimiento que la segunda y produce un promedio de 60 % de piezas
de calidad excelente. El 84 % de la produccion de la segunda maquina es de
excelente calidad. Para control se toma al azar una pieza de la cinta trans-
portadora y resulta ser de calidad excelente; ¢cual es la probabilidad de que
haya sido fabricada por la primera maquina?

Si la segunda maquina produce una cantidad de piezas C, entonces la
cantidad de piezas que produce la primera es 2C. De tal modo la produccidn
total es lo que produce la primera maquina mas lo que produce la segunda:

Totalpiezas = 2C + C = 3C

La probabilidad de que una pieza seleccionada al azar provenga de la primera
maquina es:

. 2C 2

P(Mi) = — = 3 « 0,67
De igual forma puede obtenerse:
C 1

p(M2)= — =3 « 0,33

Ademaés la probabilidad de que una pieza de la primera maquina sea exce-
lente es:
P(E/Mi) = 0,6

Mientras que para la segunda maquina resulta:
P(E/M2) = 0,84

La probabilidad de que una pieza excelente provenga de la primera méaquina
se expresa:P(Mi/E) y puede calcularse por la formula de Bayes:

P(MI/E) = P (E/Mi)P
P (E/Mi)P (Mi) + P
0,67 x 0,6

0,67 x 0,6 + 0,33 x 0,84

g)&z)P(Mz)

0,592

Se puede interpretar que hay una probabilidad 0.592 de que la causa de
la excelencia de la pieza es que haya sido producida por la primera maquina.
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1.8. Ejercicios
Ejercicio N°1: Calcular V202, Vs,i, P7, Cg,i, Cgg.

Ejercicio N°2: Un estudiante tiene que elegir un idioma y una asignatura
entre 5 idiomas y cuatro asignaturas. ¢(De cuéntas formas distintas puede
hacerlo?

Ejercicio N°3*: ;De cuantas formas distintas puede construirse una fila
con 5 personas?

Ejercicio N°4: ;De cuéantas formas distintas puede armarse una mano de
péker para 4 personas?

Ejercicio N°5*:

a) ¢De cuantas maneras distintas 3 nifios y 2 nifias pueden sentarse en
una fila?

b) ¢De cuantas maneras pueden sentarse si las nifias deben hacerlo juntas
y los nifios también?

c) ¢De cuantas maneras si se pide solo que las nifias estén siempre juntas?

Ejercicio N°6: ;De cudntas maneras puede escogerse un comité compuesto
por 3 hombres y 2 mujeres, de un grupo de 7 hombres y 5 mujeres?

Ejercicio N°7*: Un estudiante tiene que contestar 8 de 10 preguntas en un
examen.

a) ¢(Cuantas maneras de escoger tiene?
b) ¢Cuantas si las tres primeras preguntas son obligatorias?

c) ¢Cuéntas si tiene que contestar 4 de las 5 primeras?

Ejercicio N°8:

a) ¢De cuadntas maneras distintas pueden escogerse 2 vocales para un
comité de entre 7 personas?
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b) ¢De cuantas formas si deben elegirse Presidente y Vice del comité?

Ejercicio N°9*: Sea el experimento lanzar una moneda y un dado simul-
taneamente.

a) Determinar el Espacio Muestral S.

b) Determinar que elementos de S forman los eventos siguientes:

1- A = {aparece carayunnumero par}
2- B = {apareceunnumeroprimo}
3- C = {aparecececayunnumero impar}

c) Detallar los eventos:

1- Sucede A 0B.
2- Sucede A y B.

3- Sucede solamente B.

d) ¢Cudles de los eventos A, B,y C son mutuamente excluyentes?

Ejercicio N°10: Determinar la probabilidad de cada evento:

a) Que salga un nimero par al lanzar un dado.
b) Que resulta rey al sacar una carta de un mazo de cartas francesas.
c) Que aparezca una ceca al lanzar tres monedas.

d) Que aparezca una bola blanca al sacar una sola bola de una urna
que contiene 4 bolas blancas, 3 rojas y 5 azules.

Ejercicio N°11*: Se escogen al azar 3 lamparas de entre 15 de las
cuales 5 son defectuosas. Hallar la probabilidad de que:

a) Ninguna de las tres lamparas seleccionadas sea defectuosa.
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b) Solo una lo sea.

¢) Al menos una sea defectuosa.

Ejercicio N°12: Se lanza un dado 100 veces. La tabla adjunta deta-
lla los 6 casos posibles y la frecuencia con la que ha aparecido cada
numero:

Ndamero: 1 2 3 4 5 6
Frecuencia: 14 17 20 18 15 16

Hallar las frecuencias de los siguientes eventos:

a) Aparezca un 3.
b) Aparezca un 5.
c) Aparezca un nimero par.

d) Aparezca un ndmero primo.

Ejercicio N°13*: Se lanzan dos dados. Hallar la probabilidad de que
la suma de sus nimeros sea 10 o mayor si:

a) No hay condiciones.
b) Aparecié un 5 en el primer dado.

c) Aparece un 5en uno de los dados por lo menos.

Ejercicio N°14: Se reparten a una persona 4 tréboles de una baraja
corriente de 52 cartas. Si ahora se le dan tres cartas adicionales hallar
la probabilidad de que por lo menos una de ellas sea trébol.

Ejercicio N°15*: Una urna contiene 7 bolas rojas y 3 blancas. Se
extraen tres bolas una tras otra. Hallar la probabilidad de que las dos
primeras sean rojas y la tercera blanca.
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Ejercicio N°16: De una caja con 5 bolillas rojas numeradas del 1al 5
y 3 bolillas blancas numeradas del 6 al 8 se extrae una bolilla al azar.
Juzgar la validez de los siguientes enunciados.

a) Solo hay dos resultados posibles: rojo o blanco. Por lo tanto, la
probabilidad de cada uno de ellos es g.

b) Cualquier bolilla tiene igual probabilidad de salir: g.

c) Las bolillas rojas tienen mayor probabilidad de salir que las blan-
cas. 3 es roja y 7 es blanca, por lo tanto, es mas probable que
salga el 3 que el 7.

d) EIl experimento ya se realiz6 una vez y salié el 5. Si se vuelve a
realizar, seria mucha casualidad que volviese a salir el 5. Por lo
tanto, en la siguiente repeticion del experimento es mas probable
que salga el 6, por ejemplo, que el 5.

Ejercicio N°17*: Se arroj6 una moneda perfectamente balanceada 4
veces y se obtuvieron cuatro caras. (Cual es la probabilidad de que si
se arroja por quinta vez vuelva a obtenerse cara? Justificar brevemente
el resultado obtenido.

Ejercicio N°18*: Sean A y B dos eventos con sus respectivas proba-
bilidades: P(A) = i,P (B) = i. Se sabe ademés que P(AUB) =

a) Calcular la probabilidad de ocurrencia simultanea de A y B .

b) ¢A y B son independientes?

Ejercicio N°19*: Un andlisis para detectar cierta enfermedad de los
caballos ofrece un 92 % de seguridad en los enfermos y 98 % en los
sanos. Se sabe ademas que el 9% de la poblacion caballar del pais
padece dicha enfermedad. En un laboratorio se hizo un analisis que
arrojo resultado positivo. ¢(Cudl es la probabilidad de que el caballo
analizado esté efectivamente enfermo?
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Ejercicio N°20: En una dada poblacién el 0,1 % de los individuos
padece una enfermedad. Las pruebas para verificar la presencia del
virus que la produce son imperfectas y solo el 95% de los infectados
es detectado positivamente por el analisis respectivo. También ocurre
que el 2% de aquellos que no padecen en realidad la enfermedad dan
positivo al hacerse el estudio. ;Cual es entonces la probabilidad de que
al dar una prueba positiva el paciente esté realmente infectado?
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Capitulo 2

Variables aleatorias
discretas

2.1. V ariables aleatorias

Hasta aqui hemos trabajado con la llamada probabilidad elemental
que asigna probabilidades a los sucesos en si mismos considerados co-
mo conjuntos y simbolizados por letras como A, B, etc. Pero la teoria
de las probabilidades aumenta significativamente su poder de modela-
do sobre los hechos del mundo real, cuando incorpora la representacion
de los posibles resultados de una experiencia por medio de conjuntos
numeéricos. En particular, si esos nimeros son los reales, que se co-
rresponden geométricamente con los puntos de una recta, es posible
aplicar, para el desarrollo y justificacion de la teoria, herramientas del
analisis matematico y funcional.

El primer concepto que es necesario analizar y construir es el de va-
riable aleatoria. Comencemos diciendo que consideraremos, por ahora,
sucesos que pueden ser representados por una sola cantidad numéri-
ca. Por ejemplo, estd muy claro que los posibles resultados de arrojar
un dado y registrar la cara que cae hacia arriba son directamente los
ndmeros que representan esas caras, es decir, 1, 2, 3, 4, 5y 6. Pero
también el tiempo que transcurre hasta que somos atendidos en la caja
del supermercado es un suceso que puede ser representado por ndme-
ros. En este caso, llamando a al instante en que llegamos a la cola de
la caja y bal momento en que somos atendidos, transcurre un tiempo
X = b —a hasta que efectivamente nos atienden, EIl suceso “tiempo
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transcurrido desde la llegada en el instante a hasta ser atendido” es el
intervalo [a, b] que puede representarse por su duracién o medida X .
En particular obsérvese que si se considerase que el tiempo inicial es 0,
el intervalo seria el [0,X]. Como el tiempo que efectivamente perma-
nece un cliente en la cola se supone varia en forma aleatoria, es decir
que en principio le podemos asignar una probabilidad, decimos que X
es una variable aleatoria.

Si consideramos los ejemplos del dado y del tiempo en la cola de
la caja, lo que tienen en comin es que a cada suceso que integra el
espacio muestral se le asigna un namero. Generalizamos entonces el
concepto de variable aleatoria como sigue.

Variable aleatoria: Dado el espacio muestral S asociado a una
experiencia, una funcion X : S ~ K , que a cada elemento de S le
asigna un numero real, se denomina variable aleatorial.

Como es claro, solo una parte de los nimeros reales puede ser ne-
cesaria para representar los sucesos. Ese es el caso del dado en que
para representar las 6 caras bastan precisamente los naturales del 1 al
6. En cambio, para representar el tiempo posible en la cola del super
tendremos que usar todos los nimeros reales en un intervalo entre 0y
el tiempo que falte, por ejemplo, hasta que el supermercado cierre.

2.2. D istribuciones de probabilidad

Una vez que los sucesos del espacio muestral estdn representados
por nameros, es posible medir la incertidumbre de distintos eventos
que ellos pueden conformar. Por ejemplo, se puede querer evaluar la
probabilidad de que el dado caiga par 6 la de que tengamos que esperar
en la cola desde las 18.30 hasta las 19 a lo sumo o desde las 20 hasta
las 20.20 como méaximo. Es decir; los elementos a los cuales queremos
asignar probabilidad no son solo los simples del espacio muestral sino

xHay que observar que la terminologia, que es universalmente aceptada, es sin embargo
desafortunada. En realidad, como se ve, una variable aleatoria jes una...funcién!
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conjuntos formados por ellos. Para el dado, se busca la probabilidad
del conjunto {2,4,6}, mientras que para la espera en la cola se trata
de medir la probabilidad del intervalo [18 : 30,19] U [20,20 : 20].

En general, entonces, hablamos de eventos que pueden ser simples
0 compuestos y que son subconjuntos del espacio muestral S. Esos
subconjuntos integran, como elementos, el conjunto de partes de S,
Partes(S) = ~.

Si se denota la probabilidad del suceso, correspondiente a que la
variable X tome el valor real a, por medio de P(X = a), se puede
escribir P(a < X < b) para representar la probabilidad de que la
variable aleatoria X tome un valor en el intervalo a < X < b. De
tal forma, si conocemos la probabilidad para todos los valores posi-
bles de a y b, sabemos en realidad como se distribuye la probabilidad.
Consideremos un numero real x y la probabilidad de que la variable
aleatoria X tome un valor menor o igual que él. Es decir P (X < x).
El valor de esta probabilidad es funcion del valor que adopte x. De
esta forma podemos anotar: F(x) = P (X < x). Tomemos ahora los
subconjuntos de la recta real que cumplen las propiedades X < ay
a <X < b En la figura 1 se muestran los intervalos (-ro,a] y (a, b
que ellas caracterizan:

Figura 1

Como se aprecia, se trata de conjuntos disjuntos que, por ende,
representaran eventos mutuamente excluyentes.

Se tiene:
P(X <b)=P ((-ro, a] U (a, b))
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De acuerdo con nuestra definicion de F(x) = P (X < x) podemos
escribir:

F(b)=F@ +P@a<x<b

y entonces:

(2.2.1) P(a<x < b)= F(b) —F (a)

Es decir, conocida la funcién F (x) para todos los valores que pueda
tomar la variable aleatoria, la probabilidad para cualquier evento como
el (a, b], queda determinada por la férmula (2.1). Como la probabilidad
es un numero no negativo, la forma de construccidén garantiza que
F(x) > 0y entonces, de acuerdo a (2.1) se tiene F(a) < F (b). De
aqui resulta también que F (+ro) = limx* +* F(x) = 1y F (—0) =
limx" -~ F(x) = 0. En particular el suceso representado por un solo
punto x = a, es un evento de probabilidad 0. En efecto: P(a < x <
a)=F@ —F@ =0

Funcién de distribucion: La funcion F (x) = P (X < x) que cumple
con las propiedades antedichas se denomina funcién de distribucién (o
de reparticion) de la variable aleatoria X .

2.3. V ariables y distribuciones discretas

Hasta aqui venimos aceptando en forma mas o menos implicita que
la variable aleatoria, tal como se la ha definido, es una variable real. En
efecto, asi queriamos pensarlo aunque no todos los eventos que puedan
representarse tengan el cardcter continuo de tal conjunto numérico. Por
ejemplo, para el caso de querer determinar la probabilidad de que un
dado caiga par nos bastara considerar, como ya hemos mencionado,
el conjunto finito y discreto {2, 4, 6} . En cambio, el intervalo [18.30,
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19] de espera en la cola de la caja requerird pensar en los infinitos no
numerables puntos del segmento de tiempo correspondiente. En suma,
pensar en la continuidad de ese lapso. Esto quiere decir que la variable
aleatoria podria considerarse discreta o continua segun lo fueran los
eventos que aspirara a representar2.

En lo que sigue, adoptando el punto de vista de los manuales cla-
sicos de teoria de la probabilidad, utilizaremos una analogia fisica.
Supongamos que el eje real que simboliza a la variable aleatoria X es
una barra infinitamente delgada sobre la cual se halla distribuida una
masa cuyo valor total es 1. La densidad de esa masa puede entonces
variar en distintas zonas de la barra de forma que en algunas habra
mas concentracién de masa que en otras. Podra darse, siguiendo este
esquema, alguna zona o punto donde la masa sea nula y otros puntos o
lugares donde la masa esté muy concentrada. Es decir, hay una forma
de distribucién de la masa sobre la barra que, en la terminologia de
probabilidades, se corresponde con la funcién de distribucién de la que
hemos hablado.

Supongamos que tenemos, siguiendo nuestra analogia fisica, el caso
en que la masa total se distribuye de manera concentrada en puntos ais-
lados. Hay entonces una sucesion finita o infinita de puntos x1,x2, ...
que representan los Unicos valores que puede tomar la variable aleato-
ria X . De este modo, resulta que P(X = xi) = pi. Claramente, debe
ocurrir 2ipi = 1y la funcion de distribucién tendra la forma:

F(X) =P(X<x)= £ P(X=xi)= £ pi

La funcion de distribucion acumula probabilidad, sumando las proba-
bilidades de cada uno de los xi que resultan menores o iguales que
X.

Veamos un ejemplo. Sea la probabilidad P de una variable aleatoria
X segln se presenta en la Tabla L

2 Para la abrumadora mayoria de las aplicaciones no resulta necesario considerar varia-
bles que puedan exhibir el doble cariz de continuas y discretas. Tener en cuenta este caso
excede los alcances del libro.
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Tabla 1
Xi oo = ©
0 1/8
1 2/8
2 4/8
3 1/8

La probabilidad concentrada en los puntos xi se muestra en la figura
2a):
Figura 2a.

Vi f

| J 1 .

0 X
I I I

De acuerdo con esto, la funcién de distribucion en cada uno de los
puntos considerados acumula probabilidad segun la tabla 2:

Tabla 2.
Xi  F(xi)
0 1/8
1 3/8
2 7/8
3 1
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Y  su gréfica correspondiente, teniendo en cuenta todos los x reales,
se ve en la figura 2b):

Figura 2b.

Al usar nuestra analogia fisica, si la masa est4 concentrada en pun-
tos aislados diremos que la variable aleatoria y su distribucién perte-
necen al tipo discreto, como es el caso que ejemplificamos arriba.

Ejemplo 1: Se selecciona al azar una muestra sin remplazo de 3
articulos de un total de 10, de los cuales 2 son defectuosos. Si X es
la variable aleatoria: numero de articulos defectuosos en la muestra,
obtener la distribucion de probabilidades de la variable aleatoria.

Sea la variable aleatoria X : nUmero de articulos defectuosos.

Como en la muestra hay 2 articulos defectuosos, la variable aleatoria
X, que expresa la cantidad de articulos defectuosos, solo podra tomar
los valores 0,1 ¢ 2. Calculemos para empezar la probabilidad de que
X adopte el valor 0, lo que significa que ninguno de los tres articulos
seleccionados resultara defectuoso.

Si el primer articulo seleccionado tiene una probabilidad de ser
defectuoso de:

PDI) = 10
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entonces, la probabilidad de que no lo sea, al haber 8 articulos que
no son defectuosos, es de:

8

P(Di) = —

P~ 10
Como cada extraccion se realiza sin reposicion, para elegir el se-
gundo articulo quedan en total 9, de las cuales quedan 7 que no son

defectuosos. La probabilidad de que el segundo articulo no sea defec-
tuoso, cuando el primero tampoco lo ha sido, es entonces:

7
P(D2/D1) =9

Ahora quedan 8 articulos y 6 de ellos no son defectuosos. La pro-
babilidad de que el tercer articulo no sea defectuoso es:

6
p (D3/D2D1) = 8

De acuerdo con este analisis, la probabilidad de que ninguno de los
tres articulos seleccionados sea defectuoso es:

P(D1D2D3) = P(Di n (D2/D 1) n (D3/D1D2)) =
= P(D1)P (D2/DOP (D3/D 1D2)

Y  entonces la probabilidad de que la variable aleatoria X tome el

valor 0 articulos defectuosos es:

[ *7 T

pX =0)=P(D1ID2D3) = 10 *ii 8 = 15

Para analizar la probabilidad de que la variable aleatoria X tome el
valor 1, es necesario considerar tres posibilidades: que la primera de las
tres extracciones resulte defectuosa, que la segunda de las tres extrac-
ciones resulte defectuosa o que la Ultima de las tres extracciones resulte
defectuosa (cada una de estas posibilidades son sucesos mutuamente
excluyentes):
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P (D1D2D3) U (D1D2D3) U (D1D2D3)

= P(DiD2D3) + P(D1D2D3) + P(D D 2D3) =

2 87 8 27 872 =17
~10'9'8 + 10'9'8 + 10'9'8~15

Para analizar la probabilidad de que la variable aleatoria X tome
el valor 2, es necesario considerar también tres posibilidades:

P (D1D2D3) U (D1D2D3) U (D1D2D3)

= P(D1D2D3) + P(D1D2D3) + P(D D 2D3) =

2 18 8 21 2 8 1=1
=10'9'8 + 10'9'8 + 10'9'8 = 15

Obteniéndose la distribucién de probabilidades de la variable X :

0 1 2

7/15 7/15 1/15
g 2oy

Los calculos pueden simplificarse considerablemente al advertir que
se trata de una distribucion hipergeométrica, porque la extraccion de
articulos se realiza sin remplazo lo que quiere decir que una vez selec-
cionado el articulo no puede ser elegido nuevamente. Esta situacion es
equivalente a elegir en un solo acto los 3 articulos y si X = 0 significara
que de los 2 defectuosos existentes, en el total de articulos, no se ha
elegido ninguno. Tal cosa puede darse de C2,0 maneras distintas. A su
vez hay C83 maneras distintas de elegir 3 articulos buenos de entre
8, de modo tal que el nUmero de casos favorables a que el valor de la
variable aleatoria X sea 0 es C20 x C83. Como el nimero de ternas
posibles que pueden formarse con 10 articulos es C10,3 se tiene que:

1x5 7

P(X=0= 0 120 15
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En forma analoga se calculan las probabilidades para X = 1y
X =2

P(X:!)z(l)x(z) 2x 28 T

Qn) 120 15
_a_ @x@ 1x8 !
P(X =2 = ( .
( ) (10) i20 15
2.4, D istribuciones conjuntas

A veces los sucesos que se presentan como resultado de una expe-
riencia pueden representarse con mas de una variable aleatoria. Por
ejemplo, si en un control médico se registra el peso y la altura de las
personas, el peso se representa por la variable aleatoria X y la altu-
ra por la variable aleatoria Y . Asi puede determinarse la probabilidad
conjunta de que una persona pese, por ejemplo, 70 kilogramos y mida
1.75 metros. Es decir P (X = 70,Y = 1,75). De acuerdo con ello, y en
forma anéloga al caso de una sola variable, se define la funcion de dis-
tribucion conjunta F(X, Y) = P(X <x,Y <y) que es bidimensional
y tiene similares propiedades a las analizadas para aquel caso. En ge-
neral esta idea puede ampliarse a conjuntos de n variables aleatorias y
distribuciones n-dimensionales. Si cada una de las variables aleatorias
es de tipo discreto, la distribucion correspondiente serd discreta.

Para fijar ideas supongamos el caso de una variable aleatoria X que
puede tomar los valores 1,2 y 3y otra variable aleatoria Y cuyos valores
pueden ser 10 o 20. El espacio muestral de los resultados posibles esta
formado por pares del tipo (X, Y).

5 = {(1,10); (1, 20); (2,10); (2, 20); (3,10); (3, 20)}

Es practico representar los valores de probabilidad de estos sucesos
en una asi llamada tabla de contingencia, como puede verse en la tabla
3.



Elementos de probabilidad y estadistica

Tabla 3.
X1Y Y =10 > oo Px Dst Mg ce X
X =1 0,10 0,20 0,30
X =2 0,25 0,15 0,40
X =3 0,15 0,15 0,30
Py Dist NMagindl ceY 0,50 0,50 1

En general lo que se tiene dentro de la tabla es la probabilidad de
que se obtenga el caso i de la variable X conjuntamente con el caso j
de la variable Y . Es decir P (X = Xi,Y = yj) = pj. Asi, por ejemplo,
P(X =2,Y = 10) = 0,25 = P21. En los méargenes estan las llamadas,
precisamente, distribuciones marginales de X e Y . Estas representan
la probabilidad de ocurrencia de cada caso de una de las variables
como suma de las probabilidades de ocurrencia de los casos de la otra.
Por ejemplo:

PX(X=1)=P(X=1Y=10)+P(X=1Y=20)=

= 0,10 + 0,20 = 0,30 = pi*

PY(Y =20)= P(X = 1,Y = 20) + P(X = 2,Y = 20)+
+P (X = 3,Y = 20) = 0,20 + 0,15 + 0,15 = 0,50 = p*2

Obsérvese que si pij representa la probabilidad conjunta, las canti-
dades pi* y p*j simbolizan las respectivas probabilidades marginales.

Recordemos ahora brevemente nuestra definicién de sucesos inde-
pendientes. La independencia de dos sucesos A y B tiene lugar si y
solo si P(An B) = P(A)P(B). En el caso de las variables aleato-
rias, nimeros que representan a sucesos, esta definicion se traduce en
P(X = xi,Y =yj)= PX(X = xi)PY(Y = yj) para todo i y para todo
j o, lo que resulta equivalente, pij = pi*p*j. Es decir, si en todos los
casos posibles de ambas variables aleatorias, la probabilidad conjunta
es igual al producto de las marginales entonces las variables son inde-
pendientes. Reciprocamente se cumple también que si las variables son
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independientes, la probabilidad conjunta sera el producto de las margi-
nales. Ademas una propiedad similar vale para la funcion de distribu-
cion conjunta y las funciones de distribucion marginales: las variables
aleatorias X e Y son independientes siy solo si F(XY) = FX(x)Fy(y).
En la distribucién conjunta de la Tabla 3 se ve claramente que las va-
riables aleatorias no son independientes pues, por ejemplo, la igualdad
no se cumple para el caso 0,25 = p2l = P2*P*i = 0,40 x 0,50 = 0,20.

2.5. Esperanza y varianza

Cuando los sucesos estan representados por variables aleatorias po-
demos preguntarnos, frente a la realizacion de una experiencia, qué re-
sultado esperar. Por supuesto habra distintos resultados posibles pero
habra uno, “en promedio”, tal que si se repitiese la experiencia mu-
chas veces seria el que cabria esperar. Por ejemplo, al arrojar un dado
muchas veces cierta proporcidon de las veces caerd 1, ciertas 2 y asi.
Para fijar ideas supongamos que el dado se ha tirado 100 veces y que
el nimero de veces que ha salido cada cara y la proporcién de estas
sobre el total son las de la tabla 4:

Tabla 4.
cara nOde caras proporcion
1 14 14/100
2 18 18/100
3 18 18/100
4 15 15/100
5 19 19/100
6 16 16/100

En “promedio” ha salido el numero:

I'x14+2x18+3x18+4x IS+ Sx 19+ 6x 16
100
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4 o 18 o 18 , 15 r 19 . 16 o
1x 100+ 2x 100+ 3x 100+ 4x 100+ 5x 100+ 6x 100 = 3,51

Obsérvese que en realidad 3,51 no es exactamente ninguna cara del
dado pero es la que “en promedio” se ha obtenido y la que, si nos
basamos exclusivamente en esta experiencia, cabria entonces esperar,
al menos en teoria. También hay que notar que, en el segundo miembro
de la igualdad, los factores que multiplican a cada valor de la cara
del dado son precisamente las proporciones en las que esas caras han
caido. Esto nos permite pensar ahora que si la experiencia se repitiese
mas veces, un numero suficiente de veces digamos, esas proporciones
coincidirian con la probabilidad 1/6 de salir de cada cara, segin hemos
visto cuando se analiz6 la definicion experimental de la probabilidad.
Entonces un célculo més ajustado del valor que debiera esperarse “en
promedio” surgiria, sin necesidad de hacer ninguna experiencia, de la
cuenta que suma los productos de cada cara por su probabilidad:

1 2 + 3 +4 +5 +6 = 35
X & " X%L XGb GXb 6Xb6 X b ,

Si llamamos X a la variable aleatoria, podemos escribir la férmula
de célculo del valor esperado como E(X) = 61 XiPi. Al generali-
zar para cualquier variable aleatoria discreta se tiene el concepto de
esperanza matematica que ahora se explicita.

Esperanza matematica: Es el valor esperado de una variable alea-
toria discreta X que se calcula como:

E(X)=" XiPi
i
donde pi indica la probabilidad de cada valor xi.

Es interesante analizar brevemente algunas propiedades de la espe-
ranza matematica.

Propiedad 1: Si X es una variable aleatoria y tanto a como b son
constantes se cumple:

E(aX + b) = aE(X) + b
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En efecto:

E(aX +b) = YA (axi + b)pi = A (axiPi + bpi) =
I |

= Y™ axipi + Y" bpi = a”XiPi +b"pi
[ [ i i
En el Gltimo miembro de la cadena de igualdades se tienen las
expresiones i (xipi) = E(X)y i(pi) = 1 Reemplazando queda
E(aX + b) = aE(X) + b que es lo que queria demostrarse.

Propiedad 2: Si X,Y y X +Y son variables aleatorias se cumple que:

E(X+Y)=E(X)+ E(Y)

Admitiremos aqui que pij = P(X + Y = xi+ yi)y, sin entrar en
demasiado detalle3, utilizaremos las probabilidades marginales para
escribir:

E(X+Y)=£ pijXiyj= £ piX + £ p,,yj= E(X)+ E(Y)
ij i i
que es lo que queriamos demostrar. Es necesario resaltar que esta pro-

piedad es valida para variables aleatorias sin tener en cuenta que una
dependa de la otra o que no lo haga.

Propiedad 3: Si las variables aleatorias X e Y son independientes
entonces:
E(XY)= E(X)E(Y)

Resulta:
E(XY)=£ pijXiyj = £ pi*p*jXiyj =
] ]

= £ puxif£ p*jyj = E(X)E(Y)
b

3Los detalles necesarios para una prueba rigurosa pueden encontrarse, por ejemplo, en

Harald Cramér: Teoria de probabilidades y aplicaciones, Aguilar, pp. 73-74.
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que es lo que se pretende probar.

Obsérvese que la hipdtesis de independencia de las variables X e
Y se utilizo en el tercer miembro de la cadena de igualdades al hacer

Pij = Pi*P*j*

Al estudiar la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria
se tiene en cuenta, ademas de su esperanza matematica, un valor que
representa la variabilidad de la variable* Al tirar un dado los valores
que pueda tomar la cara que cae hacia arriba, simbolizada por la va-
riable aleatoria X , pueden variar en un rango de cantidades enteras
desde 1 hasta 6 y pareceria que con saber esto, y simultdneamente
conocer que la esperanza matematica de X es E(X) = 3,5, basta para
caracterizar adecuadamente la distribucion de la probabilidad* EI gra-
fico de la funcion de probabilidad resulta el que se exhibe en la figura
3

Figura 3.

Se observa que las posibilidades de variacion de la variable a iz-
quierda y derecha del valor esperado son las mismas* A derecha de
E (X), X puede tomar 3 valores 4, 5y 6, todos con probabilidad 1/6
de ocurrir individualmente y a izquierda otros 3 que son el 1, el 2y
el 3, que también tienen, cada uno, probabilidad 1/6 de salir* Pero si
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el dado estuviera cargado y fuera mas probable que salieran 3y 4 que
2y 5y asu vez estos fueran mas probables que 1y 6, la distribucion
resultante seria, por ejemplo, la de la tabla 5:

Tabla 5.

=

Pi
1/24
3/24
8/24
8/24
3124
1724

oo oA WD

En este caso la esperanza matematica resultaria la misma. En efec-
to:

1 3 8 8 3 1
E(X)=24+2X24+3X24+4X24+5X 24+6X24=35

Figura 4.
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Sin embargo, ahora si bien hay la misma cantidad de valores posi-
bles para la variable a derecha y a izquierda de su esperanza, no todos
son igualmente probables. Como se ve en la figura 4 la probabilidad
estd mas concentrada alrededor de los valores 3 'y 4 de la variable
aleatoria.

Es facil pensar que si un dado con las caras cargadas de esta forma se
arrojara un numero grande de veces debiera ocurrir que fueran mucho
mas frecuentes los resultados 3y 4 que los 2y 5 y menos frecuentes
fueran todavia los resultados 1y 6. En suma, habria menor variabilidad
de la cara que caeria hacia arriba, al arrojar el dado. El asunto es
entonces poder medir este efecto.

Se puede considerar cada desvio del valor esperado (xi —E (X)).
Como xi tiene probabilidad pi es natural asignar a cada desvio esta
probabilidad de ocurrir. Entonces el valor esperado de los desvios se
calcula como:

E(X —E(X)) = £ (Xi —E(X))pi = £ XiPi—£ E(X)pt=

= EX) —E(X)E Pi= E(X)—E(X)=0
i

En el cuarto miembro de esta cadena de igualdades hemos tenido en
cuenta que la esperanza es un numero que se calcula como E(X) =

xipi y que, precisamente por ser un numero, puede ser extraido
como factor comun de los sumandos pi. Ademas en el quinto miembro
se tuvo en cuenta que ipi = 1 Asi las cosas, sabemos ahora que,
bajo cualquier distribucion de probabilidad, el valor esperado para los
desvios de la variable aleatoria es 0. Dado que siempre es asi, esto
no nos proporciona informacién suficiente sobre la variabilidad de la
variable.

Una propuesta de calculo de la variabilidad podria consistir en con-
siderar los valores absolutos de los desvios para eliminar asi la influen-
cia del signo de los mismos. Ocurre que cuando xi < E(X) resulta
(xi —E (X)) < 0, es decir desvio negativo, y que cuando xi > E (X) se
tiene (xi —E (X)) > 0, desvio positivo. Al sumarse multiplicadas por
las respectivas probabilidades, las cantidades se compensan y se obtie-
ne, como vimos, E (X —E (X)) = 0. Al tomar los valores absolutos de
los desvio esto no ocurriria pues todos los sumandos serian positivos y
no habria compensacién posible. Es decir i |(xi —E (X)|pi > 0y en
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particular solo seria 0 en el caso en que todos los xi resultaran iguales
a la E(X) y por ende la variabilidad no existiese* Sin embargo me-
dir la variabilidad de esta forma traeria ciertos problemas operativos,
pues al aplicar los resultados del analisis matemético a la teoria de
las probabilidades, muchas veces resulta necesario derivar o integrar
expresiones* En ese caso, operar sobre formulas donde intervenga la
funcion médulo, puede agregar innecesarias complicaciones* Por ello
resulta universalmente aceptada otra forma de medir la variabilidad4*

Para lograr una suma que tenga signo positivo sin necesidad de
emplear la funcion médulo se recurre al cuadrado de cada desvio* Asi
se forma la cantidad E [(X —E (X))2] = ~ i (xi —E (X ))2i > 0 que
es el valor esperado del cuadrado de los desvios* Esta cantidad es O
solo cuando todos los valores de la variable aleatoria son iguales y si
no, resulta estrictamente mayor que 0 pues suma cantidades positivas*

Varianza: Se define como varianza (o variancia) de una variable alea-
toria a la cantidad

Var(X) = £ (xi —E (X))t
i

Si se considera ahora el ejemplo anterior del dado legal, con proba-
bilidades constantes 1/6 se tiene:

var(X) = (1 —35)2x =+ (2 —35)2x —+ (3-35)2x —

+(4 —35)2x L+ (5—35)2x 1+ (6,-35)2x 1 w2917

mientras que para el dado cargado, cuya distribucién de probabili-
dad se dio en la Tabla 5, la varianza es:

1 3 8
Var(X) = (1 —3,5)2 x 24 + (2—3,5)2 x 24 + (3 —3,5)2 x 24+

4En realidad hay un enfoque alternativo, mas riguroso matematicamente, para explicar
y deducir las formulas de la centralidad y variabilidad de una variable aleatoria. Esto se
realiza por medio de la funcion generadora de momentos y sus fundamentos pueden verse,
por ejemplo, en Paul Meyer: Probabilidad y aplicaciones estadisticas, Ed. Addison:Wesley
Iberoamericana.
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8 3 1
+(4- 35)2x 24+ (5- 3%)2x ¢ + (6- 35)2X24 =125

Se observa como la concentracion de las probabilidades alrededor
de los valores 3 y 4 de la variable aleatoria ha resultado en una re-
duccion de la variabilidad de la misma. En efecto, la representacion
de esa variabilidad por la varianza, para el caso de probabilidad cons-
tante del dado legal, es mayor, como cabia esperar, que en el caso del
dado cargado. En este sentido podemos decir que la varianza mide
adecuadamente la variabilidad.

Sin embargo hay aqui un problema. Cuando se utiliza una variable
aleatoria para modelar distintas magnitudes como la cara que caiga
un dado o el nimero de personas que descienda de un colectivo en
una parada, a la cantidad en si resulta siempre adosada la unidad
correspondiente. Decimos, por ejemplo, “en la parada A bajaron 3
personas” y no simplemente 3, pues asi dicho podrian haber sido 3
perros 0 3 marcianos. La unidad “personas” va siempre adosada a la
cantidad para que la variable represente a personas y no a otras cosas.
Por lo tanto, también la esperanza de la variable estara en “personas”
y lo mismo ocurrira con los desvios (xi—E (X)). Pero entonces al elevar
cada desvio al cuadrado resulta que la cantidad obtenida (xi —E (X))2
esta en “personas al cuadrado” lo que desde un punto de vista factico
carece de todo sentido. También en “personas al cuadrado” estara
entonces la varianza al ser adimensional el factor pi de cada sumando.
Si bien la varianza estd captando adecuadamente la variabilidad, la
debemos poder tratar en las mismas unidades en que esté la variable
aleatoria X . Para ello se introduce la idea de aplicar a la varianza
la raiz cuadrada positiva y obtener asi una cantidad expresada en
unidades adecuadas.

Desviacion estandar: La cantidad obtenida al aplicar la raiz cua-
drada positiva a la varianza de una variable aleatoria se denomina
desvio estandar se denota por la letra griega a(sigma). Se calcula:

Por tal motivo es comun denotar a la varianza por a2 = Var(X)

69



Cristébal R. Santa Maria - Claudia Soraya Buccino

Analizamos ahora una interesante propiedad de la varianza muy
atil para el céalculo de la misma*

Propiedad 4: Var(X) = E(X2) —E2(X)
En efecto:

Var(X)=£ (xi —E(X))2pt=£ (x2—2x%(X)+ E2(X))p =
i i

= £ X2%—2E(X)E x%% E2(X)E @
i i i

En el Gltimo miembro de la cadena de igualdades se tiene que
E(X) = 2 iy también ~ iP6= 1 por lo que resulta:

Var(X) = E(X2) —2E(X)E (X) + E2(X) =
= E(X2) —2E2(X) + E2(X) = E(X2) —E 2(X)

que es lo que se queria demostrar*

Para concluir este apartado consideramos la varianza de dos varia-
bles aleatorias independientes*

Propiedad 5: Si X e Y son variables aleatorias independientes en-
tonces
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)

Por la Propiedad 4y teniendo en cuenta ademas que si las variables
aleatorias son independientes, resulta E(XY) = E(X)E(Y) , se tiene
entonces:

Var(X + Y)= E((X +Y)2 —E2(X +Y) = E(X2+ 2XY + Y2 —
—EX+Y)E(X+Y)=E(X2+ 2E(XY) + E(Y2 —E2(X)—
—E2(Y) —2E(X)E(Y) = E(X2) + 2E(X)E(Y) + E(Y2)—
—E2(X) —E2(Y) —2E(X)E(Y) = E(X2) —E2(X) + E(Y2)—

—E2(Y) = Var(X) + Var(Y)
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2.6. D istribuciones discretas

Las distribuciones de probabilidad de las variables aleatorias se ob-
tienen por distintos métodos que involucran aquellas maneras clésica.
experimental o subjetiva que hemos considerado en el capitulo 1y
pueden expresarse por medio de tablas como las vistas y también de
acuerdo a fdrmulas de calculo que las tipifican. En este caso, existen
ciertas formas de distribucién de la probabilidad que se presentan fre-
cuentemente al modelar una gran variedad de sistemas y que, por ello,
requieren un anélisis pormenorizado.

Consideremos un juego consistente en arrojar 3 veces una moneda
y contar el nUmero de veces que ha caido cara. Cada vez que se arro-
ja la moneda hay un binomio de resultados posibles y mutuamente
excluyentes: cara o ceca. Si consideramos un éxito el hecho de que la
moneda caiga cara, la probabilidad de éxito serap = 2 y la de fracaso
sera q= 1—p = 2. Ademaés en cada tiro, realizado en similares condi-
ciones que los demas, el resultado no depende de lo que haya ocurrido
en tiros anteriores y tampoco influira en los resultados que aparezcan
cuando se tire la moneda nuevamente. Las probabilidades de cara y
ceca serdn siempre las mismas y los ensayos consistentes en arrojar
al aire la moneda serén independientes. Resumiendo hay un binomio
de resultados posibles, éxito=cara y fracaso=ceca, y n = 3 ensayos
independientes.

En este contexto uno podria preguntarse, por ejemplo, ¢cual es la
probabilidad de que en los 3 tiros la moneda caiga cara exactamente
2 veces? Podria ocurrir que la sucesion de las tres experiencias repeti-
das arrojara los resultados CC X, donde C representa “cayd cara” y X
representa “cayo ceca”. Como los ensayos son independientes, la proba-
bilidad de que esto ocurra es p(CCX) = p(C)p(X)p(C) = ppg = p2q.
Esta claro que si la sucesion de 3 ensayos arrojara por ejemplo los resul-
tados CXC la probabilidad P(CXC) = P(C)P(X)P(C) = pgp = p2q
resultaria la misma. Y la misma también resultaria para todas las for-
mas en que de una sucesién de tres tiros de la moneda, exactamente 2
veces cayese cara. Estas son las combinaciones de 3 elementos toma-
dos de a 2, en este caso (2) = 2/(Bi2)! = 3. En otras palabras, hay 3
formas distintas en que puedan caer exactamente 2 caras cuando se
arroja 3 veces la moneda. Todas tienen como vimos igual probabilidad
y, COMO Si caen en una cierta sucesion no pueden caer en otra, cada
formato de terna es excluyente de cada otro. Por lo tanto, en este caso,
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considerando la variable aleatoria k “numero de veces que cae cara la
moneda”, se tiene que la probabilidad:

P(k=2) = P(CCX) + P(CXC) + P(XCC) =

En general entonces, si se realiza n veces un ensayo, cada vez en
forma independiente y cada vez con igual binomio de resultados po-
sibles, éxito y fracaso, la probabilidad de que ocurran exactamente k
éxitos puede calcularse mediante:

P (k) = (™jpkgn-k

Que esta es efectivamente una distribucion de probabilidad se com-
prueba al ver que satisface las condiciones de la definicién axiomatica
dada. En particular se cumple que:

i. P(k) = Q)pkQa-k > 0 pues tanto el combinatorio como las pro-
babilidades p y g son nimeros positivos.

ii. ZLoP(kk)=ELc kpkgn-k = (p+gn=(p+1-p)n=1n=1
En el tercer miembro de la cadena de igualdades se ha tenido en
cuenta que la sumatoria que aparece en el miembro anterior es
el desarrollo de la potencia n-ésima de un binomio, como ya se
comento6 al analizar técnicas de conteo. Ademas la suma de p y
g es 1 pues son probabilidades complementarias.

Distribucién binomial: Sean n ensayos independientes del mismo
experimento cuyos Unicos dos resultados excluyentes pueden ser éxito
o fracaso, de probabilidades py q = 1- p respectivamente. La variable
aleatoria k que representa el nUmero de éxitos que puedan ocurrir en
los n ensayos, se distribuye en forma binomial segun:

b(k,n,p) =P (k) = p jpkan-k
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La variable aleatoria discreta k, que como es claro toma valores
enteros entre 0 y n, cumple las dos propiedades siguientes*

Propiedad 6: "
E(k) = £ kb(k,n,p) = np
k=0
Propiedad 7:
n
Var(k) = £ (k —E(k)2)b(k, n,p) = npq
k=0

Se sugiere al lector intentar demostrarlas o buscar la demostracidn
en la bibliografia* Como corolario de la Propiedad 6 surge que el desvio
estandar de la variable aleatoria es:

a = "npq

Ejemplo 2: La probabilidad de que un tirador pegue en el blanco
es 1/4.

a) Si dispara 7 veces ¢cuél es la probabilidad de que dos veces por lo
menos de en el blanco?

La variable aleatoria X: numero de disparos que acierta en el blan-
co, como se realizan 7 disparos, solo podra tomar los valores 0,1,2,3,4,5,6
6 7 Por lo menos dos veces acertar en el blanco, es lo mismo que decir
acertar dos veces o0 mas, significa 2,3,4,5,6 6 7 veces* Para hacerlo mas
sencillo y realizar menos céalculos, se puede obtener la probabilidad del
complemento de este conjunto, es decir, 0 6 1 vez y luego restarla de
1*

Ademas el experimento tiene las siguientes caracteristicas:

m Consiste en una secuencia de n ensayos, donde n se fija antes del
experimento*
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m Los ensayos son similares y cada uno puede resultar en uno de
los posibles resultados; “éxito” o “fracaso”.

m Los ensayos son independientes, por lo que el resultado de cual-
quier intento particular no influye sobre el resultado de cualquier
otro ensayo. Hay que observar que en la practica se esta supo-
niendo que el tirador es experimentado y ya no mejora su pro-
babilidad de hacer blanco con la reiteracion de nuevos ensayos.

m Por eso la probabilidad de éxito y fracaso es constante de un
ensayo a otro.

Estamos, entonces, en presencia de un experimento binomial:

P, X v (0) (D) (3)", (7)(1)'(3).0.,,,

La probabilidad obtenida se resta a la probabilidad del espacio
muestral, es decir se le resta a 1, para obtener la probabilidad pedida:

PI(X=2JUX=3)UX =4HUX=5UX=6UX=T7]=

=P(X>2)=1-P[X=0U(X = 1]« 1- 0,445 « 0555

b) ¢Cuantas veces tiene que disparar para que la probabilidad de pegar
por lo menos una vez en el blanco sea mayor que 2/3?

Por lo menos una vez, es una vez 0 mas:

p(x >1)>3

Nuevamente, se puede obtener la probabilidad del complemento de
este conjunto, es decir:

P(X >1) = 1—P (X = 0)
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2
1- P(X =0)>3

Despejando:
P(X=0)<3

resulta:
n>4

Otra distribucidon de probabilidad discreta muy utilizada es la de
Poisson. Si consideramos el numero de clientes que llega a un cajero
automatico en una hora comprendemos que este varia entre 0 y una
cierta cantidad entera que desconocemos pero que en principio podria-
mos suponer tan grande como fuera necesario. Esto dltimo quiere decir
matematicamente que esa cantidad puede crecer indefinidamente. Aho-
ra bien, ¢cudl es la probabilidad de que lleguen al cajero en la siguiente
hora exactamente k clientes? Si aceptamos el modelo de Poisson para
esta actividad de los clientes5, podemos calcular la probabilidad re-
querida por medio de P(k) = e kA donde A > 0 es un parametro
cuyo significado veremos enseguida. Pero antes debemos comprobar si
efectivamente la formula ofrecida corresponde a una probabilidad.

5Porqué una variable aleatoria distribuida Poisson representa bien al nGmero de clientes
que llegan a un cajero en una unidad de tiempo dada o a otras cantidades similares, puede
consultarse en Kai Lai Chung: Teoria elemental de los procesos estocasticos, Ed. Reverté,
pp. 225-245.
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e-X\ k
Pky=-~r ~0
pues e w 2,718282 > 0, k es un entero positivo o0y A> 0, y por
lo tanto los respectivos producto, potencia, factorial y cociente
también lo seran*

H ANk o \k
E *iT =¢e-AE Akr=erXex=e0=1
k=0 'k k=0 k

En el tercer miembro de la cadena de igualdades se ha utilizado

el desarrollo en serie de Maclaurinex = 1+ y + » + |r +--—-=

E~=0y!*Se trata entonces de una funcién de probabilidad pues
cumple con los requisitos para ello*

Distribucién de Poisson: La variable aleatoria discreta k, que toma
valores k = 0,1,2 ... se distribuye Poisson cuando:

e-XAk
P(kk) = —

con A> Q.
De aqui se desprenden un par de propiedades interesantes.

Propiedad 8: La esperanza de una variable aleatoria distribuida Pois-
son es:
Ek) = A

En efecto,

k=0 ki El Kk(k- 1)eeel kt!(k- 1)!

Hasta aqui en el tercer miembro de la cadena de igualdades se ha
quitado el sumando para k = 0 pues se hace precisamente 0* Ahora
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puede realizarse el cambio de variable u = k- 1 con lo cual si k = 1

resultau = 1-1 = 0,ysik u también lo hace. Se tiene entonces:
N \u
E(k) = Ae~x" ] — = Ae~xex = Ae0= A
u=f U

como queria probarse. Ahora si se tiene claridad sobre que es el
pardmetro A utilizado en la definicion de la probabilidad.

Propiedad 9: La varianza de una variable aleatoria distribuida Pois-
son es:

Var(k) = A
Veamos:
Ze—\Xk'
Var(k) = E(k2) - E2(k) = £ k -A 2=
v K
- A= Ae-A > k- A2
vk=i(k-1)!) V k=i (k- 1),

Si se realiza el cambio de variable u = k- 1setiene k= u+ 1y
los valores a sumar de u, como en la demostracion de la Propiedad 8.
van desde 0 a . Entonces:

u
Var(k) = te-* v (u+ 1)- A2 =
o U
X \u \u
Ae-AY UA + Ae~x\'' A A2 =
k=0 k=0
-AA
A ue | ! + Ae-xex la%
k=0 Y-

y se tiene finalmente
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Var(k) = (AA+\e°) —A2= A2+ A—A2= A
que es lo que se pretendia probar.

La esperanza y la varianza de una variable aleatoria distribuida se-
gun Poisson es entonces el mismo parametro A que figura en la férmula
de la funcién de probabilidad.

Ejemplo 3: Se sabe que durante ciertas horas del dia las llamadas
telefénicas a una central estan distribuidas al azar segin un proceso
de Poisson con un promedio de 4 llamadas por minuto. Calcular la
probabilidad de que:

a) Transcurran dos minutos sin llamadas.

El valor esperado de llamadas por minuto es 4, pero aqui la variable
aleatoria X deberd ser numero de llamadas en dos minutos. Como se
trata de un proceso de Poisson, ésta variable también se distribuye
Poisson y entonces su esperanza se calcula:

E(X)=2x4=8=A

Entonces para encontrar la probabilidad de que transcurran dos mi-
nutos sin llamadas, se debera buscar la probabilidad de que la variable
X tome el valor O

N a-

8",
P(X =0)= —-— = e-8 « 0.0003

b) En un minuto haya por lo menos dos Ilamadas.

Por lo menos dos llamadas es lo mismo que decir dos llamadas o
mas. La variable aleatoria X , nimero de llamadas por minuto, puede
tomar los valores 2,3,4,5,6,7,8,9,10,... El inconveniente es que no tene-
mos un limite superior. Por eso debemos obtener la probabilidad del
complemento de este conjunto, es decir, 0 6 1y restarla a la probabi-
lidad del espacio muestral (restarla a 1).
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El valor esperado de llamadas por minuto es A= 4.

P(X>2)=1—P [(X=0)U((X = 1)

(4" se-4  4lee-4)\

P(X>2=1— « 0.9084

c) En tres minutos se produzcan exactamente 10 llamadas.

La variable X aqui debe representar nimero de llamadas en tres
minutos y siendo el valor esperado de llamadas por minuto 4, su espe-

ranza sera:
E(X)=3x4=12=A

Si se busca encontrar la probabilidad de que se produzcan 10 lla-
madas en ese lapso. Se debe calcular la:

1217 «g-12
P(X = 10) = -----—-—-~ 0.105

Es interesante observar el efecto que la variacidn de este parametro
tiene sobre la grafica de la probabilidad. Vemos en la figura 5 las
graficas correspondientes a la distribucidon de probabilidad conforme
va creciendo el valor de A.
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Figura 5.

Cuando Acrece la grafica de la distribucion se va haciendo mas si-
métrica* Para valores de A< 1 se puede observar un notorio parecido
de la grafica con las correspondientes a ciertas distribuciones binomia-
les* Si, por ejemplo, se realizan 10 ensayos independientes, cada uno de
los cuales tiene solo dos resultados posibles, éxito o fracaso, con una
probabilidad de éxito p = 0,01, la probabilidad de ocurran k éxitos se
distribuye en forma binomial segun:
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b(k, 19,0,01) = r Kj(0,01)%(0,99)10-fc

La figura 6 ofrece, para comparar, las graficas de esta distribucidn
binomial y una de Poisson con valor esperado:

Figura 6.

Se observa un notable parecido entre ambas distribuciones lo que
ademas puede confirmarse inspeccionando los valores de probabilidad

respectivos dados en la tabla 6:

Tabla 6.
V.A.
4 o
k=1
k=2
X o
k =

Distr.Binomial

0,9044
0,9014
0,0042
0,0001
0,0000

Distr.Poisson

0,9048
0,9005
0,0045
0,0002
0,0000
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Hay que notar que al calcular el valor esperado de la variable alea-
toria binomial este coincide con el valor de la esperanza de la variable
aleatoria6 distribuida Poisson:

E(X)=np=10x001=01=A

En general si el valor A es pequefio, en adelante aceptaremos que la
distribucion de probabilidad binomial puede aproximarse por una dis-
tribucion de Poisson con igual valor esperado para la variable aleatoria.
Esto proporciona una buena forma de evaluar probabilidades binomia-
les en casos donde el nimero de ensayos es muy grande, pues se elude
asi la dificultad de tener que calcular un ndmero combinatorio con
factoriales de n.

2.7. Ejercicios

Ejercicio N°1*: Considerar el experimento de lanzar un par de dados.
Sean las variables aleatorias X : suma de los puntos obtenidos e Y :
minimo puntaje de los dos obtenidos. Construir las tablas de funcion
de probabilidad de estas variables aleatorias discretas.

Ejercicio N°2: Hallar el valor esperado E (x), la varianza a2 y el
desvio estandar a para cada una de las variables aleatorias distribuidas
como sigue:

Xi 2 3 1
f(xi) 1/3 1/2 1/6

Xi 1 3 4 5
f(Xi) 1/4 1/8 1/2 1/8

Xi 5 -4 1 2
f(xiy 04 01 02 03

6Una justificacion matematica rigurosa puede verse en Paul Meyer ob. cit., pp. 165 a

170.
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Ejercicio N°3*: Se lanza un dado* Designamos a X como el doble
del nimero que aparezca y denotamos Y como 1 o 3 segun el nimero
sea impar o par respectivamente* Hallar entonces la distribucién de
probabilidades, la esperanza y la varianza de las variables aleatorias:

a) X b) Y c) X +Y d) XYy

Ejercicio N°4*: Se lanza una moneda hasta que salga cara o hasta que
salgan 5 cruces* Hallar el valor esperado del nimero de lanzamientos
de la moneda*

Ejercicio N°5*: Se selecciona al azar una muestra con reemplazo de
3 articulos de un total de 10, de los cuales 2 son defectuosos* Si X es
la variable aleatoria: numero de articulos defectuosos en la muestra,
obtener la distribucién de probabilidades de la variable aleatoria*

Ejercicio N°6*: Una moneda se lanza tres veces* Hallar la probabi-
lidad de que salgan:

a) 3 caras exactamente*
b) 2 caras exactamente*
c) 1 cara exactamente*
d) 1 cara al menos*

e) Ninguna cara*

Ejercicio N°7: Graficar la funcion de distribucion de probabilidad
binomial para: n =7 ;p = 0,1 ;05 ; 0*9

a) Observar la simetria para p = 0,5 y la direccién del sesgo en los
otros casos*

b) Calcular E(X) y Var(X) en cada caso*
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Ejercicio N°8*: El equipo A tiene 2/3 de probabilidad de ganar cada
vez que juega. Sijuega 4 partidas hallar la probabilidad de que A gane:

a) dos partidos exactamente.
b) un partido por lo menos.

c) mas de la mitad de los partidos.

Ejercicio N°9*: Determinar el nimero esperado de ninos de una fa-
milia con ocho hijos suponiendo que la distribucidn del sexo es igual-
mente probable. ;Cual es la probabilidad de que el nimero esperado
de ninos suceda?

Ejercicio N°10*: La probabilidad de que un articulo producido por
una fabrica sea defectuoso es 0,02. Un cargamento de 10000 articu-
los se envia a sus almacenes. Hallar el nimero esperado de articulos
defectuosos y la desviacion estandar.

Ejercicio N°11: Sea k = 0,1,2,... y A> 0 probar que p(k) =
es una funcion de probabilidad. Graficar para A= 1,25y 10.

Ejercicio N°12*: Un artillero dispara a un blanco y sabe que la
probabilidad de acertar es p = 0,01. ;(Cuantos disparos tendrd que
realizar para tener probabilidad mayor que 90% de dar en el blanco
por lo menos una vez? Resolver usando las distribuciones binomial y
de Poisson.

Ejercicio N°13*: El 2% de los articulos que produce una fabrica es
defectuoso. Hallar la probabilidad de que haya 3 articulos defectuosos
en una muestra de 100 articulos fabricados.

Ejercicio N°14: Un comité de 5 personas se selecciona al azar entre
3 abogados y 5 contadores. Hallar la probabilidad de que el numero
de abogados en el comité sea dos.
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Ejercicio N°15: Unos lotes de 40 componentes cada uno son acepta-
dos si no contienen mas de tres componentes defectuosos. Para mues-
trear el lote se eligen al azar 5 componentes y se rechaza el lote si
hay uno o més defectuosos. ¢(Cuél es la probabilidad de encontrar un
componente defectuoso en la muestra si hay 3 en el lote?

Ejercicio N°16*: Un fabricante de neumaticos para automavil dice
que en un embarque de 5000 neumaticos, enviados a una distribuidora
local, 1000 estan ligeramente dafiados. Si se le compran 10 neumaticos
al azar ¢cual es la probabilidad de que exactamente 3 estén dafiados?
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Capitulo 3

Variables aleatorias
continuas

3.1. Funcion de densidad

Hemos citado ya la analogia entre la recta real y una barra infinita-
mente larga y delgada cuya masa total es 1. Si en vez de concentrarse
en ciertos puntos aislados la masa se distribuye en forma continua a
lo largo de la barra, la variable aleatoria y su distribucion de proba-
bilidad seran continuas. La densidad que tiene la masa en cada punto
x es funcién del mismo y la denotamos f (x). Se expresa asi una mag-
nitud positiva 6 a lo sumo 0, cuando no hay masa en un punto, por
lo que resulta f (x) > 0. La cantidad de masa contenida en un inter-
valo infinitesimal [x.x + dx) es f (x)dx. Esta cantidad, en virtud de
nuestra analogia, no es otra cosa que la probabilidad correspondien-
te al intervalo infinitesimal. Se trata entonces de un diferencial de la
funcion de distribucién tal que dF = f (x)dx por lo que claramente
F'(x) = dF = f (x) ya que definimos F(x) = P(X < x) que acumula
la probabilidad del intervalo (—o.x].

Funcion de densidad de probabilidad: Asi se denomina a la deri-
vada de la funcion de distribucion F'(x) = f (x).

Surgen de inmediato dos propiedades caracteristicas de toda fun-
cion de densidad de probabilidad.
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Propiedad 1: f (x) > 0 para todo x real*

En efecto, como ya se ha comentado, la funcion de distribucion
acumulada, definida para todos los puntos de la recta real, es monétona
creciente por lo que su derivada debe resultar mayor o igual a 0 en
todos los puntos de definicion* Es decir, dX = f (x) > 0 como queria
probarse*

Propiedad 2: /— f(x)dx = 1

Si F'(x) = f(x) entonces P(a < x < b) = F(b) —F (a) = /" f (X)dx*
Claramente si a ~ —fo resulta F(@) = Oy si b~ ro se tiene que
F (b) = I* De acuerdo a esto f (x)dx = 1—0 = 1 como se buscaba
demostrar*

Hay que notar que si f (x) satisface estas dos propiedades, la expre-
sion:

es la de una funcion de distribucidon de probabilidad* La x colocada
en el extremo de integracién indica el punto hasta el cual se acumula
la probabilidad ya que, como se sabe, F(x) = P(X < x)* Asi, t es la
forma de llamar a la variable de integracion que toma valores en el
intervalo (—¥o,x]* La relacién entre la funcion de distribucién y la de
densidad puede verse en la figura I* El area sombreada bajo la curva de
f (x), funcién de densidad de probabilidad, tiene por medida el valor
F (x) de la funcién de distribucidn:
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Ejemplo 1: Dada f(x) = |(x + 1)3si —1 < x < 1y 0 en otro
caso.

a) Probar que es una funcién de densidad de probabilidad.

La funcion de densidad dada para la variable aleatoria continua x,
se puede reescribir:

1o =4 1§ D3 %Iara_%tfo caso

Tal funcion debe cumplir las siguientes dos condiciones:
i.f(x) >0

En palabras, la funcidn deberd ser siempre positiva o 0. En este

caso, como (x + 1) > 0 para todo x e [ 1], f (x) es mayor o igual
que 0 en ese intervalo.
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n. /—* f (x)dx

/+aa f (x)dx

1

f— fl +A

[ f(x)dx + f (x)dx + f (x)dx
1 1

i-1 111 3 f+™™ 1 i1 3
=J 0+J A~Mx+1)dx+1J 0=4J (x+1)dx

Sustituyendo i = x + 1 resulta jX = 1y por lo tanto di = dx.
Ademas six = -1, i= 4+ 1=0ysix=11=1+ 1= 2 Se tiene
entonces:

1 { .
i (x+ 1)adx = 43234 = 114
43- 44

0]

Como la funcion es 0 fuera del intervalo [—; 1], la operacion rea-
lizada calcula el area baja la curva f (x) = 1(x + 1) definida en ese
intervalo.

b) Construir la distribucion acumulada.

/ X f(x)dx =

Para cada x, f (x) representa, geométricamente hablando, el &area
bajo la curva de densidad a la izquierda de x y es la acumulacién de
las probabilidades desde — hasta el valor de x.

X (u+ 13
+ 1 =i i1 +1 fX =
(u / )3du |4 i 10du }“_1 4 du
1rxa 3 1wt
- t dt= - — (x+ 1)4- 0= -g(x+ 1)4
4 Jo 44 16 J 16

Para calcular esta integral, primero se tuvo en cuenta que la variable
de la funcion F es la x, supremo de la integracion y se nombré por u a
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la variable operatoria de integracion* Ademaés se realizd la sustitucion
t = u+ 1con locual dt = du y se obtuvieron los extremos t = 0 para
u= —yt=x+ 1parau= x*Finalmente queda:

+H4 Aoy h
F(x) = { si —l<x<1
0 en otra
Se observa en particular que F(—1) = 0y F(1) = 1 con lo cual se
comprueba que toda la probabilidad se acumula desde x = —1 hasta
X =1

c) Hallar F(x > 0,2)

En la practica F (x) permite hallar la probabilidad acumulada desde
—1 hasta un cierto valor de x, en términos geométricos el area bajo
la curva de densidad que se ubica a la izquierda de x*En este caso
la probabilidad pedida coincidira con el area a la derecha de 0*2 y se
hara necesario calcularla a través del complemento:

F(X > 0’2) = l—F(X > 0,2) =1—F (012) =

=1—(02+ 1)4 = 0,8704
(025 D4 = 0,

Conviene explicar el uso libre que se hace del término distribucion*
Hemos definido funcion de distribucion o de reparticion de la proba-
bilidad por un lado y por el otro, funcion de densidad* Sin embargo
la palabra distribucion suele ser empleada, en el contexto de la teo-
ria, sobreentendiendo el conjunto formado por ambas, en un sentido
amplio y como sinénimo del término funcion* De tal forma a veces se
utiliza la palabra distribucion, seguida de un nombre especifico, ha-
ciendo referencia a la funcion de densidad* Por ejemplo se cita, como
veremos, a la distribucién uniforme, la distribucion normal o la distri-
bucién exponencial*Esta es una practica largamente extendida en la
bibliografia y es por ese motivo que realizamos la aclaracién*

Una extension de los razonamientos efectuados para las variables
aleatorias discretas culmina naturalmente en las siguientes definicio-
nes*
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Esperanza matemadtica: Para una variable aleatoria continua X se
define la esperanza matemaética como:

+r0
/ x mf (X) dx

-lo

Varianza: Si X es una variable aleatoria continua la varianza es;

+ro
/ (x —E (x))2f (x) dx

-10
En forma analoga se define el desvio estandar como:

0 = "Var(X)

Ademas se extienden también las propiedades vistas para estas can-
tidades cuando las variables aleatorias son discretas.

Propiedad 3: Si se trata de variables aleatorias continuas resultan
validas:

@) Var(X) = E(X2) —E2(X)
(b) E(aX + b) = aE(X) + b
© E(X +Y)=E(X)+ E(Y)

(d) E(XY)=E(X)E(Y)siysolosi X eY son variables aleatorias
independientes.

(e) Si X e Y son variables aleatorias continuas independientes en-
tonces Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y)
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3.2. D istribuciones continuas

En el caso de las variables aleatorias continuas son bien conoci-
das ciertas funciones de densidad y sus correspondientes funciones de
distribucion que son utilizadas en una amplia gama de situaciones.
Analizaremos en primer término el caso de la llamada distribucin
uniforme.

Si X es una variable aleatoria con funcion de densidad de probabi-
lidad dada por una constante diremos que la distribucidn de la proba-
bilidad es uniforme. Supongamos el caso de f (x) = k en un intervalo
[a, b y O fuera de él. La figura 2 muestra la grafica de tal funcion:

Figura 2

Para que una funcion de este tipo sea de densidad de probabilidad
deberan verificarse las propiedades 1y 2 del apartado anterior. Para el
primer caso bastaria con que se cumpla f (x) = k > 0, es decir, que k
fuese positivo o 0. Sin embargo la segunda propiedad determina univo-
camente el valor de k. En efecto, debe cumplirse que / +TOf (x) dx = 1,
entonces f-TOf (x) dx = f-ro0dx+ kdx+f—00dx = kdx = 1y
resolviendo la integral se tiene  kdx = kx\b= kb—ka = k(b—a) = 1
de donde resulta finalmente el valor de k = ~za que como a < bresulta
siempre positivo. En resumen, para a < x < b la funcién f (x) = "za,
y en otra parte 0, es de densidad de probabilidad:
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La distribucion acumulada o funciéon de distribucion se calcula me-
diante:

X f & 1 1
/ f(t) dt = odt + - dt = —--mmm- 1
J-™ Ja b—a b—a

1 , 1
b—a(Xx —a) = p=—aX —b—a

La figura 3 muestra la funcion de distribucion que entre ay bes un
segmento de la recta de pendiente y ordenada al origen —  *En
el conjunto (—o, a) la funcidn vale 0 y 1 es su valor en (b, +ro):

La esperanza matematica de una variable distribuida uniformemen-
te se calcula como:

+ro M 1 1 rb
/ x(x) dx = X- dx = xdx =

-00 Ja b—a b—a Ja

1 x

b—a 2 2(b- a)

"2- a?2) =
a 2

b - a)(b— a)(b+a) = bEa

En la figura 4 se puede observar como la esperanza de la variable
se encuentra en el punto medio del intervalo [a, b
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El tiempo que una persona permanece dentro de un cajero auto-
matico puede modelarse con la llamada distribucion exponencial. La
formula correspondiente a la funcion de densidad de probabilidad es
en este caso:

f 0 six < 0

= J ae-ax sSix>0
X) = ]

donde a > 0 es una constante. Es relativamente sencillo probar que es-
ta funcion, cuya grafica se ve en la figura 5, cumple con las propiedades
ly 2

Figura 5.

Para empezar debe considerarse que tanto a como e-ax = son
cantidades mayores que cero y por lo tanto resulta para todo x que
f (x) > 0. Ademas se tiene que:
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CHn r+e r
f = = a lim
o (x) dx I ae—axdx = a t’\loe fo e—ax dx

__ax t
= a lim I —(tllm e—at —I) = |

La funcidn de distribucién se obtiene como sigue:

X rx -—at X
ae—atdt = a e—atdt = a--—--—--
0 —a O
-(e-ax - 1) = 1- e-ax

Al continuar con los célculos se puede ver que E(X) = a y re-
sulta interesante comentar aqui que el valor esperado de una varia-
ble exponencial resulta el reciproco de la esperanza de una variable
que se distribuye Poisson. Por ejemplo si el tiempo que permanece
una persona en el cajero automatico es una variable aleatoria distri-
buida exponencialmente con un valor esperado de 2 minutos se tie-
ne E(x) = 2minutos/persona. EIl reciproco es 1/E(x) = 1/2 perso-
nas/minuto. Si ahora se multiplica por los 60 minutos que tiene la
hora resulta A= 30 personas/hora. Se puede demostrar que este valor
A es el esperado para una variable aleatoria distribuida Poisson que
modela en este caso el nimero de clientes que son atendidos por el
cajero automatico cada horal.

3.3. La distribuciéon norm al

Es frecuente modelar sistemas usando la distribucion normal, lla-
mada asi precisamente por su presencia habitual en la explicacion de
un gran numero de hechos. Son variables aleatorias distribuidas nor-
malmente la nota que pueda obtener un estudiante en un examen,
el peso que registre una persona, la altura etc. A pesar de esto, su

xLa relacion teorica entre las distribuciones de Poisson y exponencial puede verse en
George C. Canavos: Probabilidad y estadistica. Aplicaciones y métodos, Editorial McGraw-
Hill.
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tratamiento matemaético no es tan sencillo como el de las distribucio-
nes continuas vistas hasta aqui. Comencemos por dar la funciéon de
densidad correspondiente:

f =-/N-e-1(n 2
() \J2nae (

con - > 0y j parametros cuya significacion luego veremos. La
variable x toma todos los valores reales del intervalo (—o, ro). La
grafica de esta funcion puede verse en la figura 6:

Esta forma acampanada y simétrica es la mas popular en la proba-
bilidad y la estadistica. La formula de la distribucion fue establecida
por Abraham De Moivre2 aunque generalmente se atribuye al aleméan
Karl Friederich Gauss reconocido como el matematico mas grande de
la historia moderna. Asi el nombre habitual de esta figura es campana
de Gauss.

Los problemas comienzan cuando se trata de probar que la funcion
asi definida es de densidad de probabilidad intentando demostrar para
ello que se cumplen las propiedades 1y 2 de la seccion 1. Resulta
simple ver que f (x) > 0 pues al ser - > 0 resulta > 0y ademas

como 2(J) 2 > 0 el producto de ambos factores serad positivo. Esto
e
explica, por otra parte, que las “colas” de la campana, véase figura 6.

2Véase Pablo Jacovskis y Roberto Perazzo: Azar, ciencia y sociedad, EUDEBA, p.52

97



98

Cristobal R. Santa Maria - Claudia Soraya Buccino

resulten asint6ticas con el eje x siendo siempre los valores positivos.
Pero al tratar de probar que f (x)dx = 1 se tropieza con el hecho
de que la primitiva de la funcién es un desarrollo en serie y por lo
tanto no hay una formula cerrada, es decir una férmula que posea un
namero limitado de expresiones simples, que la represente. En principio
podria entonces hacerse un calculo aproximado truncando el desarrollo
en serie a partir de cierto término o como suele ser de practica utilizar
un artificio matemético que considera una integral doble a efecto de
probar la igualdad3. Contaremos entonces, aunque aqui no hayamos
presentado la demostracion, con que la expresion:

f\(/x) ) V2nae_l(/\ )2

segun las precisiones realizadas, es una funcién de densidad de proba-
bilidad.

Pero la cuestion sobre la forma de la primitiva de la funcién de den-
sidad subsiste cuando hay que determinar la funcién de distribucion:

Fog= ¢ L e HIM%
J—+oy2na

de manera que, en principio, se requeriria calcular los valores aproxi-
mados de la integral expresados por el desarrollo en serie de la misma.
Esto traeria aparejado la necesidad de un alto nivel de conocimien-
tos matematicos por parte de los habituales usuarios de la teoria de
las probabilidades y de la estadistica, tales como ingenieros, médicos,
economistas, sociélogos, etc, lo que resultaria impracticable. Afortu-
nadamente existe un procedimiento alternativo para calcular la pro-
babilidad F (x) = P(X < x) cuando la variable aleatoria se distribuye
normalmente. Pero antes de explicarlo detallaremos brevemente el sig-
nificado de los parametros ji y a que aparecen en la expresion de la
funcién de densidad.

Propiedad 4: EIl valor esperado de una variable aleatoria normal es

iro 1 if x-M2
E(X) = X — @ 5 °)dx =i
(X) J—¥0 "2¥a ( NB

3La prueba puede verse en Paul Meyer ob. cit., p.188
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En efecto, si se realiza el cambio de variables 2 = X-" resulta
X = j + az y se tiene que jx = 1 de donde a mdz = dx. Ade-
mas cuando x tiende a +ro y —f0 ocurre que z tamt%i/éxn\éo hace
respectivamente. De Zezs.ta forma E(X) = J-~1x"27e~2(~r) dx =

2 2

y 2 (az+j)e-*dz-= aL™ ze-~dz+j aL™e-“ dz.
Al analizar las dos integrales del altimo miembro de la cadena de igual-
dades, se observa que en la primera la funcion integrando es impar, €s
decir que se verifica para ella la igualdad g(z) = —g(z) con lo cual la
integral se hara 0. La segunda integral es la de una funcidn de densidad
normal de pardmetros j = Oy a = 1, por lo tanto su valor sera 1. Asi
resulta entonces E(X) = j como se queria demostrar.

Propiedad 5: La varianza de una variable aleatoria normal es

H© 1 2/x_u\2
/ x—E(X)2 — e-2() dx=a2
y2na

Como Var(X) = E(X2) —E2(X) calculamos4 E(X2) = a2+ j2
asi queda Var(X) = a2+ j2—j 2= a2que es lo que queria probarse.
Claramente, el desvio estdndar es entonces a.

Ahora analizamos el papel que juegan los pardmetros a y j en la
grafica de la distribucion. Parg, ell\(}ké)bservamos primero que cuando
X =] setiene f(j) = e~ ”\4 = que es el valor maximo
de la funcién de densidad de probabilidad ya que para cualquier otro
valor de la variable aleatoria x resultara e-% a 22 y por lo tanto
f(x) < f(j). De esta forma la recta x = j resulta el eje de simetria
de la campana que pasa por el “pico” de la misma, segun se ve a la
izquierda en la figura 7:

4Los detalles de este calculo pueden verse, por ejemplo, en Paul Meyer, ob. cit., p.190
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Figura 7.

También se ve en la misma figura como un cambio en el valor de i
se traduce en un desplazamiento de la campana sobre el eje de absci-
sas. En cuanto al desvio estdndar a ocurre que cuanto mas pequefio
es, mas concentrada estd la gréafica alrededor del eje de simetria. Si
consideramos dos distribuciones normales con distintos desvios estan-
dar e igual esperanza se obtienen gréaficas como las que se muestran
en la figura 8;

Figura 8.

La notacion N (i,a) se utiliza para referirse a la distribucion normal
de una variable aleatoria con esperanza i y desvio estdndar a. Ahora
estamos en condiciones de enunciar otro resultado importante5.

5La prueba de la Propiedad 6 puede verse en Paul Meyer, ob. cit. p. 90 y p. 191.
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Propiedad 6: Si X es una variable aleatoria distribuida normalmente
con esperanza i y varianza a2, la variable aleatoria Z = aX + b, donde
a y b son constantes reales, se distribuye normalmente con esperanza
ai + by varianza a2a2.

Una consecuencia relevante de esta propiedad surge al hacer 2 =
X . Aqui la variable X se transforma multiplicandola por a = 1
y restandole a ese producto la cantidad b = —. Entonces, segun la

propiedad, la esperanza resulta 1i — = 0y lavarianza »~ j a2=1
por lo que también a = 1. Utilizando la notacién vista podemos poner
entonces que 2 = x— se distribuye N (0,1). Como veremos enseguida,
esto se usard para el calculo de probabilidades de cualquier variable
aleatoria normal.

En efecto, ya hemos referido que la imposibilidad de contar con
una expresion “cerrada” para la primitiva de la funcién de densidad
normal, complica el célculo de la funcién de distribucion en cualquier
punto. No tenemos entonces una expresion sencilla para P(X < x)
cualquiera sea la esperanza y la varianza de x, y se tendrian que hacer
los célculos aproximados en cada oportunidad, con el desarrollo en se-
rie truncado de la primitiva. En vez de esto, que complicaria en gran
medida el uso de una herramienta fundamental de modelado, se tabu-
lan los distintos valores de probabilidad de una sola variable normal
que llamaremos por ello estandar y todos los célculos de probabili-
dad que deban realizarse con otras variables normales se remiten a la
tabla de esa variable estandar. En general si x es una variable alea-
toria normal de esperanza i y desvio estdndar a, es decir N(i, a), se
realiza la transformaciéon 2 = x—, denominada en adelante variable
normal estandarizada. Como los valores correspondientes a la funcién
de distribucion acumulada F (2) se han calculado por el procedimiento
de aproximacion apuntado mas arriba, estos se utilizan para hallar los
correspondientes valores de la funcion de distribucion F (x). Se tiene
F(xX) = P(X <x) = F(2) = P(Z < 2). Es decir; con una sola tabla
cuyos valores se han establecido por un trabajoso procedimiento mate-
matico previo, se puede calcular la probabilidad de cualquier variable
aleatoria normal x haciendo 2 = x—1 Asi

Pla<x<b=P( < 2< n
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La figura 9 explica el procedimiento. Los puntos ay bse transforman
en za= <" ;zb= y en vez de calcular la probabilidad para la
variable aleatoria X, representada por el &rea sombreada bajo la curva
superior, se obtiene, por medio de la tabla, el &rea sombreada bajo la
curva inferior que corresponde a la variable normal estandarizada:

Figura 9.

Los detalles de latabla y su uso se presentan en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2: Sabiendo que X es una variable aleatoria con distri-
bucién normal con media 30 y varianza 16, calcular usando la tabla:

a) P(X <25)

Si una variable aleatoria es normal, la imagen de su funcién de
densidad es una campana en torno a un eje de simetria que pasa pre-
cisamente por el valor esperado de la variable.
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j = 30 es en este caso el valor de abscisas perteneciente el eje de
simetria de la campana de Gauss.

a2 = 16 varianza de la distribucién, mide la variabilidad de la va-
riable. Esto se hace més visible cuando se considera su raiz cuadrada
positiva denominada desvio estdndar. Cuando el desvio estandar es pe-
quefio la campana se encuentra mas concentrada alrededor del eje de
simetria, mientras que si el desvio estandar crece, y por ende también
lo hace la varianza, la distribucion gaussiana se extiende mas, en tér-
minos geométricos, porque hay mayor dispersién. Como se ha visto la
forma analitica de una distribucion acumulada, para una variable alea-
toria normal, no es una expresion funcional cerrada sino un desarrollo
en serie de complicado célculo. Por tal motivo los céalculos de proba-
bilidad acumulada se realizan utilizando una tabla. Es claro que no
puede disponerse de una tabla para cada normal caracterizada por su
esperanza y su desvio estandar, pues ambos valores varian en un rango
infinito. Por esta razon se transforma linealmente la variable original
x utilizando el pardmetro j para cambiarla de origen, centrandola en
0, y el parametro a para cambiarla de escala. Asi se tiene la varia-
ble “estdndar” z = que tiene esperanza 0, desvio estandar 1y se
distribuye normalmente. z se denomina “estandar” porque a ella hay
que remitir todas las variables normales para calcular probabilidades,
usando una Unica tabla de la distribucién normal.

25 —30
P(X <25 =P(z< 40 )=P(z< -1,25) = F(-1,25)

Se esta buscando el area sombreada, representada a la izquierda de
la grafica:

Ahora bien; la tabla estd construida acumulando la probabilidad
desde 0 hasta un valor de z positivo como lo muestra la zona sombreada
en la tabla del Anexo A:

103



104

Cristobal R. Santa Maria - Claudia Soraya Buccino

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
1.1 0.3643 0.3665 0.3686 0.3708 0.3729 0.3749 0.3770 0.3790
1.2 0.3849 0.3869 0.3888 0.3907 0.3925 0.3944 0.3962 0.3980
1.3 04032 0.4049 0.4066 0.4082 0.4099 0.4115 0.4131 0.4147

Surge de la tabla, que el valor acumulado de probabilidad entre 0
y 1,25 es entonces P (0 < 2 < 1,25) = F(1,25) —F (0) = 0,3944

Pero la curva es simétrica y la probabilidad acumulada desde —
hasta 0 es la misma que la acumulada desde 0 hasta +ro. Por lo tanto
ambas deben valer 0,5 como se ve en la siguiente figura:

Ademas, por la misma simetria debe ocurrir que la cola a izquier-
da, entre — y —1,25, contenga en total la misma probabilidad que
contiene la cola a derecha entre 1,25 y +ro.

Situacién que se puede observar claramente en el siguiente gréfico:
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Entonces se tiene:
P(z < —1,25) = P(z >1,25) = 05—P(0< z< 125) =

= 0,5 —0,3944 = 0,1066

b) P (24 < x < 40)

La cadena de igualdades para remitir este calculo a uno que pueda
realizarse por la tabla es:

P(24 < x < 40) = P(24—30 < z < 40 —30) =

= P(—25<z<25)

Situacidn que podemos representar mediante el siguiente gréafico:

Por simetria entonces y a partir de la tabla, se puede encontrar la
probabilidad buscada, representada por el area sombreada mas suave,
de acuerdo a:

P(-1,25<2<25)=P(-125<2<0)+P(0<2<25)=
=P0<2<125)+P(0<2<25)
Es decir:

P (24 < x < 40) = 0,4332 + 0,4838 = 0,927
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¢) P(x > 32)

P(x >32)=P(z > 32 30): P(z>05) =

=05- P(O<z<05)=05- 01915 = 0,3085

3.4. Ejercicios
Ejercicio N°1*: Dada f (xX) = 2x si 0 < x < 1y 0 en otra parte.

a) Probar que es una funcién de densidad de probabilidad.
b) Construir la distribuciéon acumulada.

c) Hallar P(x < 0,5).

Ejercicio N°2: Sea x una variable aleatoria continua cuya funcidn de
densidad de probabilidad es f (x) = 1x + k en 0 < x < 3 en otra parte.

a) Calcular k

b) Hallar P(1 < x < 2)

Ejercicio N°3*: Sea x una variable aleatoria continua cuya distribu-
cion es uniforme en un dado intervalo [10, 20] y 0 en otra parte:

a) Determinar k.
b) Hallar E (X).

¢) Hallar la funcién de probabilidad acumulada F (x).

Ejercicio N°4: Sea la variable aleatoria x tal que P(x = 0) = | vy
que si x = 0 se distribuye uniformemente entre -5 y 15
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a) Hallar su funcion de densidad de probabilidad.

b) Calcular la probabilidad acumulada hasta x = 10.

Ejercicio N°5*: El tiempo que una persona pasa dentro de un cajero
automatico se distribuye en forma exponencial y se sabe que su valor
esperado es de 4 minutos. Calcular:

a) La probabilidad de que una persona permanezca en el cajero solo
1 minuto.

b) La probabilidad de que tarde mas de 5 minutos.

Ejercicio N°6*: La esperanza y la desviacion estdndar de las notas
de un examen calificado al décimo son 7,4 y 1,2 respectivamente.

a) Hallar los resultados en unidades estandar de los estudiantes que
recibieron notas: i) 6,5 ii) 7,4 iii) 8,6 iv) 9,2

b) Hallar las notas que corresponden a los resultados estandar: i)
—1ii) 1,25 iii) 0,5 iv) 1,75

Ejercicio N°7*: Sea 2 una variable aleatoria con distribucion normal
estdndar. Utilizar la tabla conveniente para calcular:

a) P(0<x< 142

b) P(—0,73 < x < 0)

) P(—1,37 < x < 2,01)
d) P (0,65 < x < 1,26)

e) P(—L,79 < x < -0,54)
f) P(x > 1,13)

9 P(x| <05)
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Ejercicio N°8*: Sabiendo que z es una variable aleatoria normal
estandar, calcular el valor de la constante a, usando la tabla:

a) P(z < a) =095
b) P(z >a) = 08
c) P(z <a =01
d) P(z >a) = 0,25
&) P(lz| <a) =025

f) P(z| > a) = 0,01

Ejercicio N°9: Se ha estudiado que el tiempo de espacio dedicado a
publicidad en TV sigue una distribucién normal con promedio de 40
segundos y desvio de 5 segundos. ¢Cudl es la probabilidad de que una
publicidad elegida al azar dure:

a) mas de 43 segundos?
b) menos de 35 segundos?
c) entre 37 y 42 segundos?

d) méas de un minuto?

Ejercicio N°10*: Supongase que las estaturas de 800 estudiantes es-
tdn normalmente distribuidas con una media de 66 pulgadas y un des-
vio estandar de 5 pulgadas. Hallar entonces el numero de estudiantes
con estaturas:

a) entre 65y 70 pulgadas.

b) mayor o igual a 72 pulgadas.



Capitulo 4

Complementos teoricos

4.1. D esigualdad de Chebyshev

Siempre que se conoce la distribucién de probabilidades de una
variable aleatoria es posible calcular el valor esperado y la varianza
de la misma. Sin embargo, esto no vale al revés. Es decir; conocer
esperanza y desvio estandar no basta para poder reconstruir la dis-
tribucién de probabilidad. En este caso puede surgir el problema de
calcular P (]X —E (X)| < C). Tal célculo intenta medir la probabili-
dad de que los valores de la variable aleatoria se encuentren a una
distancia del valor esperado menor o igual que C y para realizarlo se
requiere contar con la distribucion de probabilidad. Al desconocerse
la misma, la desigualdad de Chebyshev al menos proporciona una co-
ta a la probabilidad buscada. En particular suele ser atil, en muchas
aplicaciones, tomar un maltiplo del desvio estandar haciendo C = ka.

Desigualdad de Chebyshevl. P (X —E(X)| > ka) < *

Esta version de la desigualdad, que puede expresarse en realidad de
distintas maneras, pone una cota a la probabilidad que los valores de
la variable aleatoria se encuentren més alla de k desvios estandar del
valor esperado. En la figura 1 se aprecia el intervalo considerado y el
area bajo la curva que representa la probabilidad.

De forma complementaria resulta P (|]X —E (X)| < ka) > 1—"2
que esta representada por el area sin sombrear bajo la curva. En cual-

1Una demostracién de la desigualdad puede verse en Paul Meyer, ob. cit., pp. 146-147.
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quier caso lo importante es que, sin conocer exactamente cual es la
distribucion de la probabilidad, puede establecerse una cota para las
cantidades apuntadas si se tienen esperanza y desvio estandar. El nu-
mero k razonablemente tiene que cumplir k > 1 para que la desigual-
dad tenga sentido.

Es interesante analizar el caso de la distribucion normal cuan-
do se toma, por ejemplo, k = 2. Dados la esperanza j y el des-
vio estdndar a puede querer averiguarse la probabilidad del intervalo
[ —2a,j + 2a]. Este intervalo estd constituido por todos los puntos
X que satisfacen j —2a < x < j + 2a lo que puede escribirse también
[x —j| < 2a. Por la desigualdad de Chebyshev se debe cumplir que
P(x—|< 2a) > 1—2 = 3 = 0,75. Sin embargo, como aqui sa-
bemos que la variable aleatoria se distribuye normalmente, podemos
calcular la probabilidad utilizando la tabla. En efecto, al estandarizar
se aplica la transformacién z = y se tiene —2 < z < 2y con la
tabla calculamos entonces:

P(x —j| <2a) =P (jz] <2) = 2x 04772 = 0,9544

La probabilidad obtenida corresponde al drea sombreada en la figura
2.
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- 2a ft <+ 2n

Obsérvese que la desigualdad de Chebyshev proporciona, en este
caso, una cota inferior para la probabilidad acumulada sin que sea
necesaria la expresion de la distribucion para calcularla. Cuando ésta
se tiene en cuenta, la probabilidad para el intervalo considerado re-
sulta mayor. En otras palabras, Chebyshev permite conocer el “piso”
del valor de probabilidad acumulada teniendo s6lo la esperanza y la
varianza.

4.2. Ley de los grandes numeros

Hemos visto al comienzo que una de las formas de llegar a esta-
blecer la probabilidad de un resultado, de entre los que puede arrojar
una experiencia, consiste en realizarla un gran nimero de veces hasta
que la proporcién de veces que aparece el suceso buscado se estabiliza
y entonces asignar esa proporcion como su probabilidad. Este camino
empirico da un valor “a posteriori” de las experiencias pero, como tam-
bién hemos analizado, la probabilidad definida matematicamente, es
decir en forma axiomatica, no requiere experiencia previa y solo basta
con que se cumplan tres propiedades para definirla. Supongamos que
ese fuera el caso, es decir que se cumplen las propiedades matematicas
exigidas sin importar de que manera nos han sido sugeridas, si en una
forma cléasica, experimental o subjetiva. ;Si se realiza la experiencia un
numero suficiente de veces, la frecuencia de veces que aparece el resul-
tado buscado convergera a su probabilidad definida axiomaticamente?
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La respuesta es si, como estaba fuertemente sugerido, y tal propiedad
se expresa como Ley de los grandes numeros2.

Ley de los grandes numeros (o de Bernoulli3): Sea un experi-
mento y un suceso A uno de sus resultados posibles. Sean n repeticio-
nes independientes del experimento, nA el nimero de veces en que el
resultado es A y la razén o frecuencia relativa de A, ja = . Seap la
probabilidad que suceda A. Para cualquier nimero e > 0 se tiene que:

P (lia—P|>e) "

Obsérvese que si n es suficientemente grande, es decir si n * ro,
el segundo miembro de la desigualdad tiende a O y puede escribirse
limn* roP (lja —p|> €) = 0. Complementariamente resulta entonces,

Iim P (JjA—p| <€) =1

Esto explicita que la probabilidad de que la frecuencia relativa obser-
vada del suceso converja a su probabilidad es 1. Es lo que se denomina
convergencia en probabilidad. No debe pasar inadvertido, ademas, que
el suceso A se presenta con probabilidad p o en forma complementaria
no se presenta, con probabilidad 1—p. Hay un binomio de posibilidades
y como cada repeticion del experimento es independiente de cualquier
otra se estd en la situacién estudiada para la probabilidad binomial.

Como la Ley de los grandes niumeros efectivamente se cumple, puede
utilizarsela para realizar una aproximacion de la distribucion binomial
por medio de la normal4. Obviando la demostracion matemaética desa-
rrollada por el ya citado De Moivre en 1733, basta tomar como valor
esperado de la normal aproximante al de la variable binomial, es decir,
H= np y como desvio estandar a a = \Jnp(1 —p).

En la practica ocurrird que si el valor de p estd préximo a 0.5
bastara que el nimero de ensayos n no sea muy pequefio para que la
aproximacion resulte buena. En la medida en que p sea mas proximo
a 0 oa 1, serequerird un nimero n mayor de ensayos. En la figura 2

2Un comentario mas extenso sobre las implicancias de este resultado se encuentra en
Pablo Jacovskis y Roberto Perazzo, o. cit., pp.39 a 49.

3La prueba puede verse en Paul Meyer, ob.cit., p. 253.

4La formula de aproximacién se encuentra desarrollada por ejemplo en Harald Cramér:
Teoria de probabilidades y aplicaciones, Aguilar, pp. 102-108.

112



Elementos de probabilidad y estadistica

se muestra la distribucion binomial representada por los bastones y la
curva envolvente que representa a la normal aproximante.

Figura 2

Hp

Si n no es muy grande puede ser necesario realizar una correccion
de media unidad de forma tal que la probabilidad binomial acumulada
entre dos valores enteros positivos, por ejemplo k y | sea aproximada
por la probabilidad normal acumulada en el intervalo [k —0,5; | + 0,5].
La figura 3 muestra como la aproximacion resulta mejor cuanto mas
se acerca la probabilidad de éxito p a 0.5:

Figura 3.

jv*de Exito» AT*de flriton

A la izquierda se observa la distribucién de probabilidad binomial
paran = 8y p = 0,1. La normal superpuesta tiene igual esperanza y

113



114

Cristobal R. Santa Maria - Claudia Soraya Buccino

desvio estandar que la variable binomial: i = np = 8x 01 =08y
a*npg = ~8 x 0,1 x 0,9 = 0,8485. Como se puede apreciar, la aproxi-
macion de la probabilidad binomial por la normal, adn con la correc-
cion por continuidad que aproxima la probabilidad en cada valor k de
la variable discreta por la del intervalo [k —0,5, k + 05] correspondien-
te a la variable normal continua, no resulta adecuada. Por ejemplo:

Pbinomial(k = 1) = (1) (0,1)1(0,9)8-1= 0,3826

no resulta bien aproximada por:

Pnormal [1 —05 < X< 1+ 05 =P(05< X< 15)=

= P(—Q35 < 2 < QS2) = Q43Q7

En cambio en la figura de la derecha la grafica de la distribucion
binomial con n = 8 y p = 0,5 estd superpuesta con la de la normal
aproximante de esperanza i = np = 8 x 0,5 = 4 y desvio estandar
a*npg = *8 x 0,5 x 0,5 = 1,4142. En este caso se obtiene:

Phinomial (k = 1) = (8) = (0,5)1(0,5)8-1 = 0,0312

Pnormal [1 —05 < X< 1+ 05] =P (05 < X< 15) =
= P(—247 <2< -1,77) = 0,0316

Como se ve, aqui la aproximacion es muy buena pues el error come-
tido se evidencia recién en el cuarto digito decimal y es por ello menor
que 0.001. En la medida que la probabilidad de éxito p esté proxima
a 0.5 la normal permitira calcular sin demasiado error la probabilidad
binomial. Si el valor de p se aleja hacia 0 6 1 la aproximacién normal
producird un error mayor aunque, por supuesto, si el nimero n de en-
sayos se acrecienta p podra acercarse mas a 0 6 a 1 sin que el error de
aproximacion resulte muy grande.
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4.3. Teorema del Ilimite central

Si tenemos un binomio de posibilidades que denominamos éxito y
fracaso, cada vez que se realiza una experiencia, si se presenta éxito
podemos poner una variable en 1y si se presenta fracaso colocarla
en 0. Asi la variable aleatoria Xi que representa al resultado de la
experiencia realizada por i-ésima vez, sera:

Xi = 1sise produce un éxito en la i-ésima repeticién de la expe-

riencia.
Xi = 0 si se produce un fracaso en la i-ésima repeticion de la
experiencia.

El nimero X de éxitos que se produce cuando se repite n veces
la experiencia es una variable aleatoria binomial y puede pensarse
entonces como la suma de n variables aleatorias independientes X =
Xi+ X2+ ... + Xn. Como ya hemos visto una variable aleatoria de
tales caracteristicas puede aproximarse por la distribucién normal. Al
generalizar esta idea, se da lugar a un resultado importante.

Teorema del limite central5: Si X 1,X 2, mmm Xj €s una suce-
sidn de variables aleatorias independientes con valor esperado E (Xi) =
Hi y varianza Var(X) = a2, la distribucion de la variable aleatoria
X = Xi+ X2+ ...+ Xn converge a una distribucién normal de espe-
ranza:

y desvio estandar:
n
a= [Ea
i=1
cuando n —moo0.

Es decir, si el nimero de variables sumadas es suficientemente gran-
de, su suma tiene una distribucion muy préxima a la normal con la
esperanza y desvio estandar indicados. Obsérvese que, segun el teo-
rema, esto ocurre cualquiera sea la distribucion de cada una de las

Si bien la prueba general de este teorema no es sencilla, una versién con ciertas hipé-
tesis simplificadas puede verse esbozada en Paul Meyer, ob.cit., p. 260

115



116

Cristobal R. Santa Maria - Claudia Soraya Buccino

variables Xi y aunque todas las distribuciones de probabilidad de es-
tos sumando fueran distintas entre si. Esta es otra de las causas de
la importancia de la distribucién normal en la teoria de las probabi-
lidades pues en muchas aplicaciones la variable aleatoria involucrada
puede representarse como una suma de variables aleatorias y por en-
de su distribucion puede aproximarse por una normal. El teorema del
limite central nos permitird establecer las bases de la estadistica infe-
rencial que estudiaremos mas adelante.

4.4, Ejercicios

Ejercicio N°1*: Dada una distribucion de probabilidad cualquiera,
¢cudl es la maxima probabilidad de que la variable aleatoria tome
valores a mas de 1.8 desviaciones estdndar del valor esperado?

Ejercicio N°2*: Utilizar la tabla de la distribucién normal estandar
para evaluar P(—3 < 2 < 3). ¢(Contradice el resultado obtenido la
previsidn teérica aportada por la desigualdad de Chebyshev ? Justificar
la respuesta.

Ejercicio N°3*: Una moneda corriente se lanza 12 veces. Determinar
la probabilidad de que el nimero de caras que salgan estén entre 4y
7 inclusive por medio de:

a) la distribucion binomial

b) la aproximacion normal a la distribucién binomial

Ejercicio N°4*: Hallar la probabilidad de que entre 10000 digitos
tomados al azar, el digito 3 aparezca 950 veces a lo sumo.



Capitulo 5

Estadistica descriptiva

5.1. Introduccidon

La estadistica descriptiva se ocupa de establecer las tendencias prin-
cipales de las poblaciones a partir de medir o calificar todos o solamente
algunos de los atributos que las caracterizan. Para empezar hay que
decir que el término poblacién se refiere a un universo o conjunto total
de individuos que satisfacen una propiedad. Si los individuos son perso-
nas una propiedad puede ser, por ejemplo, estudiar en la Universidad.
Asi tenemos la poblacion de estudiantes de una Universidad. Pero no
€s necesario que se trate de personas para que tengamos una poblacion
en sentido estadistico. También podemos hablar de poblaciones de mi-
crobios, de tornillos, de billetes o de programas de computadora, por
ejemplo, reunidas en cada caso por alguna propiedad comun a todos
sus integrantes.

Consideremos el caso de la poblacidon de estudiantes de una Uni-
versidad. Cada estudiante tiene atributos como apellido, edad, altura,
peso, nota de probabilidad y estadistica, color de ojos, bebida pre-
ferida etc. Un atributo es lo que se denomina también una variable,
porque puede tomar valores diferentes o representar casos distintos.
Por ejemplo; el estudiante se llama Gomez, que es un caso de apelli-
do, mide 1.77 que es un valor posible de altura, pesa 75 kg, cantidad
factible de peso y prefiere las gaseosas, categoria de bebida preferida.
Si bien existen varias formas para clasificar los tipos de variables, se
ve a simple vista que hay esencialmente dos: el tipo cuantitativo que
mide o cuenta precisamente una cantidad, como el peso o la altura, y
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el tipo cualitativo que expresa una cualidad o categoria como apellido
0 bebida preferida, es decir no mide ni cuenta nada sino que nombra
o clasifica. Las variables numéricas pueden a su vez dividirse entre las
que adoptan valores discretos, por lo general nameros enteros, y las
que toman valores reales que se denominan continuas. Asi la figura 1
resume esta clasificacion.

Cuando se analiza una sola variable la estadistica se denomina uni-
variada, mientra que cuando se consideran dos o0 mas se trata de es-
tadistica multivariada. Por ejemplo, los censos de habitantes, que se
realizan cada diez afios, son estadisticas multivariadas sobre toda la
poblacion. En nuestro caso estudiaremos estadistica univariada, es de-
cir que nos cefiiremos a los registros obtenidos para una sola variable, e
intentaremos con ello describir el comportamiento de una determina-
da poblacién respecto de esa variable. Es importante mencionar que el
objetivo general de hacer una estadistica suele ser el de tomar ulterio-
res decisiones. La estadistica es una herramienta poderosa que ayuda
a tomar decisiones adecuadas. Veremos también que es importante al
respecto contar con una visualizacién de los resultados fidedigna pues,
en ocasiones, puede malinterpretarse un resultado estadistico si no se
muestra adecuadamente.

Figura 1.

Discreta
Cuantitativa

Cualitativa
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5.2. D istribuciones de frecuencias

Los datos de una variable recogidos para todos los individuos de
una poblaciéon son eso, simplemente datos. Para que se conviertan en
informacidn atil, en conocimiento acerca de esa poblacién, deben pro-
cesarse adecuadamente. EIl primer paso de éste proceso es agruparlos
en las llamadas distribuciones de frecuencias. Por ejemplo: si las notas
de un grupo de 50 estudiantes son 7724897659277569876
657778854822976684297788647655 9, se puede
construir la distribucién de frecuencias que se muestra en la tabla L

Tabla 1

Variable X F f EF Ef
1 0 0/50 0 0/50
2 5 5/50 5 5/50
3 0 0/50 5 5/50
4 4  4/50 9 9/50
5 6 6/50 15 15/50
6 8 8/50 23 23/50
7 13 13/50 36  36/50
8 8 8/50 44 44/50
9 6 6/50 50 1
10 0 0/50 50 1
E 50 1

X es la variable “nota”, F es la frecuencia absoluta de cada nota,
es decir la cantidad de veces que la nota se presentd y f su frecuencia
relativa al total de estudiantes. F representa la frecuencia absoluta
acumulada y E f lafrecuencia relativa acumulada. Asi el i-ésimo caso
de la variable X , denotado Xi, tiene frecuencia absoluta Fi y relativa
fi. La figura 2 muestra la distribucion de frecuencias absolutas:
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Figura 2.

No siempre una variable numérica es discreta. Si la variable es con-
tinua se pueden utilizar intervalos de clases para establecer la distri-
bucidn. Asi por ejemplo, si se consideran las alturas de los 50 alumnos
la distribucion es la de la tabla 2:
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Tabla 2
Variable Y (Altura) F f EF
[1,50; 1,60) 8 8/50 8
[1,60; 1,70) 15 15/50 23
[1,70; 1,80) 18 18/50 41
[1,80; 1,90) 9 9/50 50

Ef

8/50
23/50
41/50

Aqui los valores de altura se han agrupado por intervalos. El pa-

réntesis que cierra el extremo superior de los mismos indica que, dada
la continuidad de la variable, en realidad el valor que corresponde al

limite superior no pertenece a ese intervalo. Esto es asi para que, si
por ejemplo, un estudiante mide 1.60 se lo considere solamente en el
intervalo [1,60; 1,70). Obsérvese que al agrupar en clases en cierto sen-

tido se oculta o pierde informacion pues sabemos, por ejemplo, que

hay 8 estudiantes con alturas dentro del intervalo [1,60; 1,70) pero no

Figura 3.

Histograma

8oNEDF < =i Vi

1.40 1.50 1.60 1.70 1.80
Variable Y (Altura)

1.90

2.00

tenemos a la vista el dato de sus alturas individuales. Con una variable
continua asi agrupada puede realizarse un histograma como se ve en
la figura 3:

Considerando que la variable es continua y estableciendo el punto
medio de cada intervalo en la figura 3 se ha superpuesto el poligono
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de frecuencias. También puede graficarse, con las frecuencias relativas
acumuladas, la ojiva de la distribucién segin muestra la figura 4

Figura 4.

Ojiva

1.50 1.60 1.70 1360 1.90
Variable Y [Altura)

Podemos considerar también variables cualitativas. Supongamos
por ejemplo que se sirve una bebida a eleccién entre café, gaseosa
0 agua a los 30 pasajeros de un avidn con la siguiente distribucion de
frecuencias dada por la tabla 3:

Tabla 3

Bebidas F f
Café 1G 1G/5G

Gaseosa 15 15/5G
Agua 5 b5/5G

Se puede realizar un diagrama de barras o un grafico de pastel como
se muestra en las figuras 5-a y 5-b respectivamente.
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Figura 5.

a) b)

Cualquiera de los ejemplos vistos implica que se ha medido o se ha
clasificado una caracteristica representada por una variable. Esto es;
se ha realizado una experiencia. Si con base en ella se quisiera evaluar
la probabilidad de que un pasajero del avion prefiriera café o que un
estudiante midiera entre 1.60 y 1.70, se podria apelar a las distribucio-
nes de las frecuencias relativas respectivas para tratar de averiguarlo.
Claro que la experiencia estuvo limitada a los 30 pasajeros de un solo
avién o so6lo a los 50 estudiantes considerados, que constituyeron en
esos casos toda la poblacion. Sin embargo, bajo ciertas condiciones
que mas adelante veremos, las distribuciones de frecuencias relativas
asi obtenidas pueden indicarnos mucho sobre la probabilidad de suce-
sos referidos a poblaciones mas generales.
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Ejemplo 1: La siguiente lista revela el nimero de interrupciones
diarias que sufre un proceso de fabricacion por distintas causas.

Interrupciones diarias

ouhwNER QO

Frecuencia

Mo B RO

a) Calcular frecuencias relativas y acumuladas.

Las frecuencias relativas f son el cociente entre las frecuencias ab-
solutas F y el total de datos. Mientras que las frecuencias acumuladas
£ F se obtiene realizando las sumas parciales de las frecuencias:

Interrupciones diarias
0]

o OB WD

3/50
5/50
9/50
15/50
10/50
6/50
2/50

b) Dibujar la ojiva de la distribucion.

EF

w

17
32
42
48

£/
3/50

S/50
17/50
32/50
42/50
4S/50

Es la representacidn de la frecuencia acumulada:
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0 1 2 3 4 5 6

N" de Interrupciones

5.3. M edidas de tendencia central

Una vez que los datos estan estructurados en una distribucién de
frecuencias, el paso siguiente consiste en estudiar las tendencias que
evidencia la variable. Nos interesan fundamentalmente tres: la tenden-
cia central, la variabilidad y la asimetria. Comenzaremos entonces
por las medidas de la tendencia central.

La tendencia central es la tendencia del grueso de los datos. Expresa
los valores o casos de la variable que se ubican centralmente en la
distribucién. Hay varias formas de medirla y puede ocurrir que todas
esas maneras de calculo no arrojen puntualmente iguales resultados.
Estudiaremos sélo las tres medidas que son maés utilizadas.

La primera de ellas es la llamada media aritmética, o simplemente
media, y se calcula como el promedio de los datos. Como cada dato Xi
segun la distribucion de frecuencias se presenta Fi veces, se tienen en
total n = E i Fi datos y teniendo en cuenta que la frecuencia relativa
es fi = N, la media aritmética puede calcularse por cualquiera de
las dos fdrmulas que aparecen en la siguiente cadena de igualdades:

m= VXA _ Yk

Como se ve, la ultima féormula es analoga a la utilizada para el
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calculo tedrico de de la esperanza matematica de una variable aleato-
ria. En este caso la diferencia consiste en que las probabilidades son
reemplazadas por las frecuencias relativas calculadas no a partir de un
concepto tedrico, como la probabilidad, sino utilizando los datos de la
experiencia. Claro que la ley de los grandes nimeros autoriza a pensar
que la frecuencia relativa representa a la probabilidad y este hecho jus-
tifica que a veces se nombre a la esperanza matematica directamente
como media.

Cabe ademas realizar una aclaracion complementaria respecto del
célculo de la media. Cuando la variable es continua y se utilizan inter-
valos de clase en la distribucion de frecuencias, se toman las marcas
de clase como representantes de las mismas y con esos valores xi se
calcula la media segun las férmulas dadas.

La media aritmética tiene propiedades de linealidad similares a las
de la esperanza matematica pero ademas resulta de sencillo calculo. Sin
embargo, como medida de tendencia central, tiene dos inconvenientes.
El primero de ellos es que si la variable es cualitativa no puede aplicar-
se. En nuestro ejemplo de la bebida elegida por los pasajeros del avidn
¢como se calcularia y que querria significar un promedio de bebidas
sino una mezcla desagradable que no fuera ninguno de los casos posi-
bles de la variable? Un segundo problema que se presenta al calcular
la media aritmética es que resulta muy sensible a valores extremos. Si,
por ejemplo una clase tiene 5 estudiantes y sus notas de examen son
10, 10, 10, 10 y 1 respectivamente, esta claro que la tendencia central
es la de un curso excelente con estudiantes de 10, donde ademés hay
uno que no estudia nada. La media no refleja bien la tendencia pues
en este caso m = 10x4+1x1 = 8,2, nota que corresponde a un curso
sin dudas bueno pero no sobresaliente. La media se ha visto afectada
aqui por la lejania de la nota 1 respecto del grueso de los datos y no
expresa con exactitud la situacion.

Otra medida de tendencia central a menudo utilizada es la media-
na que es el dato ubicado en la posicion central una vez que todos los
datos han sido ordenados de menor a mayor. Supongamos por ejemplo
la serie ordenada de datos 1, 1, 3, 5 7, 7, 9. El valor central me = 5
es la mediana. Si la cantidad de datos fuera par se toma como me-
diana el promedio de los dos centrales. Obsérvese que la mediana es
de facil célculo siempre que los datos no estén agrupados en intervalos
de clase. Si esto fuera asi habria que usar una férmula interpolatoria
para calcularla, cuya presentacion no se hara en este caso. La mediana



Elementos de probabilidad y estadistica

tiene sin embargo una ventaja frente a la media: no es sensible a los
extremos. Si volvemos a considerar nuestro ejemplo del curso con 5
estudiantes de notas 10, 10, 10, 10y 1, ordenando los datos de menor
a mayor tenemos: 1 10 10 10 10. EIl dato ubicado en la posicidn tercera
es la mediana que, en este caso, representa la tendencia central mejor
que la media aritmética.

En una playa, un vendedor ha vendido 50 gorros rojos, 10 azules
y 5 verdes. Estdn de moda los gorros rojos. Precisamente la moda o
modo es la medida de tendencia central que se calcula como el caso o
valor de la variable que tenga mayor frecuencia absoluta. Aqui enton-
ces mo = rojo. Como se ve, el modo puede aplicarse para evaluar la
tendencia central cuando la variable es cualitativa y si el vendedor hu-
biera vendido también 50 gorros amarillos la distribucién tendria dos
modos. Hay en general distribuciones unimodales, bimodales, trimo-
dales, multimodales. Nada impide ademas aplicar el modo a variables
cuantitativas. En nuestro ejemplo de las notas de los 5 estudiantes el
modo seria mo = 10, que es la nota de mayor frecuencia y también
estaria revelando la tendencia central en forma adecuada.

Ejemplo 2: Utilizar los datos del Ejemplo 1 para evaluar media,
mediana y modo

Media aritmética:

_ EiXiFi _
m = N =
O0x3+1x5+2x9+3x15+4x10+5x6+6x%x 2
= 50
150 3
m=10 =3

Mediana: En un conjunto de n elementos ordenados (creciente o de-
crecientemente), la mediana es el valor que se encuentra en el centro.
Es decir, divide al conjunto en dos partes iguales, de manera tal que el
50 % de los datos es mayor o igual que la mediana y el 50 % restante es
menor o igual a esta. Si n es impar, entonces la mediana se encuentra

127



128

Cristébal R. Santa Maria - Claudia Soraya Buccino

en la posicién central, que es exactamente la posicion que separa los
datos en dos grupos de igual cantidad. Si n es par, entonces la media-
na sera el promedio entre los elementos que ocupan la posiciéon vy la
posicion n + 1

En este ejemplo podriamos extraer, de la tabla, todos los datos y
ordenarlos crecientemente:

00011111222222222333333333333333444444444455555566

Son 50 datos (cantidad par). Por lo dicho anteriormente, se debe
calcular el promedio de los datos que ocupan la posicién 25 y 26. Es
decir:

Sin embargo, podria ahorrarse esta ordenacion aprovechando la dis-
tribucion de frecuencias de la tabla. En la altima columna, se tienen
las frecuencias acumuladas. Si necesitamos encontrar el elemento que
ocupa la posicion central, bastard con buscar el primer valor de X, para
el cual la frecuencia acumulada, verifica:

v f >n

A ~ 2

es decir, 5
X/FF>7=25" me = 3

Modo: La moda o modo se define como el valor que mas se repite en
un conjunto de datos, o sea, el valor que ocurre con més frecuencia.
Puede suceder que no se presente un unico valor modal; por ejemplo.
podria ser bimodal, si tiene dos modas, multimodal, si tiene méas de
tres y podria no existir el modo si todos los valores se presentan sélo
una vez. En este caso, hay solo un valor que se repite 15 veces:

mo = 3
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5.4, M edidas de variabilidad

La variabilidad es la segunda tendencia que estudiaremos. Hay en
principio una variabilidad general establecida por el Illamado rango
o amplitud que es la diferencia entre el mayor valor observado de la
variable y el menor. Por supuesto nos estamos refiriendo a variables
cuantitativas pues, cuando se trata de atributos cualitativos, medir
la variabilidad se hace mas complicado y no consideraremos aqui ese
caso.

Mas alla de la variabilidad general citada, importa estudiar co-
mo varian los datos respecto de la tendencia central. Si se elige para
medir esta Gltima a la media aritmética, cada dato se desviara una
cantidad (xi —m). Si la frecuencia de cada dato es Fi y N = J2iFi
se podria intentar promediar la suma total de los desvios de la for-

ma ~ ¢l mP6 o bien, en forma equivalente, calcular E i (xi —m)i.
Como ocurre en la teoria de probabilidades cuando se considera una
formula similar, reemplazando la frecuencia relativa por la probabi-
lidad, tal cuenta compensarad cantidades positivas con negativas y se
hard 0. Andlogamente también puede definirse la desviacion media
haciendo DM = E i |xi —m| fi lo que derivara en las mismas dificul-
tades operatorias que se presentan en aquella teoria. La solucién a la
mano, para positivizar los desvios y hacer su sumatoria distinta de 0,
es nuevamente elevarlos al cuadrado. Se tiene asi una medida que se
denomina directamente varianza o variancia pero que ahora esta cal-
culada “a posteriori” de la experiencia de recoger los datos. Su férmula
es entonces:

o,
Var = SLOE-mzRi_ A L ;)

Las propiedades ya vistas para la varianza de variables aleatorias
son por supuesto validas aqui. En particular nos interesa sefialar la
formula de célculo andloga:

E, xjF, (£, XiFi' 2
var = " iNrFL - = £ x2f, - £ x,f,

Como en el caso de las variables aleatorias, los datos se dan en unidades
por lo cual la variancia calculada queda en esas unidades elevadas al
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cuadrado. Para subsanar este inconveniente se define el desvio estandar
como a = \JVar y entonces puede anotarse Var = a2.

Hay otras medidas de variabilidad general como, por ejemplo, el
rango intercuartilico. Si se consideran los datos ordenados de menor
a mayor se pueden definir los cuartiles. EI primer cuartil es el dato
ubicado en la cuarta parte de los mismos, el segundo cuartil es la
mediana y el tercer cuartil es el dato ubicado en las tres cuartas partes
de los datos ordenados. El rango intercuartilico es entonces el valor
absoluto de la resta entre el tercer y el primer cuartil. Como se ve, con
los datos ordenados de menor a mayor y divididos en cuatro partes
surgen tres cuartiles. En forma andloga al dividirlos en diez partes
surgen los deciles y al dividirlos en cien, los percentiles, medidas todas
que tienen algun uso en estadistica aunque solo las mencionamos aqui.

Ejemplo 3: Una compafia tiene veinte representantes de venta en
todo el pais. El numero de unidades que el dltimo mes vendid cada
representante result6: 232334243234 53333527

a) Graficar el comportamiento de esta poblacidon. Evaluar su media y
su desvio estandar.

Es conveniente agrupar los datos en una tabla, detallando en la
primera columna, cada uno de los datos y en la segunda columna su
frecuencia, es decir, la cantidad de veces que aparece dicho valor en el
conjunto. Esta es la distribucion de frecuencias de la variable “numero
de unidades vendidas”. Las frecuencias absolutas establecen la cantidad
de representantes que venden la respectiva cantidad de unidades.

X *(Unidades vendidas) F*
2 5
3 9
4 3
5 2
6 0
7 1
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Media aritmética poblacional:

E i Xifi 2X5+3x9+4x3+5x2+6x0+7x1 66 33
n= N = 20 =20= "~

Resulta importante observar que la media calculada no resulta una
cantidad entera de unidades pero es un valor tedrico que puede ser
utilizado tal como aparece para analisis comparativos y, en general,
para la toma de decisiones.

Desvio poblacional: Es la medida de la “variacion” de los datos con
respecto a la media. Es decir:

m El desvio es cero si todos los dato son iguales.

m El desvio es un nimero pequefio, si los datos son préximos entre
si.

m Puede aumentar significativamente si se introducen valores ex-
tremos.

'Ei (xi - m)2Fi

a=\VVar =
N
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/5(2 - 3,3)2+ 9(3 - 3,3)2+ 3(4 - 3,3)2+ 2(5- 3,3)2+ 1(7- 3,3)2
a Vv 20
IS,45 + 0,81 + 1,47 + 5,78 + 13,69 1302 00
=V 20 =V =N * 1,23

b) Tomar 5 muestras aleatorias de 5 representantes de ventas. Eva-
luar el promedio de ventas de cada muestra y el promedio de estos
promedios. Comparar con el promedio poblacional.

Mi:42527
4+2+5+2+7 20
mi = 5 =T =4
M2:33237
3+3+2+3+7 1S
m2 = 5 =Y :3,6
M3:32235
3+42+2+3+5 5
ma = 5 =T =3
M4:44233
4+ 4+2+3+3 16 00
m4 = 5 =5 =32
M5:43372
4+ 3+3+7+2 19 oc
m5 = = = ~T=3S

5 5

mi+ m2+ m3+ ms+ ms 4+ 36+ 3+ 32+ 38 17,6
m = 5 = 5 n-n =382

Obsérvese que la media poblacional es ji = 3,3 y que la media de
estas 5 medias muestrales da 3.52, un valor proximo.
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c) Tomar ahora diez muestras de 10 representantes de ventas cada una
y repetir los calculos y la comparacion.

Mi:5323244322

5+43+2+3+2+4+4+3+2+2 30
mi = lo =10

M2:5342333334

5+3+4+2+3+3+3+3+3+4 33
m2 = 10 = 10 = 373

M3:3337332323

3+3+3+7+3+3+2+3+2+3 32 00
m3 = 10 = 10=372

M4:2234233342

2+2+3+4+2+3+3+3+4+2 28 oc
ma = ro = 10 = 28

M5:3343432732

3 +3+4+3+4+3+2+7+3+2 34 0]
mb5 = 10 = 10 = 34

Me : 2343435322

2+3+4+3+4+3+5+3+2+2 3
me = 10 = 10 = 3)1

M7:3237433252

3+2+3+7+4+3+3+2+5+2 34
m7 = 10 = 10 = 34

M8:5372325332

5+3+7+2+3+2+5+3+3+2 35
m8 = 10 =10 =3/
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Mg :5333352337

5+3+3+3+3+5+2+3+3+7
10

M10: 2332334544

2+3+3+2+3+3+4+5+4+4

mio
10

3+33+32+28+34+31+34+35+37+33 327

3,27
10 10 '

d) Extraer conclusiones

Por un lado es importante notar, a partir de las muestras de tamafio
5tomadas en a), que la media es bastante sensible a valores extremos.
Esto se hace visible en todas las muestras, en la que aparece 7 como
valor més “atipico” Por otro lado, si bien la media muestral depende
de los valores particulares incluidos en la muestra, pudiendo variar de
una muestra a otra (mas notorio en el item a)) el promedio de las
mismas se acerca bastante a la media poblacional, en las muestras
de mayor tamafio (item b)). En general cuanto mayor sea el tamafio
muestral ocurrird que el promedio de las medias muestrales mas se
acercard a la media poblacional.

5.5. M edidas de asim etria

Por asimetria se quiere entender, precisamente, la pérdida de la
simetria en la distribucion de los datos. Por ejemplo, si la variable fue-
se continua y su distribucidn fuese similar a una funcién de densidad
de una variable aleatoria normal, cabria esperar un comportamien-
to simétrico y acampanado de las frecuencias. En tal ocasion debiera
ocurrir que la media aritmética calculada promediando los datos, la
mediana obtenida en la posicion central de los mismos y el modo re-
sultante del valor de la variable con mayor frecuencia, coincidieran
aproximadamente. Es decir la simetria implica la cadena de igualda-
des m = me = mo como se grafica en la figura 6:
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Figura 6.

il Frecuencia

Si por el contrario la distribucién es aproximadamente acampanada
pero no es del todo simétrica se pueden observar cualquiera de las dos
alternativas que muestran las figuras 7-a 'y 7-b:

Figura 7.
a) b)

En la figura 7-a, con el grueso de los datos a la derecha del potencial
eje de simetria marcado por el pico de la forma acampanada, se observa
que mo < me < m mientras que lo inverso ocurre en la figura 7-b,

m < me < mo, en la cual la parte mas grande de los datos queda a
izquierda del posible eje de simetria.
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Una relacion empirica, es decir obtenida a través de la observacion
de muchas distribuciones de frecuencia de forma mas o menos acampa-
nada y no del todo simétrica, indica que la distancia entre el modo y la
media suele ser aproximadamente el triple de la que hay entre la media-
nay la media. En formulas esto puede ponerse 3(m —me) & (m —mo).
Si se considera la figura 7-a es claro que m —mo > 0 y podemos ha-
blar entonces de signo de asimetria o sesgo positivo. Mientras que en
la figura 7-b el signo de asimetria es negativo ya que m —mo < Q.

Con esto bastaria para caracterizar la asimetria si no fuera porque,
como ya hemos visto, las variables pueden tener mas de un modo,
es decir ser multimodales. Esta complicacion se zanja apelando a la
relacion empirica apuntada que permite utilizar la mediana en vez del
modo. Asi, dividiendo ademas por el desvio estdndar para tener un
coeficiente relativo a él y de cardcter adimensional pues las unidades
se eliminan, se define el coeficiente de asimetria:

CA = 3(m - me)
a

cuyo signo marca ademas el sesgo. Claramente si CA = 0 resulta que
hay simetria pues se estaria en la situacion descripta por la figura 6.
En cambio en la medida en que crece en valor absoluto CA la asimetria
es mayor.

Ejemplo 4: Si el 66.67 % de los valores de una variable x estan
a la derecha de la media ¢Cudl es el signo de asimetria?

El coeficiente de asimetria es un pardmetro que permite establecer
el grado de asimetria que presenta una distribucion de frecuencias de
datos. Una distribucion es simétrica, si existe el mismo numero de
valores a la derecha que a la izquierda de la media. Tal lo que ocurre.
por ejemplo, en una distribucion exactamente normal de los datos.
En general, para que una distribucion sea simétrica, debe suceder que
m = me = mo. Obsérvese que esto implica que CA = =0
Si mo < me < m, que es el caso de la figura de abajo, el signo de
asimetria viene dado por m —mo > 0, es decir positivo:
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Sin embargo, en el problema que estamos analizando el 66,67% de
los datos se encuentra a derecha de la media y por lo tanto uno de ellos
debera ser la mediana, que es el dato que deja exactamente 50 % para
cada lado. Esto quiere decir que m < me. Si la distribucion “se porta
bien” debe ser suave, acampanada y cumplirse que m < me < mo.
Por lo tanto el signo de asimetria que resulta de m —mo es negativo.
La figura de abajo muestra el caso:

ai Frecuencia

5.6. Ejercicios

Ejercicio N°1*: El Director de Ingreso a una Universidad tiene los
puntajes obtenidos por 20 alumnos en un examen: 98 65 70 62 85 71
56 72 90 51 59 79 66 80 94 55 79 62 63 73
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a) Elaborar una distribucion de frecuencias por clases.

b) Realice un histograma y un poligono de frecuencias con los datos
agrupados en clases.

c) ¢Qué tipo de variable estd considerando?

Ejercicio N°2*: Una azafata fue anotando las bebidas que sirvio a los
pasajeros de un avion (una por pasajero): café, café, café, agua mineral.
agua mineral, jugo, agua mineral, te, agua mineral, agua mineral, café,
agua mineral, te, jugo, jugo, café, agua mineral, café, jugo, café, café,
agua mineral, te, te, agua mineral, jugo, café, agua mineral, café, café.

a) ¢Qué tipo de variable esta considerando?

b) Organice la distribucion de frecuencias absolutas, relativas y por-
centuales.

c) Realice un grafico de barras y otro de pastel.

Ejercicio N°3: Dados los datos de los ejercicio 1y ejemplo 1 evaluar
en cada caso:

a) Media, mediana y modo.

b) Rango, desvio estandar y desviacion media.
c) Cuartiles.

d) Coeficiente de variacion CV = m.

e) Coeficiente de asimetria.

Ejercicio N°4: Si se tienen dos distribuciones campaniformes y sime-
tricas tal que la primera de las cuales tiene modo = 16y Var = 4y
la segunda mediana = 12 y desvio estandar = 2 ;Cuél de ellas tie-
ne mayor dispersion relativa y cual mayor dispersidon absoluta? Usar
coeficiente de variacion.

Ejercicio N°5: Si  1xi= 28y 1xi2 = 140 determinar la media y
la desviacion estandar de los valores de x.



Capitulo 6

Estimacion de parametros
poblacionales

6.1. Introduccion

Hasta aqui se han analizado las tendencias poblacionales y se han
establecido medidas que permiten cuantificarlas. Las medidas de la
tendencia central, la variabilidad o la asimetria se calculan conociendo
el valor de la variable respectiva para todos los individuos o instancias
que integran la poblacion. Sin embargo esta situacion, en la mayoria
de los casos, dista de ser real pues muchas veces por razones de costos,
otras muchas por el tamafio de la poblacidon o porque las mediciones
implican la destruccion del objeto a medir, se hace dificil o aun im-
posible conocer el valor de la variable para cada individuo. Como de
todas formas las tendencias deben establecerse se recurre a muestras,
pequefios subconjuntos de la poblacion, para estimar los valores de los
pardmetros poblacionales que las expresan. Este proceso, denominado
en general inferencia estadistica, requiere el célculo de un estadistico
o estimador, a partir de los datos de la muestra, para estimar el va-
lor del pardmetro poblacional con cierto margen de error o con cierta
probabilidad de acierto. Por supuesto, el tamafio de la muestra juega
un papel importante asi como también lo hace la exactitud con que se
conozcan los valores de otros parametros de la misma poblacidn.

Por ejemplo, para estimar la altura media n de los estudiantes de la
Universidad se mide la altura de 25 estudiantes del curso de Probabili-
dad y Estadistica. A continuacion se calcula la media para esa muestra
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que supongamos es X = 1,69. X es un estimador de i. La primera re-
flexién que hay que hacer es que, quizds, la altura media poblacional
no sea exactamente i = 1,69 y que si se hubiera tomado la mues-
tra integrada por los 30 alumnos del curso de Economia, el promedio
muestral de altura podria resultar X= 1,71 con lo cual tendriamos un
valor estimado de i distinto. Es decir, la estimacién puede no dar un
valor exacto y lo que suele hacerse es evaluar la probabilidad de que el
valor obtenido para el estimador muestral represente adecuadamente
al valor del pardmetro poblacional. En general se tiene el esquema de
la tabla 1:

Tabla 1
Poblacién/Parametro  Muestra/Estimador
Media i X
Varianza a2 s2
Desvio Estandar a S
Proporcion p f

Estos no son, por supuesto, todos los parametros y estimadores que
puedan interesar, pero son los mas comunes e importantes. En ver-
dad, cada tendencia poblacional puede estar expresada por distintos
pardmetros y a su vez cada uno de ellos puede tener diferentes for-
mas de estimacion. Conviene aclarar ademéas que el valor que adopta
un estimador suele estar relacionado no solo con el valor del parame-
tro respectivo sino también con los valores conocidos o desconocidos
de otros parametros poblacionales. Por ejemplo; si en la realidad hay
gran variabilidad entre las alturas de los estudiantes de la Universi-
dad, es decir varianza grande, dos muestras distintas podrian arrojar
promedios X bastante distintos también. En cambio si la variabilidad
poblacional fuera poca esos promedios deberian parecerse mucho mas.
Es claro entonces que conocer la variabilidad, por ejemplo el desvio
estandar poblacional, puede ser util para evaluar el error con que el
promedio muestral X estima la media poblacional i. Desde otro an-
gulo, el conocimiento de la variabilidad real poblacional puede ayudar
a determinar el tamafio que debe tener la muestra cuando se desea
cometer, en la estimacion, un error pequefio prefijado.

Otra cuestion importante es la de las formulas de los estimado-
res, pues no siempre estos se calculan con iguales expresiones a las
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que se usarian para calcular los pardmetros. Ademas en el proceso de
inferencia a veces se realizan suposiciones sobre el comportamiento
poblacional que son Utiles para enmarcar el problema, pero que simul-
tdneamente introducen una cuota de error. En suma podriamos decir
que la inferencia estadistica es un arte, no una ciencia deductiva, que
involucra la forma de la inferencia y una medida de su bondad.

6.2. Los estimadores y sus propiedades

Si se considera la media muestral resulta claro que para cada mues-

tra, atn del mismo tamafio, el valor de X depende de la eleccién azarosa
de los individuos que la integran. De tal modo se comprende que ca-
da valor posible de X tiene una cierta probabilidad de ocurrencia y
que, por lo tanto, X es una variable aleatoria con una determinada
distribucion de probabilidad. Lo mismo ocurre para otros estadisticos
que estiman otras tendencias poblacionales. Cabe entonces hacerse la
pregunta general: ¢dado un estimador muestral de un parametro po-
blacional determinado, cual es su distribucion de probabilidad?

En el caso del estimador X de la media poblacional i, la respuesta
puede obtenerse a partir del teorema del limite central presentado en
el capitulo 4. Sin pretender una demostracidon exhaustiva, volvamos
al ejemplo de las alturas de los estudiantes y consideremos que ca-
da individuo que integra la muestra de tamafio n es elegido en forma
independiente. De tal forma, el valor x que adopte su altura es una
variable aleatoria. Es decir X = n E "=i Xi es la suma de n variables
aleatorias independientes dividida por n. Como vimos, el teorema ase-
gura que para n suficientemente grande (n * to) la distribucion de
tal suma es normal. Luego de algunas otras consideraciones se obtie-
ne entonces como conclusion que, para n suficientemente grande, X se
distribuye normalmente con esperanza E(X) = i y desvio estandar
aj¢, = donde i y a son la media y el desvio estdndar poblacionales
respectivamente. Claramente si crece el tamafio muestral n, disminui-
ra el desvio estandar en la distribucion de la media muestral X segln
se ve en la figura 1. En la practica, esto significara que una creciente
cantidad de muestras arrojara valores de X cada vez mas cercanos a ji.
Tal efecto se constata para un mismo intervalo alrededor de la media
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poblacional j, pues conforme va creciendo n cada vez la probabilidad
se concentra mas sobre él.

Figura 1.

Hay que notar que el resultado obtenido acerca de la distribucion
del estimador X no depende de las caracteristicas de la distribucidn
poblacional. Es decir, la variable poblacional x puede tener cualquier
distribucion de media j y desvio estdndar a, que no necesariamente
sea normal, y de todas formas X tendra el comportamiento apuntado,
siempre que el tamafio muestral n sea el suficiente.

De acuerdo con lo expuesto X resulta un buen estimador para la me-
dia poblacional j pues, ademas de resultar funcion lineal de los datos
de la muestra, tiene la interesante propiedad de ser insesgado. Esta es
la forma técnica de describir aquella situacion por la cual, precisamen-
te, el valor esperado del estimador coincide con el valor poblacional del
pardmetro que quiere estimarse. En este caso, como vimos, E(X) = j.
Un estimador para el que esto no ocurriera, es decir no pasara que su
valor esperado fuera el del parametro poblacional buscado, se denomi-
naria sesgado y no seria tan buen estimador. En general se entiende
que dado un parametro d a estimar, el mejor estimador d sera aquel
que sea lineal respecto de los datos muestrales, insesgado y de varianza
minima. Sin embargo, puede ocurrir que para ciertos pardmetros no
se hallen estimadores que cumplan simultdneamente con estas tres ca-
racteristicas. A veces también se tiene en cuenta una cuarta propiedad
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deseable expresada como sigue: el estimador O converge “en probabi-
lidad” al parametro 0. Esto quiere decir que en la medida que crece
el tamafio de la muestra, la probabilidad de que el valor del estima-
dor se acerque tanto como se quiera al del parametro, tiende a 1. En
simbolos:

nILr»n(DProb 0-0 <e =1

La estimacion de la varianza o del desvio estdndar se apoya en re-
sultados bien conocidos pero no tan simples como los que permiten
construir el estimador de la media de una poblacion. Hace falta, pa-
ra comenzar, definir la variable aleatoria chi-cuadrado (o ji-cuadrado).
Esta variable es la suma de los cuadrados de n variables aleatorias nor-
males de esperanza 0y desvio estdndar 1segln: x2= X2+ X |+ ... Xn.
Claramente resulta x2 > 0. Las expresiones de la funcién de distribu-
cion y la correspondiente funcidn de densidad no van a ser usadas en
este libro introductoriol, aunque a titulo ilustrativo se muestra la for-
ma de la funcion de densidad en la figura 2. Como se ve la distribucion
no es simétrica y es distinta de cero sélo cuando x2 > O:

Figura 2

014
012

0.1
0.08
0.06
0.04

0.02

Por razones anélogas a las apuntadas cuando se mencion6 a la distri-
bucién normal, las probabilidades acumuladas para una variable alea-
toria x 2 se tabulan segun se muestra en la tabla 1 que reproduce un
fragmento de la tabla adjuntada como Anexo C.

xUna deduccion de esas formulas puede verse en Harald Cramér: Teoria de probabili-
dades y aplicaciones, Aguilar, pp. 131-134
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Tabla 1 i
ji-cuadrado Area de la cola, a
alv 0.300 0.200 0.100 0.050 0.025 0.010 0.005
1 1.07 164 271 38 502 663 788
2 241 3.22 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60
3 366 464 625 781 935 1134 1284
4 4.88 5.99 7.78 9.49 1114 1328 14.86
5 606 729 924 1107 1283 1509 16.75

En la primera columna se encuentra el namero de variables normales
sumadas que integran la variable aleatoria x 2, al que por razones que
veremos enseguida denominamos numero de grados de libertad. En la
primera fila se listan los distintos valores de areas bajo la curva en la
region sombreada de la figura 3:

Figura 3.

Los valores que se encuentran en el interior de la tabla corresponden
a las abscisas a partir de las cuales se acumula el &rea a para cada uno
de los grados de libertad v.

La relacidn existente entre la variable aleatoria x 2y la estimacidn de
la varianza poblacional a2 queda expresada por el siguiente resultado.

Propiedad 1: Sea una muestra aleatoria X 1, X2,..., X n de una varia-
ble aleatoria X , cuya esperanza es j y su varianza a2. Sea la cantidad
s2=n h " n=i (xi —X)2. Se tiene que:
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a) E(s2) = a2

b) Si X se distribuye normalmente, se cumple que Xn-i = n-2rs2
(El subindice n —1 indica los grados de libertad de la variable
X2 correspondiente)?2

Como se intuye s2 es el estimador de la varianza poblacional a2
que resulta insesgado por la parte a) de la propiedad. En cuanto al
punto b), bajo la condiciéon de comportamiento normal de la variable
aleatoria X , el estimador s2 multiplicado por la constante n-2L tiene
una distribucion chi-cuadrado con n —1 grados de libertad. EIl término
grados de libertad surge naturalmente cuando se considera que las
cantidades (x* —x) no son todas independientes pues como ya hemos
visto la suma de todos estos desvios es 0 y entonces conocidos n —1
de ellos el n-ésimo surge de despejarlo en la ecuacion:

(X1—X) + x2—X) + ... + (xn —X) = X1+ X2+ ... + xn—nX =0

De esta forma también resultardn independientes solo n —1 de los
cuadrados (x* —x)2. En definitiva sélo hay n —1 términos indepen-
dientes o libres y de ahi el nombre grados de libertad que se da a la
cantidad de variables que forman la X8-1 correspondiente a un s2 que
suma n desvios observados en total.

Hasta aqui hemos construido estimadores para la media y la varian-
za poblacional. En el caso de la media, el estimador x se distribuye

normalmente y puede estandarizarse haciendo z = n de
tal forma que asi se distribuya normalmente pero con media 0 y des-
vio estandar 1. Debe tenerse presente que i y a son la media y el
desvio estdndar poblacionales respectivamente. Cuando el desvio es-
tandar poblacional no se conoce debe ser estimado por s = Vs2ya que

s2 es el estimador de la varianza. En ese caso quedaria = ix*-"i y cabe
\/n

preguntarse entonces si la distribucion de esta variable sigue siendo
normal. Ante esto, en primer lugar hay que sefialar que la estimacion
s requiere como hipotesis que la variable aleatoria X sea normal, supo-
sicién que no hicimos cuando construimos el estimador x y dedujimos
su distribucidn. La segunda cuestion importante es que si la muestra

2Un desarrollo mas exhaustivo de esta propiedad puede verse en Paul Meyer, ob.cit.,
p. 282.
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tiene pocos elementos esto redundard en una estimacidn pobre de la
varianza y el desvio estandar poblacionales. En realidad solo para un
tamafio muestral n > 30 suele considerarse que el estimador construi-
do con el desvio estdndar estimado s tiene un comportamiento similar
al normal. Es decir, aquella expresion “para n suficientemente grande”
que se citd cada vez que se utilizd el teorema del limite central, para
justificar el comportamiento normal de una suma de variables inde-
pendientes, adquiere aqui una forma préctica convencional. Con base
empirica y observacional se considera que una muestra es grande si
n > 30, y se la juzga pequefia si n < 30. Ahora bien; si la muestra es

pequefia ,como se distribuye entonces el estadistico t = ? La res-
\/n

puesta fue dada por William Gosset, estadistico britdnico y empleado
de la cervecera Guinnes, quien en 1908 publicé su trabajo en referen-
cia a este problema bajo el pseudénimo de Student. Desde entonces
se dice que el estadistico t, til cuando las muestras son pequefias y
no se conoce la varianza de la distribucion, tiene una distribucion t de
Student. A nuestros fines no resultara importante conocer las formulas
de la funcion de distribucién o la de densidad3 . En forma muy similar
a lo realizado para la variable chi-cuadrado, la distribucion de la t de
Student se tabula teniendo en cuenta los grados de libertad involucra-
dos en la estimacion de s. La tabla 2 reproduce una parte de la tabla
de lat de Student anexada en el Anexo B al final del libro:

Tabla 2.
r G75 G8G G8 GG G99 G975 G99 (G.995
I 1000 1376 1963 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657
2 0816 1061 1386 1.886 2920 4303 6.965 9.925
S 0765 0978 1250 1638 2353 3182 4541 5841
4 0741 0941 1190 1533 2132 2776 3747 4.604
5 0727 0920 1156 1476 2015 2571 3365 4.032

En la primera columna se encuentra el nimero de grados de libertad
con que se ha estimado s. En la primera fila se listan los distintos
valores 1—a de areas bajo la curva en la region sombreada de la figura
4:

3La formula para la funcién de densidad de probabilidad de la variable t puede verse
en Paul Meyer, ob.cit., p. 314.
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Figura 4.

1—a

Los valores que se encuentran en el interior de la tabla corresponden
a las abscisas hasta las cuales se acumula el &rea 1—a para cada uno
de los grados de libertad.

Finalmente es interesante observar, en la figura 5, que la distribu-
cion t de Student tiene colas un poco méas gruesas que la normal por
efecto de la mayor variabilidad que se presenta en las muestras chicas.
De acuerdo a como va creciendo el tamafio muestral n, se va verifican-
do un comportamiento de lat de Student cada vez més parecido al de
la normal.

Figura 5.

distribucién normal de z

A modo de resumen de esta seccion digamos entonces que hemos
visto, el estimador utilizado para la media poblacional con distribucién
normal, el estimador utilizado para la varianza y el desvio estandar
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que multiplicado por una constante se distribuye chi- cuadrado y el
efecto que se produce sobre la distribucion del estimador de la media
poblacional, al desconocer la varianza, lo que conduce a la variable t
de Student. Vimos también propiedades deseables para un estimador
y en particular la importancia de que no tenga sesgo. Con las ideas
expuestas estamos ahora en condiciones de realizar la estimacion de
parametros.

6.3. Estimacion de parametros

En el proceso de inferencia estadistica se relacionan implicitamente
tres distribuciones. La primera es la distribucién de la variable po-
blacional cuya forma general suele desconocerse y a veces es necesario
suponer. El objetivo de la inferencia es precisamente establecer valores
probables para sus parametros desconocidos. La segunda distribucion
involucrada es la que corresponde internamente a la muestra y que
por ende es enteramente empirica. A partir de ella pueden calcularse
los estimadores necesarios para evaluar los parametros poblacionales.
La tercera distribucion es tedrica, de probabilidad, y corresponde al
estimador que se utilice. En ella, como resultado tedrico verdadero, se
apoya la inferencia. Es decir; el proceso de inferencia vincula la distri-
bucién muestral, empiricamente conocida, con la poblacional a través
de la distribucidn tedrica del estimador.

Una vez obtenida una muestra de tamafo n, la forma mas directa
y elemental de estimar un pardmetro poblacional es calcular direc-
tamente el valor de su estimador. Este procedimiento se denomina
estimacion puntual y, en principio, tiene el inconveniente de no apor-
tar simultdneamente una medida de la bondad de la estimacion que
realiza. Para adquirir una idea del error que puede estarse cometiendo
se calculan cotas de error sobre la base de consideraciones empiricas.
Por ejemplo; para estimar una media poblacional j se utiliza el esta-

distico X = n %que, como ya hemos visto, tiene una distribucidn
normal con E(X) = j y desvio estandar a; = . Ocurre que el valor

obtenido de X es uno de los posibles alrededor de j 6, en el mejor de
los casos, el propio j. Calculado el promedio muestral se esta en la
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situacion que ejemplifica la figura 6:

Figura 6.

Sabemos, por la regla empirica acerca de la probabilidad normal,
que para el intervalo formado por dos desvios estandar desde la media,
a izquierda y derecha, la probabilidad correspondiente es mayor que
0.95. Entonces la probabilidad de que un valor promedio observado
caiga dentro de ese intervalo es mayor que 0.95. Hay una muy alta
probabilidad de que el promedio muestral se encuentre dentro del in-
tervalo [y —2ax,y + 2ax\. Es decir; con probabilidad mayor que 0.95
debe ocurrir que |y —x| < 2ax. Por lo tanto es poco probable que el
error y —x que se cometa al estimar sea mayor que 2ax y entonces
se adopta el valor 2ax como cota del error de estimaciéon. En resumen
la estimacién puntual es: y & x + ~n Obsérvese la importancia que
ha tenido en este proceso el hecho de que el estimador fuese insesgado
pues se trabaja alrededor de su valor esperado.

Otro enfoque de la estimacidn de parametros poblacionales es el de
los intervalos de confianza cuyas estimaciones se denominan por ello
intervalicas. El procedimiento general consiste en suponer primero que
el valor obtenido por el estimador calculado a partir de la muestra es,
efectivamente el correspondiente al pardmetro. A partir de esto y uti-
lizando el valor del estimador obtenido como centro, se construye un
intervalo con dos extremos denominados L1C, limite inferior de con-
fianza, y LSC, limite superior de confianza. Entonces para tal intervalo
se acumula una cantidad de probabilidad 1 —a, quedando a en cada
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cola de la distribucion. Nuevamente ejemplifiquemos con la estimacion
de una media poblacional. Obtenida la muestra de tamafio n, calcula-
mos el estimador. Si suponemos que este es efectivamente i, debera ser
el valor central de la campana de Gauss que representa la distribucion
del estimador como puede verse en la figura 7:

Figura 7.

Ahora bien, el verdadero valor del parametro poblacional i debera
ser uno de los valores del eje de abscisas de la gréfica y por lo tanto la
probabilidad de que el intervalo [LIC, LSC] contenga al mismo, sera
1—a. En simbolos P (LIC <i <LSC) = 1—a

Los valores hasta aqui desconocidos de los limites de confianza pue-
den conocerse al estandarizar la variable pues 1—a,0 si se piensa
en la tabla de la distribucién normal tal como est4 adjuntada el Apén-
dice, es una probabilidad o nivel de confianza que se fija de antemano
y que usualmente se expresa en forma porcentual. En la figura 8 se
aprecia como los valores de LIC y LSC se transforman al estanda-
rizarlos en cantidades indicadas como —za y 2a que dejan en ambas
colas precisamente cantidades g de probabilidad.
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Figura 8.

En férmulas:

LIC —X LSC —X
—2a = Za =
2 GO

—
—h
=13

despejando se obtiene:

LIC = x —za-2 y LSC =x+za—
2J > XPA

=13

Por lo tanto, finalmente tenemos:

AN a - °_ _
P x—Za " <U<x+Za—= =1—a
2\fn“' 2\fn

Resulta entonces que el intervalo
a la media poblacional ji con una probabilidad 1—a.

contiene

Consideremos el siguiente ejemplo. Se tiene una muestra de tamafio

n = 36 de una poblacién cuya distribucion y media son desconocidas.
El promedio muestral es x = 6 y se sabe que la varianza poblacional
es a2 = 9. Si se desea establecer un intervalo de confianza del 95 %
para la media poblacional, se debe proceder como sigue. Como 95 % de
confianza implica una probabilidad 1—a = 0,95 se tiene que a = 0,025.
En la tabla de la distribucién normal estandar se busca entonces la
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abscisa cuya probabilidad acumulada desde 0 hasta ella es 0.4750. Esta
abscisa es 22 = 1,96 y por simetria —22 = —1,96. Ahora se calcula
entonces el intervalo:

3 3
LIC = 6—196 X =502y LSC =6+ 196X = 6,98
36 36

De acuerdo a esto escribimos P (5,02 <y < 6,98) = 0,95 lo que signi-
fica que con una confianza del 95 % el intervalo [5,02 ; 6,98] contiene a
la media poblacional y.

Al estimar la media poblacional si la muestra es pequefia, n < 30 ,
y no se conoce la varianza poblacional, el intervalo de confianza puede
construirse utilizando la distribucién t de Student con n —1 grados de
libertad. Queda entonces:

P 1x —ta-A <y < Xx+ta-A )=1 —a
\% 2vn~"~ - 2y/nj

Sin embargo, hay que sefialar que tanto mejor serd la estimacion in-

tervalica cuanto mas se acerque a la normal el comportamiento de la

variable aleatoria pues, como vimos, la distribucién t del estadistico

media muestral se produce bajo el supuesto de que la poblacion se
distribuye normalmente.

Para establecer, a partir de una muestra de tamafio n, una estima-
cion intervélica de la varianza poblacional a2 hay que tener en cuenta
la relacion que la liga al estadistico s2 a través de la variable chi-

cuadrado con n —1 grados de libertad. Como x2 = s2 se tiene
que a2 = s2 y por lo tanto para una confianza del (1 —a)%
resulta:
(n - 1)s2 ren (n- 1)s2
2 2
X1 x1- a

Como en ambas fracciones el numerador es el mismo, esta claro que
el denominador en la férmula del limite inferior debe ser mayor que ese
nimero en la expresidn del limite superior. Por eso el valor de xa es la
abscisa que deja a derecha una probabilidad a o, lo que es lo mismo,
que corresponde a una probabilidad 1—f a izquierda, y similarmente
X2_a deja a derecha la probabilidad 1 —ff.
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Ejemplo 1: La longitud de los pernos fabricados por una maquina
se distribuye normalmente. Se toma una muestra aleatoria, se los mi-

de, resultando los siguientes valores en cm: 2.84 2.92 2.80 2.79 2.90
2.90 Determine:

a) Un intervalo de confianza del 90% para la longitud media.

Se pide estimar un parametro poblacional, en este caso la media, a
través de una muestra de tamafio n = 6. Es posible, a partir de ésta,
obtener la media muestral:

2,84 + 292+ 280+ 279+ 29 +290 17,15

X = = - 286

y el desvio muestral:

E (i —xf (284—286)2+ (292 —2.86)2+ (280 —2,86)2,
n o1

+(2,79 —2,86)2 + (2,90 —2,86)2 + (2,90 —2,86)2 w 0 00314
5

s = Vs2w " 0,00314 w 0,056

Como se trata de una variable aleatoria normal, pero no se conoce el
valor del desvio poblacional, es entonces necesario observar el tamafio
de la muestra. Al ser una muestra chica (n < 30) se debe utilizar
la distribucion t-student para obtener el intervalo de confianza (si la
muestra fuera grande se podria utilizar la distribucién normal):

S S
x —i(n-1,1-a) , x + t(n-1,1-a)

Se pide un intervalo de confianza del 90 %, entonces 1—a = 0,9
a = 0,1 gréaficamente:
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entonces 1 —ff = 0,95 que también se puede representar gréfica-
mente:

£(5:0.95)

Utilizando la tabla de distribucion t-student buscamos t5;095, es
decir, el valor de t para el cual el &rea a la izquierda es de 0,95, con 5
grados de libertad:
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0.75 080 085 090 095 0975 099 0.995
1000 1376 1963 3.078 6314 12706 31.821 63.657
0816 1061 138 1886 2920 4303 6965 9.925
0.765 0978 1250 1.638 2353 3182 4541 5841
0.741 0941 1190 1533 2132 2776 3747 4604
0.727 0920 115% 1476 2.015 2571 3365 4.032

g wWN R s

Obteniéndose el intervalo de confianza:

Este intervalo contiene la longitud media, con una confianza del 90%.
b) Un intervalo de confianza del 95% para el desvio poblacional.

Como se ha dicho anteriormente, se trata de una variable aleato-
ria normal, pero no se conoce el valor del desvio poblacional. Para
hallar un intervalo de confianza para la varianza se debe utilizar la
distribucion ji-cuadrado:

(n—1) w2 (n—1) w2
X(n-1;a) X(n-1;1-a)

Por lo calculado en el item anterior, con s2 w 0,00314 y n = 6 se
obtiene el intervalo de confianza para la varianza:

5 x 0,00314 5 x 0,00314
o2
X%5;0,025) X(5,0,975)
Utilizando la tabla de distribucion ji-cuadrado se busca x25,0 025),
es decir, el valor de x2 para el cual el area a la izquierda es de 0,975,

y a la derecha es de 0,025 con 5 grados de libertad:
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vV f
(5;0.025)

Observacion: Buscamos el valor 0,025 en la tabla ya que la tabla
con la que estamos trabajando utiliza el area determinada a la derecha

y no a la izquierda.

ji-cuadrado Area de la cola, a
alv 0.300 0.200 0.100 0.050 0.025 0.010 0.005
1 1.07 1.64 271 3.84 5.02 6.63 7.88
2 241 3.22 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60
3 3.66 4.64 6.25 7.81 935 1134 1284
4 4.88 5.99 7.78 949 1114 1328 14.86
5 6.06 7.29 924 11.07 12.83 1509 16.75

Debido a que la curva no es simétrica, para encontrar el otro extre-
mo del intervalo, se busca de forma analoga , es decir, el valor de para
el cual el area a la izquierda es de 0,025, y a la derecha es de 0,975 con
5 grados de libertad:
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(5;0.975)
ji-cuadrado Area de la cola, a
alv 0.995 0.990 0.975 0.950 0.900 0.800 0.700
1 000 000 000 000 002 006 015

0.01 0.02 0.05 0.10 021 0.45 071
0.07 011 0.22 0.35 0.58 101 142
021 0.30 0.48 0.71 106 165 2.19
041 0.55 0.83 115 161 2.34 3.00

abdbwnN

El intervalo obtenido es para la varianza, pero se pidié el intervalo
de confianza para el desvio. Para ello se debe, entonces, obtener la raiz
cuadrada de los extremos del intervalo, recordar que el desvio es la
raiz cuadrada de la varianza:

(v 0,00122; ~0,01892) « (0,035; 0,138)
Este intervalo contiene el desvio poblacional, con una confianza del
95%

Otros parametros pueden ser estimados con similar técnica. En el
ejemplo siguiente se construye un intervalo de confianza para una pro-
porcién poblacional.
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Ejemplo 2: Se quiere estimar la proporcion de articulos defectuosos en
un proceso de manufactura. Se extraen 400 articulos al azar, encontrandose
10 defectuosos. Halle un intervalo de confianza para el porcentaje de defec-
tuosos, cona = 0,1

P = 400 = 0,025 es la proporcion de éxitos de la muestra y el intervalo
de confianza para el pardmetro binomial p estd dado por:

/ @4 g
VA AR

Donde za es el valor de z que deja un area de ff a la derecha. Sia = 0,1
entonces f = 0,05

Recordando que la tabla de distribucion normal estandar del Anexo A
da el area bajo la curva desde 0 hasta z, se busca el valor de z tal que dicha
area sea de 0,5 —0,05 = 0,45. El valor de z buscado, resulta:

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
1.4 04192 04207 04222 04236 04251 04265 04279 0.4292
15 04332 04345 04357 04370 0.4382 04394 04406 0.4418
1.6 04452 04463 04474 04484 0.4495 04505 04515 0.4525
1.7 04554 04564 04573 04582 04591 04599 04608 0.4616
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Como hay dos valores que estdn igualmente proximos a la probabilidad
buscada, y son 1.64 y 1.65, tomamos entonces el valor de 2 que se encuentra
entre los dos, es decir: 2 = 1,6450

(0,025 —1,645/°24 X r"; 0025+ 1.645/°0%5 X ")~ °'OM>

Este intervalo contiene el porcentaje de articulos defectuosos, con una
confianza del 90 %

También puede realizarse una estimacion sobre la diferencia existente
entre medias de distintas poblaciones. Para ello es necesario obtener una
muestra de cada poblacion, calcular el estimador de la media muestral de
ambas y armar la diferencia.

Ejemplo 3: Se prueban dos férmulas diferentes de un combustible oxi-
genado para motor en cuanto a octanaje. La dispersion para la Formula 1
esal= 15 y para la Formula 2 es al= 1,6. Se prueban dos muestras alea-
torias de tamafio n1 = n2 = 40. Los octanajes promedios observados son
x1= 89,6 yx2= 925. Construir un intervalo de confianza del 95% para la
diferencia en el octanaje promedio

El intervalo de confianza para la diferencia entre medias esta dado por:

X§—X2—28\/i1 ¥ fi2ix1—*24 28\ g it

También se puede escribir:

Se pide un intervalo de confianza de 1—a = 0,95 a = 005" 2 =
0,025 Donde 2a es el valor de 2 que deja un area de 2 a la derecha. Se busca
en la tabla de distribucion normal estandar, el valor de 2 que deja un area
de 0,5 —0,05 = 0,475 desde el centro hasta 2. El valor buscado es 1,96.
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z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
1.7 04554 04564 04573 04582 04591 04599 04608 0.4616
1.8 04641 04649 04656 04664 04671 04678 04686 0.4693
19 04713 04719 04726 04732 04738 04744 04750 0.4756
20 04772 04778 04783 04788 04793 04798 0.4803 0.4808
2.1 04821 04826 04830 04834 04838 04842 04846 0.4850

Entonces:

/ 15 162\
V89,6 —925t 196a | T + ~46j ~ (29T 0,347) « (2,55; 3,25)

Este intervalo contiene la diferencia de octanaje promedio, con una con-
fianza del 95 %

6.4. Estimaciéon por maxima verosimilitud

Hasta aqui hemos trabajado con los estimadores de parametros pobla-
cionales haciéndolos surgir por analogia con las expresiones de calculo de
las medidas de tendencia central y variabilidad analizadas en el capitulo 5.
En realidad las fdrmulas para estos estadisticos se obtienen tedricamente de
distintas maneras. EI método de momentos de K. Pearson4 se suele emplear
por la sencillez de los calculos que involucra. Sin embargo los estimadores
que se obtienen a partir del método de maxima verosimilitud desarrollado
por R. A. Fischer suelen ser méas eficientes. A continuacion veremos en que
consiste tal método.

Sea x1,x2,..., xn una muestra de n valores de una variable aleatoria
X . Como claramente cada valor xi es uno de los posibles de la variable x
con una cierta probabilidad de ocurrencia, puede pensarse que la muestra se
compone con cada uno de los valores que han tomado n variables aleatorias

X\,X2,...,%Xn. Se supone ademas que cada eleccion de un valor muestral
xi se ha realizado en forma independiente de todas las otras, de forma tal
que las variables X i,x2,... ,Xxn son independientes.

Supongamos ahora que la distribucion de probabilidades de cada Xi, que
en definitiva es la de x en los n casos, depende de un cierto parametro 6

4Véase por ejemplo Paul Meyer, ob.cit., p. 217.
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que interviene en su férmula como interviene, por ejemplo, la media i en la
normal, la proporcién p en la binomial o el pardmetro a en la exponencial.
Entonces podemos armar la distribucion de probabilidad conjunta de las n
variables que dependen todas del pardmetro 6 por medio de la expresion:

L(Xi,X2, ...,Xn,6) = f(Xi,6)f(X2,6)... f(Xn, 6)

Aqui cada f (Xi,6) es la funcién de densidad de cada variable aleatoria
Xi y sus expresiones se multiplican pues estas variables se suponen indepen-
dientes.

En particular la probabilidad de la muestra extraida x1,x2,...xn es
L(x1x2,...,xn,6) donde cada xi es un valor concreto de la variable Xi. Si se
contara con dos estimaciones numéricas distintas del parametro 6, llamadas
61y 62 cabria esperar que un valor de probabilidad fuese mayor que otro.
Es decir, por ejemplo, L(x1,x2,..., xn,61) < L(x1,x2,..., Xn,62).

Recordemos que L es un valor de probabilidad de una muestra y por lo
tanto, si vale la desigualdad de arriba, es mas probable obtener la muestra
x1,x2,...,xn cuando el pardmetro es 62 que cuando es 61. Dado que la
muestra x1,x2,...,xn efectivamente se ha obtenido, resulta 62 mas verosimil
que 61 pues es mas probable. El método de méaxima verosimilitud consiste
entonces en hallar el valor de 6 que, dada la muestra obtenida, hace maxima
la probabilidad L.

Nuestro objetivo es ahora hallar la expresion de 6 que maximiza L para
lo cual comenzamos por aplicar logaritmo natural a efecto de transformar
los productos en sumas y luego, segun las técnicas del calculo infinitesimal,
resolver la llamada ecuacién de verosimilitud.

E In [L(x1,x2,...,xn,6)] =0

para hallar los puntos criticos candidatos a maximizar el In [L]. Obsérvese
que siendo el logaritmo natural una funcién estrictamente creciente, el valor
de 6 critico que lo maximice también maximizard a la probabilidad L.

Ejemplo 4: Obtener la expresion de un estimador de la proporcion de
articulos defectuosos para el total de articulos producidos por una fabrica.

La proporcion p poblacional es desconocida y se la desea estimar a partir
de los datos de una muestra de n articulos. La muestra esta integrada por
n observaciones de una variable aleatoria X que vale 1 si el articulo es
defectuoso y 0 si no lo es. De tal forma ocurre que cada variable Xi vale 1
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0 0 en los respectivos casos. La probabilidad con que adopte estos valores
puede escribirse:

P(Xi=0)=p0l-—7p)l=1-—p
P(Xi=1)=pll—)0=p

Dados los n valores de la muestra x1,x2,---,xn, habrd una cantidad
k de ellos que valen 1 porque corresponden a articulos defectuosos y una
cantidad n —k que valen 0 ya que representan a articulos no defectuosos.
Dados estos valores, la cantidad de articulos defectuosos en la muestra es k =
Zn=1xiy la probabilidad de que aparezca ese numero de defectuosos resulta
L(x1,x2,...,xn,p) = pk(l —p)n-k. Obsérvese que los valores x1,x2,...,xn
son de la muestra y ya se cuenta con ellos sean 0 6 1 en cada caso, por
lo que no corresponde calcular todas las formas posibles en que puedan
aparecer listados una cantidad k de unos y una cantidad n —k de ceros,
sino solamente considerar el orden en que fueron elegidos. Aplicando ahora
el logaritmo natural se tiene

In [L(x1,x2,...,xn,p)] = In pk(l —p)n-k = klnp + (n —k)In(1 —p)

Al derivar
c(iipln [L(x1,x2,... ,xn,p)] = ; —N—; = 0

Operando se obtiene
k n—k

p 1

1 —p)k = (n —K)p

k —pk = np —pk

y resulta p = n que maximiza la funcion de verosimilitud
L(x1,x2,... ,xn,p) = pk(l —p)n-k pues expresa el Unico punto critico de la
funcion logaritmica. Téngase en cuenta que ésta es estrictamente creciente y
ademas tiende a — cuando la probabilidad L tiende a 0. Es decir que para
el caso de la muestra obtenida el valor maximo verosimil de la proporcidon
poblacional p viene dado por la expresion del estimador p = K que se calcula
a partir de ella.

Este calculo del estimador, cuya formula podria sugerirse en este caso
por analogia con la manera en que se obtendria la proporcién poblacional
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si se conociera su tamafio y la cantidad de articulos defectuosos, resulta asi
justificado por el razonamiento matematico. En general, los estimadores de
maxima verosimilitud son convergentes en probabilidad a los parametros
que estiman lo quiere decir que, en la medida en que aumenta el tamafio
muestral, la probabilidad de que el valor del estimador resulte el del parame-
tro tiende a 1. Por otra parte, si bien pueden resultar sesgados, en muchos
casos el sesgo se corrige en forma simple multiplicando por una constante5.

6.5. Ejercicios

Ejercicio N°1*: La duracion de una pieza de un equipo es una variable
aleatoria normal con una dispersion de 4 horas y una media que se desea
estimar. Una muestra aleatoria de 100 piezas que fueron probadas produjo
una media muestral de 501,2 hs. Obtenga un intervalo de confianza para la
media con un nivel de confianza de:

a) 95%

b) 99 %

Ejercicio N°2*: La densidad de un producto quimico tiene una distribucion
normal con una dispersién de 0.005 g/cm3. ;Cual debe ser el tamafio de
la muestra, como minimo, para que al estimar la densidad media con un
intervalo de confianza del 95% el error resulte menor que 0.002 g/cm 3?

Ejercicio N°3*: Se quiere estimar el peso medio de una produccion de
tubos de hormigdn. Mediciones previas permitieron saber que la dispersion
es de 2.4 kg. Setoma una muestra de tamafio 100 scon qué nivel de confianza
se puede asegurar que el peso medio muestral no difiere del poblacional en
mas de 0.8 kg?

Ejercicio N°4*: La resistencia eléctrica de ciertos cables tiene una distri-
bucién normal. Para estimar la resistencia media se efectian 16 mediciones
obteniendo un promedio de 10.48 Q con una desviacion estandar de 1.36 Q.
Halle un intervalo de confianza para la media poblacional (a = 0,05).

5Para un analisis mas extenso de las propiedades de los estimadores de maxima vero-
similitud puede consultarse George Canavos, ob.cit., pp. 264-268.
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Ejercicio N°5*: La dispersion muestral de una muestra de 30 lAmparas es
de 100 horas. Halle un intervalo de confianza para la dispersién poblacional
con: (Suponer distribucion normal)

a) a = 0,05

b) a

0,01

Ejercicio N°6: En una muestra aleatoria de 1500 teléfonos residenciales
tomada en una ciudad se encontrd que 387 nimeros no aparecian en la guia
telefénica. Encuentre un intervalo de confianza del 90 % para el porcentaje
de numeros que no aparecen en la guia.

Ejercicio N°7: Se sabe que la cantidad de dias de lluvia que se producen en
una zona desértica sigue una distribucion de Poisson. Este afio se han tenido
2 dias de lluvia. Se desea utilizar esta informacion para estimar el pardmetro
Acorrespondiente a la distribucion de la cantidad de dias de lluvia.

Ejercicio N°8: En un experimento binomial se observan 3 éxitos en 6 en-

sayos. Obtener el estimador de maxima verosimilitud de la probabilidad de
éxito en cada ensayo.
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Capitulo 7

Test de hipotesis

7.1. Introduccion

En el marco de la toma de decisiones puede resultar necesario evaluar
hipétesis acerca de parametros poblacionales. Por ejemplo; de acuerdo a
las especificaciones del fabricante cada soporte para ciertos equipos resiste
un promedio de 500 kg de peso y se quiere comprobar si esto realmente es
asi a efecto de ordenar la compra de un gran lote de los mismos. Con tal
finalidad se puede tomar una muestra de una pequefia cantidad de soportes
y someterlos a prueba de resistencia para obtener una resistencia promedio y
compararla con la declarada. Si el promedio de resistencia de los soportes de
la muestra resultara suficientemente préximo al especificado por el fabricante
para todos los soportes, se decidira la compra del lote completo. En caso
contrario ésta no se realizard. Es claro que tal prueba estadistica requiere,
para ser sélida, una medida adecuada de proximidad entre ambos promedios
y apreciar ademas la probabilidad de cometer un error en nuestra decisién
para darnos la posibilidad de minimizarlo en cuanto sea posible.

El procedimiento que realiza este andlisis se conoce con el nombre de
Test de hipdtesis pues, precisamente, coloca el valor de un parametro po-
blacional, en el ejemplo la especificacion del fabricante, como una hipdtesis
cuya veracidad se probara a partir de un ensayo con datos de una muestra.
Con ayuda de la distribucion del estadistico correspondiente se podra ade-
mas establecer un criterio adecuado de aceptacion o rechazo de la hipotesis
y las probabilidades de equivocacién.

En ocasiones puede ser necesario establecer si una distribucion empiri-
ca de datos se parece a una determinada distribucion tedrica. Por ejemplo,
medidos los pesos del conjunto de pacientes de un hospital, se desea saber
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si siguen una distribucién normal. Como veremos, también en estos casos
un test de hipdtesis permite evaluar si el conjunto de datos obtenidos si-
gue aproximadamente la formula de la distribucidn de frecuencias teérica
supuesta, es decir si los datos segun sus frecuencias se ajustan a ella.

Se presenta el método a continuacidn.

7.2. Test de hipdtesis

La realizacion de la prueba involucra una suposicion sobre el valor o el
conjunto de valores posibles de una cantidad. Esta presuncidn se denomina,
por razones que mas adelante quedaran en claro, hipétesis nula y se deno-
tard con HO. La existencia de la hip6tesis nula ofrece la alternativa de otra
hipdtesis que constituye su negaciéon complementaria llamada hipotesis al-
terna y nombrada como Ha. Asi, por ejemplo, si el test se efectuara sobre
una media poblacional y que se supone igual a cierto valor y0 las hipotesis
nula y alterna quedarian:

1. Ho:y = yo

2. Ha:y =Yy0

Obsérvese que estas hipotesis se realizan sobre el pardmetro poblacional

y que, si se considera el promedio x = i= %obtenido a partir de cualquier
muestra de tamafio n tomada para testearlo, el valor esperado del mismo
debiera ser y0 siempre que sea valida la hipotesis nula. Segun se vio en la
seccion 2 del capitulo 6, x tiene una distribucidn que tiende a ser normal para
n suficientemente grande, en este caso con E(x) = yO0y ax = -Si xpes el
valor calculado del estadistico sobre la muestra efectivamente seleccionada,
la figura 1lilustra la diferencia que éste puede tener con respecto a la cantidad
y0tomada como hipétesis nula. La proximidad nos indicaria que la hipotesis
realizada es plausible mientras que si xp resultara en el grafico muy lejano a
y0, seria razonable dudar sobre la certeza de la hip6tesis adoptada acerca de
la media poblacional y . Como por tales razonamientos se evalla en definitiva
lo acertado de la suposicion y = y0, xp se denomina estadistico de prueba
de la hipotesis.
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Figura 1

0 E(xJ= no Xp

Ya se ha sefialado antes que la concentracion de los promedios muestrales
alrededor de la media estd en relacion con el valor del desvio estdndar
(x = . Como se ve, éste a su vez, no solo depende del tamafio de las
muestras sino también del desvio estdndar poblacional que supondremos
por ahora conocido. Es claro que cualquier variacion del valor de T traeria
aparejado un cambio en la gréafica concentrdndola mas o menos alrededor
del eje de simetria segln decreciera o creciera esa cantidad.

El tercer elemento constitutivo del test es entonces el conjunto formado
por la muestra, con sus respectivos tamafio y estadistico de prueba, y el
desvio estandar, en principio conocido, de la poblacién.

3. Muestra: tamafio n y estadistico de prueba x. Desvio estandar pobla-
cional T

Para aceptar o rechazar la hipotesis nula realizada hace falta ademas fijar
un criterio que establezca cuando el valor de prueba xp estd suficientemente
proximo a y cuando resulta demasiado lejano. Este criterio viene dado
por el cuarto elemento que posibilita la realizacion del test que es el llamado
nivel de significancia. Se trata en realidad de un valor de probabilidad a que
se fija de antemano suficientemente pequefio como para que se corresponda
solo con la suma de la probabilidad acumulada en las colas de la distribucion.
Cada cola se corresponderéd con una probabilidad acumulada desde un valor
+xa hacia respectivamente como se muestra en la figura 2. Asi, a es
la cuarta componente a tener en cuenta para el test.
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4. NiveJ de significacion a
Figura 2.

RR  “*I EX) =4, X,, RR j.

Los valores £xa se denominan criticos. Si el estadistico de prueba, ob-

tenido de la muestra, cae dentro del intervalo (—xa,xa) se considerara que
es lo suficientemente prdximo a jig como para aceptar que ése es el valor de
la media poblacional. Tal intervalo se denomina region de aceptacion (RA)
de la hipdtesis nula. Si por el contrario xp cae fuera de esta region, dentro
de la llamada region de rechazo (RR) resaltada con color negro en la figura
2, la hipotesis nula deberd rechazarse por ser el valor obtenido del prome-
dio muestral demasiado lejano al valor supuesto de la media poblacional.
En esencia, este es el mecanismo del test de hipdtesis. Sin embargo todavia
hay que agregar, para el caso particular de la media poblacional que esta-
mos considerando, que una vez fijada la probabilidad a, la determinacion
de los valores criticos tXa debe realizarse utilizando la tabla de la normal
estandar de acuerdo a las probabilidades 2 de las colas. De tal forma se
pueden establecer los valores criticos estandarizados za y resulta entonces
mas comodo efectuar el test directamente sobre esta normal de media 0 y

desvio estandar 1. Asi el estadistico de prueba se calcula como zp = X\s/ﬁv :

También, xza son los correspondientes transformados de £xa que sefialan
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el comienzo de cada una de las colas y establecen las regiones de aceptacion
y rechazo para la hipétesis nula original. La figura 3 exhibe esta situacion.

Figura 3.

En forma general y resumida podemos apuntar entonces que el test de
hipdtesis requiere constituir los siguientes elementos:

1. Hipdtesis nula HO
Hipotesis alterna Ha

Muestra de tamafio n y estadistico de prueba.

> wo

Nivel de significacién a y regiones de aceptacion y rechazo de la hip6-
tesis nula.

Una vez que se han establecido estos aspectos hay que analizar en que
region cae el estadistico de prueba para aceptar o rechazar la hipotesis nula.

Ejemplo 1. Se analiza una partida de combustible s6lido. Una de las
caracteristicas importantes de este producto es la rapidez de combustion me-
dida en centimetros por segundo. Para que el combustible sea apto se requiere
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que la rapidez promedio de combustién sea de 50cm/s. Si fuera muy supe-
rior se consumiria innecesariamente demasiado combustible; en tanto que si
fuera inferior, podria disminuir sensiblemente la eficiencia de los sistemas
que provee. En cualquier caso, se sabe que la desviacion estandar de esta ra-
pidez es de 2cm/s. Se desea realizar una prueba de hipdtesis para establecer
si la partida de combustible sélido cumple con la especificacién de rapidez
de combustién requerida. A tal fin se selecciona una muestra aleatoria de
36 unidades de combustible y se obtiene una rapidez promedio muestral de
combustion de 51,3cm/s. Se fija también un nivel de significancia del 5%.

La media poblacional a testear es, de acuerdo al enunciado,ji0 = 50cm/s.
El desvio estdndar poblacional resulta conocido: t = 2cm/s mientras que el
valor de prueba del estadistico es xp = 51,3cm/s. El nivel de significancia es
el 5% de probabilidad, o sea a = 0,05 y dado que la rapidez promedio no
puede ser ni mucho mayor ni mucho menor que la de la hipétesis nula, habra
que considerar el rechazo si xp se ubica lejos de su valor, en cualquiera de
las dos colas de probabilidad. Se tiene:

1. Hipotesis nula HO :i = 50
2. Hipbtesis alterna Ha :i = 50

3. Muestra de tamafio n = 36, t = 6 y estadistico de prueba
2p = 514-50 =39
v

4. Nivel de significacién a = 0,05. La region de rechazo de la hipotesis
nula est ubicada en las colas de la distribucién que contienen 0.025
de probabilidad cada una y establecida a partir de los valores criticos
a = +1,96 que surgen de la tabla de la normal estandar al considerar

P (z <—2a) =0,025 yP (z <2a) = 0,975 respectivamente.

En la figura 4 estd volcada toda esta informacién.
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Figura 4.

Como se observa en la figura 4, el estadistico de prueba cae en la region
de rechazo por lo que corresponde rechazar la hipdtesis nula y concluir que
la partida de combustible sélido analizada no cumple con la caracteristica
de rapidez de combustién requerida.

En el problema planteado en el ejemplo 1 se ha visto la necesidad de
rechazar la hipdtesis nula tanto cuando el valor del promedio muestral fuese
mucho mayor como cuando resultara mucho menor que el supuesto. Pero
esta alternativa no siempre se da. A veces, si el estadistico de prueba re-
sulta sensiblemente mayor que la hipotesis nula, ésta debe aceptarse. En
otras ocasiones al ser muy menor que la hipétesis nula no se la rechaza. En
realidad el criterio de rechazo a adoptar depende de las caracteristicas del
problema que influyen sobre la forma de las regiones de rechazo y acepta-
cion. Otra cuestion que puede presentarse es que no se conozca de antemano
el desvio estandar poblacional en cuyo caso solo queda estimarlo mediante el
estadistico s calculado a partir de la muestra. En tal situacién, como vimos
en el capitulo 6, el estimador de la media x se distribuird segin t-student con
n —1 grados de libertad si la poblacion tiene una distribuciéon aproximada-
mente normal. Lo propio ocurrira, aun cuando se conozca el desvio estandar
poblacional, si la muestra fuese “pequefia”, es decir si n < 30, siempre bajo
el supuesto de distribucion normal de la poblacion. Consideraremos estas
cuestiones en el siguiente ejemplo.

171



Cristobal R. Santa Maria - Claudia Soraya Buccino

Ejemplo 2: Una compafiia que procesa fibras naturales afirma que sus
fibras tienen una resistencia a la ruptura de 20 kg. Un posible comprador
sospecha que esta resistencia es menor y decide realizar un test de hipdtesis
al respecto con un nivel de significancia del 1%. Selecciona una muestra
aleatoria de 25 fibras y obtiene para ellas un promedio de 19 kg con una
desviacién estandar muestral de 3 kg.

El primer punto que hay que destacar es que si la media muestral re-
sultara mayor que 20 kg, y aun mucho mayor que esto, no habria razones
para rechazar la hipotesis de la compafiia pues seria razonablemente seguro
que la resistencia de las fibras de toda la poblacién superaria a esa cantidad
declarada y que, de asi ocurrir, esto mas que un perjuicio constituiria una
ventaja. El problema se presenta entonces cuando, como en este caso, la me-
dia muestral resulta menor o a lo sumo igual que la cantidad 20. ;Hasta que
punto puede reducirse la resistencia muestral sin dudar de la especificacion
dada por la compafia? Tal punto quedara establecido por el nivel de signi-
ficancia que ahora determinara, segun el razonamiento apuntado, la region
de rechazo solo en la cola correspondiente al lado izquierdo de la normal
estandar. Dicha regién correspondera a los valores de la media muestral de
resistencia que, a ése nivel de significacion, son suficientemente menores al
valor de 20 kg, asegurado para la poblacién de fibras, como para rechazarlo.
De acuerdo a esto la hipétesis nula debera ser i > 20.

Otro aspecto importante a tener en cuenta es que no se tiene el desvio
estandar poblacional que debe aproximarse por s = 3 calculado a partir
de la muestra. Por otra parte esta cuenta con s6lo 25 mediciones. Ambas
cuestiones llevan a tener que suponer un comportamiento aproximadamente
normal de la resistencia de todas las fibras para poder utilizar entonces la
distribucién t-student del estadistico x.

Estos andlisis llevan a plantear el test de hip6tesis como sigue:

1. Hipétesis nula HO:i > 20
2. Hipotesis alterna Ha :i < 20

3. Muestra de tamafio n = 25, s = 3 y estadistico de prueba
tp = 0= -1,67
V25
4. Nivel de significacion a = 0,01. Se supone distribucion normal de la
poblacion a efecto de utilizar la distribucion t-student congl = 25—1 =
24 grados de libertad del estimador de la media poblacional. La regién
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de rechazo de la hipétesis nula esta ubicada en la cola izquierda de
la distribucion que contiene 0.01 de probabilidad, establecida a partir
del valor critico ta = —2,492 Este surge de la tabla de la t-student al
considerar P (t<ta) = 1—P (t < ti_a) = 1—0,99 = 0,01.

Los valores se expresan en la figura 5

Figura 5

Como se ve, el estadistico de prueba cae dentro de la regién de acep-
tacion, lo que quiere decir que éste no es lo suficientemente menor que la
hipoétesis nula como para que debamos rechazarla. Corresponde, entonces no
rechazar la hipétesis nula, es decir no descartar la afirmacion de la compaiiia
respecto de la resistencia media de sus fibras.
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7.3. La probabilidad de error

Si se lee con atencion se observa que en el Ejercicio 1 hemos rechazado sin
dudas la hipétesis nula mientras que en el Ejercicio 2 no la hemos rechazado
pero tampoco hemos afirmado tan enfaticamente que debiamos aceptarla,
por lo menos no con el mismo énfasis que expresamos el rechazo en el otro
caso. (A qué se debe esta sutil diferencia? ¢Tiene el mismo significado es-
tadistico no rechazar la hipétesis nula que aceptarla con seguridad? Estas
preguntas nos llevan, en primer término, a la consideracién de los errores
gue pueden cometerse al realizar un test de hipotesis.

Cuando una hipotesis se rechaza o se acepta puede muy bien ocurrir que
nos estemos equivocando. Que la rechacemos no quiere decir que sea falsa
sin ninguna duda pues subsiste, aunque seguramente con baja probabilidad,
la posibilidad que hayamos tomado una muestra muy particular que nos
lleve a error. Por ejemplo, si se quisiera probar la hipotesis de que la altura
promedio de los hombres adultos que viven en la ciudad de Cérdoba es menor
o igual que 1.71 m y se supusiera que tales alturas tienen una distribucion
normal con un desvio estandar conocido de 0.04 m, podria tomarse una
muestra de 16 hombres del lugar para testearla realizando la prueba sobre
una distribucion t-student con 15 grados de libertad. Supongamos que en
un hecho poco habitual, pero que sin embargo tiene una cierta probabilidad
de ocurrencia, sucede que los 16 hombres seleccionados al azar para integrar
la muestra resultan, casualmente, los 16 jugadores, titulares y suplentes, del
primer equipo del campedn de basquet Atenas de Cdrdoba, cuyo promedio
de altura es 1.94 m. Segun este promedio muestral debemos rechazar la
hipotesis de que los hombres cordobeses miden en promedio, a lo sumo,
1.71m. Esto es asi porque claramente el 1.94 caera dentro de la regién de
rechazo. En efecto, si Xp y = 0,01 al elegir, por ejemplo, un nivel
de significancia del 1% el test a realizar sobre la t-student con 15 grados
de libertad tienezlga forma exhibida en la figura 6 siendo el valor de prueba

t = 194171 =
IP~ To0l  _
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Figura 6.

Obsérvese de paso que no solo el valor del promedio muestral xp =
1,94 obliga al rechazo de la hipétesis nula sino también cualquier otro valor
de x que arroje un estadistico de prueba tp mayor que ta = 2,602. Esto
significa que habria una probabilidad a = 0,01 de equivocarse cuando la
hipotesis del promedio poblacional con jg = 1,71 fuera verdadera. Se ve
entonces que la hipdtesis nula puede ser verdadera aunque la rechacemos
porque siempre tenemos una probabilidad, pequefia pero existente al fin,
de equivocarnos. Cuando sucede tal cosa se comete un error de tipo | y la
pequeiia probabilidad de que esto ocurra es el nivel de significancia elegido
para el test.

De manera parecida podria ocurrir que al aceptar una hipétesis nula en
realidad nos estuviéramos equivocando porque una muestra poco probable
nos indujera a error. En el mismo ejemplo de las alturas de los hombres
cordobeses supongamos que la hipétesis nula i < 1,71 fuera en realidad
falsa. Supongamos también que la verdadera altura promedio, para nosotros
desconocida, fuera i < 1,74. Como consecuencia habria una distribucion
real del estimador x cuya media es 1.74 y una erronea, proveniente de la
hipotesis nula con media 1.71. Sobre esta Gltima se realizaria el test tomando,
por ejemplo, un nivel de significancia a = 0,01. Supongamos ahora que
la muestra para testear nuestra hipdtesis i < 1,71 tiene un promedio de
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alturas xp = 1,70 siendo el ya conocido desvio estandar poblacional 0.04. En
estas circunstancias debiéramos aceptar la hipotesis nula pues el estadistico
de prueba no cae dentro de la regién de rechazo del test. Ahora bien; no
cometeriamos error solo si rechazdramos la hipétesis nula y esto ocurriria
cuando los valores de prueba tp resultaran mayores que el valor critico ta.
La probabilidad de cometer un error hay que medirla entonces sobre la
distribucién real del estadistico y no sobre la determinada por la hipétesis
nula falsa. En la figura 7 la distribucion real del estadistico se representa
con linea llena y la erronea con linea punteada. El area 3 corresponde a
la regién de aceptacién que erroneamente fue establecida y por lo tanto
representa la probabilidad, medida sobre la verdadera distribucion de los
promedios muestrales, de aceptar la hipotesis nula cuando ésta es falsa.

Figura 7.

Se dice que al aceptar la hipdtesis nula siendo en realidad falsa se comete
un error de tipo Il. La probabilidad de que tal cosa ocurra es, precisamente,
3. De la figura 7 surge que tal probabilidad habra de crecer cuando dismi-
nuya la probabilidad a de cometer un error de tipo |, que debe calcularse
sobre la distribucion erréneamente supuesta del estadistico. Sin embargo la
forma funcional que adopta la relacion entre a y 3 no resulta tan sencilla de
establecer pues depende a su vez del valor real desconocido de i 1. A efectos

XUn anélisis mas detallado exige definir una funcién de operacién caracteristica tal
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practicos daremos por establecido aquique la alternativa para “achicar” la
probabilidad 3 de un error de tipo Il es agrandar el nivel de significancia a.
Es claro ademés que se conoce tal valor, pues se lo establece para realizar el
test, mientras que apreciar 3 requeriria analisis mas profundos. Esto tiene a
su vez una implicancia importante: es preferible plantear el test de modo de
gue sea la hipotesis nula aquella que se rechace pues se conoce directamente
la probabilidad a de cometer un error en el caso de que fuera verdadera. En
cambio, si se acepta la hipotesis nula, la probabilidad del error que puede
cometerse debe ser estudiada con mas detalle y por eso termina siendo pre-
ferible decir que no se la rechaza a aseverar con seguridad que se la acepta
cuando ese detalle, en realidad, no se analiza. El nombre hipotesis nula con
el que hemos venido trabajando hasta aqui surgié en el anélisis comparativo
de medias aritméticas del enunciado y1—y2 = 0. Sin embargo, revela tam-
bién la idea de que, en tanto sea posible y razonable, identifica a la hipétesis
gue habra de ser rechazada.

En suma los errores posibles al realizar un test y sus respectivas proba-
bilidades se esquematizan en la tabla 1:

Tabla 1
Hipdtesis nula HO Rechazo Aceptacion
Verdadera Error Tipo | No se comete error
Probabilidad a
Falsa No se comete error Error Tipo 11

Probabilidad 3

Ejemplo 3: En una zona de la Patagonia se piensa instalar un parque
de generacion de energia edlica. Para que la zona sea apta para colocar
los costosos molinos generadores, el viento promedio debe ser de no menos
de 50 km/h. Para analizar si éste es el comportamiento del viento en la
zona se realizan 36 mediciones en distintos momentos de la semana que
arrojan un promedio de 47 km/h y se realiza un test de hipétesis sabiendo
gue por la condicion patagonica de la zona el desvio estandar del viento es
aproximadamente a = 12. ¢(Es la zona adecuada para instalar el parque?

1 Hipodtesis nula HO:y > 50

2. Hipotesis alterna Ha :y < 50

como se expone en Paul Meyer, ob.cit., pp. 326-333
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3. Muestra de tamafio n = 36, a = 12 y estadistico de prueba

4. Si se elige un nivel de significancia a = 0,05 el valor critico es za
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-1,645 que determina como region de aceptacion el intervalo RA
[-1,645, to) y como region de rechazo RR = (—to, -1,645). De acuer-
do a esto, no debiera rechazarse la hipotesis nula. Sin embargo, como
resulta mucho mas costoso instalar los molinos, y que luego no fun-
cionen, que radicar el parque en otra zona, debe minimizarse la pro-
babilidad de que no haya viento suficiente. Es decir, conviene hacer
razonablemente pequefia la probabilidad de cometer un error de tipo
II. Para ello se sube el nivel de significancia a a = 0,10 con lo cual
la nueva regién de aceptaciéon es NRA = 1,28, to)y la nueva regién
de rechazo resulta NRR = (—to, —1,28). En este caso el estadistico
de prueba cae dentro de la region de rechazo por lo que se rechaza la
hipotesis nula con una probabilidad 0.1 de equivocarse y que la regién
efectivamente fuera apta para la instalacion de los molinos.

En la figura 8 se esquematiza el razonamiento efectuado.

Figura 8.

—A. m—
R R -1.645 zp -1.28



Elementos de probabilidad y estadistica

La linea gruesa punteada corresponde a la region de rechazo para el nivel
de significancia 0.05. La linea continua es la de la nueva region de rechazo
delimitada al considerar una probabilidad de error de tipo | de 0.10, mayor
gue la anterior. La posicion del estadistico de prueba fuerza el rechazo de la
hipotesis nula para tal nivel de significancia.

Un aspecto importante luego de todas las consideraciones efectuadas es el
modo de proceder real empleado al hacer el test utilizando cualquier software
de los disponibles. En primer lugar, cuando el tamafio muestral es pequefio,
y mas aun si se desconoce el desvio estandar poblacional, no queda mas
alternativa, para testear una hipétesis sobre una media poblacional, que
utilizar la t-student suponiendo una distribucién normal en la poblacion.
Pero dado que la distribucion t-student se aproxima suficientemente a la
normal cuando el tamafio muestral supera los 30 elementos y que para esta
cantidad ya no hace falta suponer la normalidad en la distribucion de la
poblacion ni conocer estrictamente la varianza, la mayoria de los paquetes
tienen solo en cuenta la t-student. Una segunda cuestion a observar es que a
partir del valor calculado del estadistico de prueba tp quedan determinadas
dos regiones de probabilidades respectivas 1—p y p seguin se ve en la figura
9. De acuerdo a esto se puede pensar que el nivel de significancia a se
fija directamente en el valor a = p. Si en tal caso se rechaza la hipétesis
nula, como si el estadistico de prueba hubiera caido dentro de la regién de
abscisas correspondiente al area p, la probabilidad de rechazar la hipétesis
nula cuando es en realidad verdadera estaria dada por el valor p.

En suma, el software no requiere ni introducir ni calcular un valor del
nivel de significancia, sino que dado el estadistico de prueba calcula el valor
p respectivo y deja al usuario la decision de aceptar o rechazar la hipotesis,
caso este ultimo en que, con probabilidad precisamente p, sabe que podra
cometer un error.
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Figura 9.

7.4. El test para otros pardmetros

Mediante el test de hipotesis puede también analizarse el comportamien-
to de otros parametros. En cada caso habra que tener en cuenta las caracte-
risticas del estimador que se obtiene al partir de la muestra y su distribucion.

En el caso de una proporcion p como podria ser, por ejemplo, la pro-
porcién de mayores de 60 afios en la poblacién, habra que considerar que
el estimador p, cuando n es suficientemente grande, tiene una distribucion
normal. Si la hipétesis nula fuera, por ejemplo: HO : pO se estaria supo-
niendo que la distribucién normal del estimador tiene una media o valor
esperado E (p) = pOy que el desvio estandar estd dado por la expresion

ap = De acuerdo a esto, una vez formulada complementariamen-
te la hipotesis alterna, podria elegirse el nivel de significancia a y realizar
el test con el valor de prueba obtenido a partir de la muestra de tamafio n

180



Elementos de probabilidad y estadistica

calculado como zp SS(:FEC—Fpo)

Si fuera necesario en cambio testear una hipotesis sobre el comportamien-
to de dos medias poblacionales, por ejemplo: HO :h > h2debera observarse
que, en la medida que los tamafios ni y n2 de las muestras tomadas sobre
ambas poblaciones resulten suficientemente grandes, la distribucion del es-
timador x1—x2 sera normal con valor esperado E (x1—x2) = h —fi2y

desvio estandar a;l ;2 = yf02 + |92_ siendo aly a2 los desvios estandar de

las respectivas poblaciones. De la hipdtesis nula h > fi2 surge en forma
inmediata la equivalente h —fi2 > 0y entonces el test puede realizarse so-
bre la distribucion del estadistico sefialado. Para ello, una vez determinada
la hipdtesis alterna y fijado un nivel de significancia, se utiliza el valor de

prueba:
X1—x2

Notese que en el numerador del estadistico de prueba ha quedado sélo la resta
Xx1—x2 pues la cantidad que le fue restada para estandarizar es precisamente
el 0 surgido de la hipétesis nula.

Cuando se trata de testear una hipétesis sobre la varianza poblacio-
nal la situacion cambia un poco debido a que, bajo el supuesto de dis-
tribucion normal de la variable poblacional, el estimador de la varianza
s2 = nh En=l (x* —x)2 guarda la relacion xi_1= s2 con la variable
chi-cuadrado de n —1 grados de libertad, segun quedo establecido por la Pro-
piedad 1 del capitulo 6. De acuerdo a esto la hipdtesis nula sobre la varianza
poblacional, por ejemplo: HO : a2 < aQ , debe testearse con el estadistico de

prueba x8 \p = (n—2)s una vez fijado el nivel de significancia y establecida

la hipétesis alterna. Para el caso ejemplificado, si el estadistico de prueba
superara €l valor critico calculado de acuerdo al nivel de significancia a, de-
beria rechazarse la hipotesis nula. Obsérvese si x8 i,p resultara mayor que

el valor critico XL-1a se tendria (ng)s > (n2)s donde, dado que n —1y

s2 provienen de la muestra y estan fijos, debiera necesariamente ocurrir que
a2 > aQ lo que contradeciria la hipétesis nula. De tal modo es claro que las
regiones de aceptacion y rechazo para la hipétesis ejemplificada serian las
gue se exhiben en la figura 10.
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Figura 10.

Ejemplo 4: Se desea comprobar que una balanza vial funciona correc-
tamente de modo tal que el desvio estandar de sus mediciones de pesos no
supere los 100 kg. A tal fin se toma una muestra de 25 pesos de camiones
sin acoplado, vacios, de la misma marca y modelo. La estimacion del des-
vio estandar calculada a partir de la muestra resulta de 110 kg. Al nivel de
significacién del 5% ¢puede afirmarse que la balanza funciona bien?

Del enunciado surge en primer lugar que un desvio estandar requerido de
100 kg se corresponde con una varianza a2 = 10000. Analogamente el valor
muestral s = 110 conduce a s2 = 12100. Un test de hipétesis para probar
la varianza debera utilizar la distribucion chi-cuadrado con 25 —1 = 24
grados de libertad, dado el tamafio de la muestra, y un nivel de significancia
a = 0,05 segun se lo requiere.

1 Hipétesis nula HO :a < 100
2. Hipotesis alterna Ha :a > 100

3. La muestra produce un estadistico de prueba x24p = “-o000c)1D =
29,04

4. Para el nivel de significanciaa = 0,05 el valor critico en la distribucion
chi-cuadrado con 24 gl esx™4a = 36,42 con lo cual la region de rechazo
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es [36,42, ro), Como el estadistico de prueba no cae dentro de ella
corresponde no rechazar la hipétesis nula y concluir que la balanza
funciona bien al menos al nivel de significacion establecido.

7.5. Bondad de ajuste

Hasta aqui hemos considerado el problema de decidir acerca de valores de
parametros poblacionales. En algunas ocasiones pudimos trabajar sin agre-
gar hipétesis sobre la distribucién de la poblacién y, en otras, hemos tenido
gue postular el comportamiento normal de la misma. Pero puede plantearse
también la necesidad de establecer, en términos de aproximacién razonable,
cual es la distribucion que sigue la poblacién. En tales casos es posible rea-
lizar un test de hipotesis para comprobar si el comportamiento poblacional
se ajusta a una determinada distribuciéon. Una muestra de valores empiricos
obtenidos para la variable en cuestién permitira decidir si, a un cierto nivel
de significancia, dicho ajuste se produce. La hipo6tesis nula consistira, preci-
samente, en suponer que la probabilidad de cada celda o resultado posible,
corresponde a la probabilidad de una distribucién tedrica determinada. En
simbolos:

1. Hip6tesis nula HO : pi = PiO para toda celda i
2. Hipotesis alterna Ha :pi = PiO para alguna celda i

Aqui PiO representa a la probabilidad teérica postulada para cada celda o
resultado posible. Como en todo test de hipotesis, la muestra permite con-
trastar el comportamiento supuesto con los datos reales a través de la distri-
bucién de un estadistico que, en este caso, evalta la bondad del ajuste. Siendo

n el tamafio de la muestra, el estadistico tiene la forma D2= £ 7 =(Fi*nPRi0)

y, como Fi es la cantidad de veces que se cuenta el i —ésimo resultado po-
sible, D2 es una suma ponderada de los cuadrados de las diferencias entre
cantidades Fi observadas de una celda y las respectivas cantidades tedricas
esperadas npi0. Aunque D 2tiene una distribucion con la que es dificil traba-
jar, se demuestra que esa distribucion puede aproximarse, cuando el tamafio
n de la muestra es suficientemente grande, por una chi-cuadrado con n —1
grados de libertad, siendo k el nimero de celdas consideradas2. Obsérvese

2 a demostracion puede verse en Harald Cramér: Métodos mateméticos de estadistica,
Aguilar, pp. 477482
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gque cuanto mayor resulte, en valor absoluto, cada cantidad Fi —PiO mayor
serd la discrepancia entre la frecuencia absoluta con que aparece la i —ésima
celda en la muestra y la que debiera corresponder segun la distribuciéon asu-
mida como hipétesis nula. El crecimiento de la cantidad D 2 debe asociarse
con la discordancia entre las frecuencias muestrales y la distribucién teorica
supuesta de manera que, a partir de un cierto valor critico de la variable
aproximada x2, habra que rechazar la hipétesis nula realizada3. Tal valor
quedara establecido por el nivel de significancia que se adopte y marcara la
separacién entre la region de aceptacion y la de rechazo.

Ejemplo 5: Una terminal automotriz intenta establecer si la probabili-
dad de fabricar cierta pieza de motor defectuosa es la misma para las tres
autopartistas que la producen. Esto significa que si una pieza es defectuosa
y la automotriz estd en lo cierto debera tener probabilidad 1/3 de provenir
de cada fabricante. La tabla 2 explicita esta distribucion que en teoria se
espera.

Tabla 2

Fabricante Probabilidad del origen
de una pieza defectuosa

Al pio = 1
A2 p2o=1
A3 pao = 3

Con la finalidad de comprobar que tal distribucion teorica efectivamente
se cumple se observan las 81 ultimas piezas defectuosas halladas por los
servicios de post-venta y se verifica cual de las tres empresas ha producido
cada pieza. Los datos obtenidos junto con las cantidades esperadas se vuelcan
en la tabla 3

Ana explicacion mas detallada sobre la forma en que crece D 2 cuando la distribucion
de las frecuencias en la muestra difiere en forma creciente de la propuesta en la hipétesis
nula, se proporciona en Harald Cramér: Teoria de probabilidades y aplicaciones, Aguilar,
pp. 246-247
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Tabla 3.
Autopartista 1 Autopartista 2 Autopartista 3
Cantidad observada de Fi =25 & wO F3= 26
piezas defectuosas
Cantidad esperada npi = 27 np2= 27 np3= 27

Al nivel de significancia del 5%, ¢puede asegurase que todos los autopar-
tistas tienen la misma probabilidad de producir una pieza defectuosa?

1. Hipoétesis nula HO :pi = | parai = 1,2,3

2. Hipodtesis alterna Ha :pi = 3 para alguna celda i = 1,2,3

3. Tamafio muestral n = 81 Estadistico de prueba D2 = (25-ji7)y— +
(30-27) + (26-"7) = 0,5185 La cantidad de celdas esk = 3

4. Para la distribucién chi-cuadrado congl = 3—1 = 2 que aproxima a la
de D 2 se determina el valor critico de acuerdo al nivel de significancia
a = 0,05. Resulta x*a = 5,99 que determina la region de aceptacion
RA = [0,599] vy la de rechazo RR = (5,99; to).

Como el estadistico de prueba cae dentro de la region de aceptacién RA,
no se rechaza la hipoétesis nula y se concluye que una pieza defectuosa puede
provenir con igual probabilidad de cada uno de los tres fabricantes.

Como vimos, el test se realiza sobre la base de que la distribucién del
estadistico D 2 tiene un comportamiento préximo a x2 con n —1 grados de
libertad. En la practica se requiere que las frecuencias esperadas cpiO en cada
celda resulten mayores o a lo sumo iguales a 10 y, para que esto ocurra, la
cantidad n de observaciones que integren la muestra debe ser lo suficiente-
mente grande. Este proceder tiene su incidencia también cuando se testea
una distribucién continua. En tal caso, cada celda habra de representar un
intervalo sobre el dominio de la variable aleatoria de forma que se cumpla
con la cantidad minima esperada. Analizamos esta situacion en el siguiente
ejemplo.
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Ejemplo 6: Para probar si los tiempos de permanencia de una persona
dentro de un cajero automético son adecuadamente ajustados por una dis-
tribucion exponencial cuya media es 2 minutos, se ha tomado una muestra
de los tiempos que 120 personas han permanecido dentro del cajero. A efecto
de realizar el test se han considerado las observaciones muestrales dentro de
cuatro celdas distintas correspondientes a cuatro intervalos temporales segin
se muestra en la tabla 4

Tabla 4.
Celdal=[0f Celda2=(1,4 Celda3= (23 Celdad= (3 ]
Cantidad de
tiempos 3 K 23 2
observados

Es necesario entonces evaluar la bondad del ajuste.

En primer lugar debemos tener en cuenta que la variable aleatoria con-
tinua que representa el tiempo tiene un valor esperado E (t) = a segin se
vio en el capitulo 3. De aqui es entonces posible determinar el pardmetro
a de la distribuciéon haciendo 2 = a y entonces a = 2 = 0,5. En segundo
término recordemos también que la funcion de distribucion de la variable es
F (t) = 1—eat. Al tener ambas cuestiones podemos formular las hipoétesis.

1. Hipétesis nula HO : F(t) = 1 —e-05t (Los tiempos poblacionales se
distribuyen segiin una exponencial con media 2 minutos)

2. Hipotesis alterna Ha : F (t) = 1 —e-05t

3. Los 120 valores muestrales agrupados en cuatro celdas determinan
la necesidad de establecer que cantidad de observaciones debiera es-
perarse en cada una de ellas. Esto se logra calculando la probabilidad
acumulada en cada intervalo si la hipdtesis nula se cumpliera.
pio=P(t<1)=F(t=1=1—e-05= 0,39
pPO=P@QL<t<2=F(t=2—F(t=1=1—e-05—0,39 = 0,24
p=PR<t<3)=F({t=3)—F(t=2)=1—e-053—0,63 = 0,15
pd=P(t> 3)= 1—F(t=3)=1—1 —e-0,5x3) = 0,22

Asi las cosas, el nimero de celdas es k = 4 y sus valores esperados
son: np10= 120 x 0,39 = 46,8

np20 = 120 x 0,24 = 28,8

np3 = 120 x 0,15 = 18
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npdo = 120 x 0,22 = 26,4

El estadistico de prueba es entonces
D2 = (38-468)2 . (32-288)2 . (28-18)2 . (22-264)2
D = 468 + 288 + 18 + 264

4. Para un nivel de significancia a = 0,05 habitualmente usado, el valor
critico sobre la distribucién x2 congl = 4 —1 = 3 resulta x2a = 7,81
gue establece las regiones de aceptacion y rechazo respectivas RA =
[0;781] yRR = (7,81; ro)

Corresponde rechazar la hip6tesis nula, por lo cual se concluye que los
tiempos de permanencia de las personas dentro de un cajero automatico no
se distribuyen exponencialmente con media 2 minutos.

En los casos ejemplificados la distribucion de probabilidades testeada
esta completamente determinada. En particular es el parametro que deter-
mina la particular distribuciéon exponencial adoptada como hipétesis nula en
el Ejemplo 6. Pero no siempre se cuenta con los valores paramétricos para es-
pecificar por completo la distribucién. En ocasiones solo puede suponerse el
tipo de distribucién que siguen los datos y los pardmetros que la determinan
deben primero estimarse para recién luego, testear la hipotesis acerca de la
distribucion poblacional. En tales oportunidades la forma 6ptima de realizar
la estimacion paramétrica es la de maxima verosimilitud ya abordada en el
capitulo 6.

7.6. Ejercicios

Ejercicio N°1*: Un auditor sostiene que el valor promedio de todas las
cuentas por cobrar en una empresa determinada es de 2600%. Se sabe que el
desvio estandar de todas las cuentas por cobrar es de 430%. Se desea poner
a prueba la hipétesis del auditor a partir de una muestra aleatoria de 36
cuentas por cobrar de dicha empresa, con un nivel de significacién del 5%.

a) Plantear las hipétesis nula y alternativa adecuadas al problema.

b) Determinar la region de rechazo de la hipétesis nula y la de aceptacion.
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©) Sila muestra aleatoria de 36 cuentas dio un promedio de 27203, ¢;puede
concluirse que el valor promedio de todas las cuentas por cobrar difiere
de 2600%?

Ejercicio N°2*: Una planta manufacturera produce cierto tipo de fusibles.
Se sabe que la duracion de éstos se distribuye normalmente con una duracion
promedio de 1000 horas y un desvio estandar de 100 horas. Se instala un
nuevo proceso de produccion y se espera que los fusibles producidos con
el nuevo proceso tengan una duracion promedio mayor. Se selecciona una
muestra aleatoria de 25 fusibles fabricados mediante el nuevo proceso y se
obtiene una duracion promedio de 1050 horas. Suponer que con el nuevo
proceso el desvio estandar se mantiene en 100 horas.

a) Plantear las hipétesis nula y alternativa adecuadas al problema.

b) Con un nivel de significacion del 5%, ¢se debera instalar el nuevo
proceso de fabricacién?

Ejercicio N°3: Una compafiia de servicio piblico desea determinar si su
nuevo horario de trabajo ha reducido de manera importante el tiempo de
espera de los clientes para servicio. El tiempo promedio de espera en el pa-
sado era de 30 minutos. con un desvio standard de 12 minutos. Se selecciona
una muestra aleatoria de 144 observaciones y se obtiene una media de 28
minutos y un desvio estandar muestral de 12 min. Con un nivel de signifi-
cacion del 10%, ¢apoya la evidencia muestral la hipétesis de que el tiempo
de espera se ha reducido?

Ejercicio N °4: En una planta de armado se disefia una operacion especifica
gue toma un tiempo promedio de 5 minutos. El gerente de planta sospecha
que para cualquier empleado el tiempo promedio es mayor. Toma una mues-
tra de 11 tiempos obteniendo los siguientes datos en minutos: 4.9 5.6 5.3 5.0
4852544951 5.2 5.6. Suponiendo que el tiempo de operacion es una v.a.
normal, ¢la evidencia muestral apoya la sospecha del gerente con a = 0,05 ?

Ejercicio N°5*: Se prueban dos formulas diferentes de un combustible oxi-
genado para motor en cuanto al octanaje. La dispersién para la féormula 1
es de ao= 15 vy para la formula 2 es a2 = 1,6. Se toman dos muestras
aleatorias de tamafio no= n2 = 40 respectivamente. Los octanajes prome-
dios observados son Xo= 89,6 y X2 = 92,5. Al nivel de significancia del 5%,
¢puede concluirse que el octanaje de ambos tipos de nafta es el mismo?
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Ejercicio N°6: Una empresa ha declarado que el 90% de los articulos que
produce no tienen fallas en el periodo de garantia. Se implementa un proceso
de produccidn que se supone aumentara el porcentaje de articulos sin fallas.
Una muestra de 100 articulos dio por resultado 6 fallados. (Apoya esta
evidencia muestral que el nuevo proceso de produccion es significativamente
mejor con a = 0,1? , ¢y con a = 0,057

Ejercicio N°7*: Un investigador esta convencido de que su equipo de me-
dicién tiene una variabilidad que se traduce en una dispersion de a = 2. Se
efectla una muestra aleatoria de n = 16 mediciones y da como resultado s
= 2.47. ;Estan los datos en desacuerdo con su afirmacion, con un nivel de
significacion a = 0,05?

Ejercicio N°8: En un sistema de fabricacién automatico se inserta un re-
mache en un agujero . Si el desvio estandar del diametro del agujero es
mayor que 0.01 mm, existe una probabilidad inaceptablemente grande de
que el remache no entre en el agujero. Se toma una muestra aleatoria de
n = 15 piezas, y se obtiene un desvio estandar muestral s = 0,012 ;Es ésta
suficiente evidencia para concluir que el desvio estandar del diametro resul-
tard predominantemente mayor que 0.01 mm? Utilizar a = 0,01 y suponer
gue la longitud de los didmetros se distribuye normalmente.

Ejercicio N°9*: Se tiene la sospecha que cierto dado esta cargado. A fin de
comprobarlo se lo arroja 120 veces obteniéndose los siguientes resultados:

Caral Cara2 Cara3 Cara4 Cara5 Carab6
N°de Veces 20 22 17 18 19 24

Con un 5% de significancia, ¢;puede concluirse que el dado no esta car-
gado?
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Capitulo 8
Analisis de la varianza

8.1. Introduccién

Las técnicas estadisticas que veremos a continuacion se conocen bajo la
sigla ANOVA, acrénimo de Analysis of Variance, y constituyen un impor-
tante método de analisis experimental. Cuando el comportamiento de un
determinado sistema esta sujeto a incertidumbre se puede obtener conoci-
miento desarrollando experimentos sobre él. Para establecer la forma en que
se realizaran tales ensayos se debera tener en cuenta el objetivo del estudio
a realizar. En primer lugar hay que identificar cual es la variable respuesta
que nos informara sobre la caracteristica estudiada. Esta dependera de una
o0 varias variables independientes que denominaremos factores. En la jerga
de ANOVA cada factor puede tener distintos niveles y cada combinacion
de niveles de los factores involucrados representa un tratamiento. En parti-
cular, si se analiza la influencia de un solo factor sobre la respuesta, cada
nivel es un tratamiento. Es decir, tenemos que medir la variable respuesta
para los distintos niveles o tratamientos correspondientes a un factor. Por
ejemplo: supongamos que cada tres meses se ha realizado una campafia de
medicion de concentracion de cromo (Cr) en el sedimento de un rio. En cada
oportunidad se han obtenido tres datos. La variable respuesta en este caso
es la concentracion de cromo que depende del factor nimero de campafa.
Cada campafia en particular es un nivel o tratamiento. Si suponemos que las
mediciones se han realizado, a través de las distintas campafias, en diferen-
tes localidades del rio, tales lugares constituyen lo que llamamos unidades
experimentales.

El analisis de un experimento realizado para obtener conocimiento acer-
ca de un sistema, cuyas propiedades son “a priori” inciertas, habitualmente
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requiere la comparacion de comportamientos en los distintos niveles o trata-
mientos. En nuestro ejemplo se podria querer establecer si el valor medio de
concentraciéon de cromo en el sedimento del rio, durante todo el periodo en
gue se realizaron las distintas campafas, ha permanecido constante. Ténga-
se en cuenta que las cantidades medidas en cada campafia constituyen una
muestra y sus promedios son una estimacién del valor medio poblacional de
la concentracion de cromo en el agua en ese momento.

Para que una investigacion experimental tenga éxito hay que asegurarse
que todos los factores que intervienen en la respuesta sean controlados por
el investigador. Como esto en la realidad suele no ser posible, bien porque
no se conozcan efectivamente todos los factores intervinientes, bien porque
pueda no depender del investigador el control, se hace necesario en primer
término realizar el muestreo de las unidades experimentales en forma alea-
toria para atenuar cualquier efecto particular. Por ejemplo: si los lugares del
rio en los que se mide la concentracién de cromo son siempre los mismos
es posible que los promedios se vean afectados no solo por la época del afio
en que se realiza cada campafia, es decir por el tratamiento, sino también
por las caracteristicas contaminantes de esas localidades que si estuvieran
alejadas de los centros urbanos ofrecerian una contaminacion menor que la
gue debiera esperarse. Por supuesto que puede resultar valido a efecto de
un objetivo particular realizar el estudio en tales condiciones, por ejemplo
para establecer cual seria el nivel de cromo sin que intervenga la polucion
de las ciudades, pero esto debe ponerse en claro al efectuar el estudio para
que luego no se extraigan falsas conclusiones sobre el nivel promedio de con-
taminacion del rio. La eleccion aleatoria de las unidades experimentales, es
decir de los lugares del rio donde se recogen muestras, nos pone a cubierto
de cualquier sesgo que se produzca en la estimacién como consecuencia de
que se tomen en cuenta solo lugares escasamente contaminados o, por el
contrario, muy contaminados. En segundo término puede medirse el error
experimental estableciendo la variacion aleatoria de la caracteristica analiza-
da al repetir varias veces el experimento. En nuestro ejemplo esto significaria
gue al realizar cada campafia se tomarian tres mediciones en tres lugares del
rio elegidos al azar, luego otras tres en otros tres lugares elegidos al azar y
asi. Todas estas mediciones realizadas en la misma campafia podrian ayudar
a establecer el error aleatorio correspondiente a la variacion de lugares. Este
error seria tenido en cuenta al evaluar el promedio de concentracion solo en
funcion del momento del afio en que se efectla la campaia.
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8.2. Analisis de la varianza de un factor

Comenzaremos por considerar el andlisis de la varianza cuando se supone
que la respuesta proviene de un solo factor, es decir cuando se ha desarro-
llado un experimento unifactorial. También supondremos que las unidades
experimentales se asignan a cada tratamiento en forma completamente alea-
toria. Esto dltimo significa que la probabilidad de elegir cualquier unidad
experimental es la misma y que cada eleccion resulta independiente de toda
otra. Como ya se comento, tal tipo de asignacion se realiza para procurar
que la respuesta sea observada en iguales condiciones durante todo el experi-
mento. Asi se podran atribuir las variaciones que se observen a la diferencia
entre tratamientos y no a otros factores que no estén controlados. Si se tie-
nen r niveles o tratamientos y se intenta comparar las medias poblacionales
de cada nivel se plantea la siguiente hipotesis nula:

Hipotesis nula HO : jil= fi2= eee = Hr

En términos logicos la igualdad de medias se niega cuando al menos una
de las medias de los tratamientos es distinta a las otras por lo cual queda
establecida la hipotesis alternativa,

Hipdtesis alterna Ha : Existe jik tal que es distinta de las demas medias

Los datos obtenidos en cada uno de los r tratamiento pueden ordenarse
segun se muestra en la tabla 1

Tabla 1

Tratamientos

1 2 r
Observacion 1 X111 x12 Xlr
Observacion 2 X21 X2 X2r
Observacion nj  xnil xn22 xnrr

La cantidad nj varia de acuerdo al tratamiento por lo que el nimero
de unidades experimentales en cada nivel puede ser distinto. Por otra parte
es claro que los rétulos colocados para nombrar a cada tratamiento indican
cantidades o simplemente categorias distintas como por ejemplo A, B, etc..
por lo que el factor puede ser una variable cuantitativa o una categoérica.

Al llegar a este punto cabe preguntarse como hay que interpretar cada
observacion X j. Cada dato observado en cada tratamiento puede pensarse
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como desviado del promedio general por dos causas concurrentes: el efecto
de cada tratamiento y el error aleatorio producido por el muestreo en la ex-
periencia. En formulas: xij = j +Tj +eij donde j es el promedio poblacional
general, es decir considerados todos los niveles, Tj el efecto del tratamiento
j sobre la observacion y €ij el error aleatorio experimental al tomar la ob-
servacion xij . Este error se postula distribuido normalmente con media 0y
varianza a” lo que se anota: eij ~ N (0,at? Considerando fijo el efecto de
cada tratamiento, es decir no sujeto a variacion aleatoria, se supone adicio-
nalmente que, si se cumple la hipotesis nula, la suma de los efectos sobre
el total de observaciones del experimento es Zj=i njTj = Oy asi resulta el
llamado modelo de efectos fijos del ANOVA.

De acuerdo al modelo de efectos fijos las hipétesis nula y alterna formu-
ladas son equivalentes a:

Hipotesis nula HO: Tj = O para todo j = 1,2, e 1

Hipotesis alterna Ha : Tj = O para algun j

Obsérvese que si para todo valor de j ocurre que Tj = O se puede conside-
rar nulo el efecto de todos los tratamientos y por lo tanto, cada observacion
Xij variara solo de acuerdo al error aleatorio que incorpore en el muestreo.
Es decir: xij = j +dj Como los errores distribuidos normalmente tienen una
media 0, al promediar un ndmero suficientemente grande de observaciones
el valor del promedio muestral se acercara a j. Este valor resultara el mismo
para todos los tratamientos, dado que el efecto Tj de cada uno es nulo y
por lo tanto esta hipotesis nula sera equivalente a la que supuso las medias
iguales.

Al avanzar en el analisis de nuestro modelo de efectos fijos definimos
aT =jj —j como el efecto del tratamiento j, siendo jj la media de la
poblacion si se considera €l nivel j y j la media poblacional general, sin tener
en cuenta el nivel particular que se establezca. De la misma forma, el error
aleatorio de cada observacion en cada tratamiento resulta eij = xij —jj
Estas cantidades se reemplazan en la expresién original xij = j + Tj + €ij
para obtener entonces Xij = j + (jj —j) + (Xij —jj) con lo cual queda
Xij j-=i ) +&i jj).

La formula revela explicitamente que la variaciéon de cada observacion
respecto de la media global es la suma de la variacién producida por el
tratamiento, (jj —j) y la ocasionada por el error en el muestreo aleato-
rio (xij —jj). Asi aceptar la hipotesis de la igualdad de las medias de los
tratamientos equivale a establecer que estos no introducen variacion en la
observacién y que la existente solo debe atribuirse al error aleatorio. Obsér-
vese que, en definitiva, analizar la igualdad de medias es evaluar variaciones
de dos tipos. De ahi resulta el nombre de andlisis de la varianza para estos
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métodos.

La realizacion del test de hipotesis propuesto requiere de un estadistico
y su distribucion para determinar zonas de aceptacion y rechazo o bien
valores p. Se hace necesario entonces fijar algunas cuestiones de notacion y
desarrollar un trabajo algebraico que veremos solo someramente. Primero
establecemos la siguiente notacion:
. T* = E U-oxij suma del total de las observaciones para cada tratamien-
0. i
X*j = E promedio de las observaciones del tratamiento j . Estimador
de Uj.

T = Yjj=1T.j suma de las observaciones de todos los tratamientos.

N = Y j=1nj total de observaciones del experimento.

X** = jf promedio del total de observaciones. Estimador de la media
global n.

Recordemos que la férmula que desglosa la variacion es xij —n = (Uj —
n) + (xij —Uj) de forma que si reemplazamos las medias de los tratamientos
y la global por sus estimadores queda xij —X** = (X*j —"X**) + (xij —X*])

Si se elevan ambos miembros de la igualdad al cuadrado operando se
obtiene:

royj r y r oy
£ E(Xxij —x**)2= E(x*j] —x**)2+ N2(Xij —x*j)2
j=1li=1 =li=l =li=l

Es decir; la suma total de cuadrados STC resulta igual a la suma de los
cuadrados de los tratamientos SCTR mas la suma de los cuadrados de
los errores SCE. A efecto de simplificar algunos calculos se puede probar

gue son equivalentes las féormulas STC = Ej=1E 1=1x3 —N , SCTR =

Ejzl:rkzg_—fN\2 y SCE = STC —SCTR. En cualquier caso se tiene la
formula: STC = SCE+ SCTR. La ventaja de haber obtenido esta expresion
gueda clara cuando se recuerda que el cociente x2= (WH )s es una variable
aleatoria de distribucién chi cuadrado con gl = (n —1) grados de libertad.
Asi puede verse que bajo la hipotesis nula HO : Tj = 0 , suponiendo que
€ij ~ N (O, ctV), las variables S(;%I‘Ry S€r son independientes con gl = r—1y
gl = N —r grados de libertad respectivamente. Se pueden hallar los llamados
cuadrados medios de cada tratamiento y del error como CMTR = SCTR y
CM E = SCE. Se construye entonces €l estadistico F = @MIR' que tiene una
distribucién de Fischer con gl = r —1 grados de libertad en el numerador y
gl = N —r grados de libertad en el denominador. Tal distribucion se tabula
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en el Apéndice D 1. Se observa que valores pequefios de SCTR originados
en poca diferecia entre las medias de los distintos tratamientos conducen a
valores pequefios de F. En la medida que F crece, la variaciéon atribuible
al efecto de los tratamientos habra de hacerse mayor y menos incidira en el
estadistico la variaciéon del error aleatorio. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1: Se han recogido muestras de sedimento del lecho de un rio
en distintos momentos del afio y se ha establecido la cantidad de cromo
(Cr), medida en mg/kg, presente en cada observacion. Los datos obtenidos
se despliegan en la tabla 2. Se desea establecer si la presencia de Cr, en
promedio, ha permanecido constante a lo largo del periodo observado.

Tabla 2.

Campafia Cr

1 Feb-2007 11.85
1 Feb-2007 22.88
1 Feb-2007 16.86
2 Ago 2007 74.00
2 Ago 2007 85.50
2 Ago 2007 62.70
3 Nov 2007 40.00
3 Nov 2007 13.70
3 Nov 2007 19.90

Comencemos por observar que hay r = 3 tratamientos sefialados como
Campafas 1, 2y 3 respectivamente. En cada tratamiento se han registrado
3 observaciones. Es decirn1= n2= n3= 3. Resulta entonces que el nimero
de grados de libertad del numerador en la distribucion del estadistico es
gl = 3—1= 2 SecalculaN = 3+3+3 = 9y resultan los grados de libertad
del denominador gl = 9 —3 = 6. Ademas se tienen:

T*l = 11,85 + 22,85 + 16,86 = 51,59, T*2 = 222,20, T*3 = 73,60
X*| = B3y = 17,20, X*2 = 2200 = 74,06, X*3= 0 = 2453,
T oaarzoyxx  ¥LP - sgeo

1Un analisis mas pormenorizado de la teoria expuesta puede consultarse en George
Canavos, ob.cit., pp. 240-243 y 407-411L
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Con estas cantidades se calculan a su vez:

STC = (11,85)2 + (22,88)2 + (16,86)2+ (74,00)2 + (85,50)2 + (62,70)2 +
(40,00)2 + (13,70)2 + (19,90)2 - (H47BIY2 = 5741,57

SCE = STC - SCTR = 6440,55 - 5741,57 = 698,98

CMTR=CR = 6405 = 322028y CME = C = ~M 8= 116,50.

El estadistico de Fischer resulta:

F=CMIR = 2028 = 2764
F~ CME ~ 11650 Len

Los datos se acomodan en una tabla ANOVA como se ve en la tabla 3:

Tabla 3.
gl SC CM Estadistica F
Var.Tratamientos 2 574157 3220.28 27.64
Var.Error 6 698.98 116.50
Total 8 6440.55

La tabla de la distribucion de Fischer, adjuntada en el Anexo D, acumula
la probabilidad 1 —a = 0,95 hasta el valor de abscisa referenciado por
los grados de libertad en el numerador y el denominador en primera fila
y primera columna respectivamente. Es decir el valor de F critico es en
este caso Fcritico = 5,14. Como el valor de prueba obtenido es mayor cae
dentro de la region de rechazo para el nivel de significancia a = 0,05. Como
consecuencia se rechaza la hipotesis nula de igualdad de las tres medias
poblacionales.

8.3. Analisis post hoc

La hip6tesis nula de igualdad de medias utilizada en el ANOVA puede
ser aceptada, y por lo tanto considerar que las medias poblacionales en los
distintos niveles son iguales, 6 puede ser rechazada, en cuyo caso habra al
menos dos medias poblacionales distintas. En verdad es factible que sean
distintas dos medias, tres o todas las consideradas y el test realizado no
nos sirve para aclarar esta situacién. Con tal finalidad se suele realizar un
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andlisis “a posteriori” o “post hoc” que explora las diferencias entre medias
gue resulten estadisticamente discernibles. Tal andlisis puede efectuarse de
distintas formas y a continuacién estudiaremos una de ellas. Consideramos
en este caso que para todos los tratamientos se ha seleccionado la misma
cantidad de unidades experimentales. Es decir; para los r tratamientos con-
siderados se cumple que n1= n2 = e+ = nr. Si el valor del estadistico de
Fischer aconseja rechazar la hipétesis de igualdad de las medias o lo que es
equivalente rechazar la hipotesis de efecto nulo en cada tratamiento, Tj = O
para todo j = 1, e 1, se define como diferencia minima entre medias a la
que existiere entre las medias de dos muestras significativamente diferentes.
Si suponemos que la distribucion en cada tratamiento es normal, siendo los
tamafios muestrales pequefios, se puede construir el estadistico t-student,

X1—X2
£i. 172

ni n2
para estimar la diferencia de medias y realizar con él la prueba de la hipétesis
nula de igualdad de medias siendo los grados de libertad de su distribucion
gl = nl | n2—2 Como ademas se supone en este caso la igualdad de
todos los tamafios muestrales y también la igualdad de las variancias de

los tratamientos, tal estadistico resulta tp = xi—ERy gl = 2n —2 = 2(n —
12a

1) Obsérvese que aqui n es el tamafio de cada muestra obtenida en cada
uno de los tratamientos y a2 la varianza atribuida al error experimental
gue se postula la misma en todos los tratamientos. En la distribucion t-
student, el test correspondiente a la igualdad de dos medias tendria una
region de aceptacion, correspondiente a la probabilidad 1—a acumulada, y
otra de rechazo formada, en este caso, por las dos colas de la distribucion
que acumulan, cada una, la probabilidad 2 tal como se muestra en la figura
1 Los valores criticos del estadistico son entonces ta = xi—. Es decir que

hay una distancia minima significativa, medida por la diferencia de medias
muestrales, a partir de la cual el estadistico de prueba caera en la region de
rechazo del test. Llamemos DM S a esta cantidad y pongamos ta = DMS

conlocualDMS =t P Vars Observando ahora que a2estambién la varianza
de la muestra grande formada por todos los tratamientos, habida cuenta
de la suposicion de igualdad de varianza en todos ellos, se puede escribir

DMS = 12 \i;2cm e * De tal modo, comparando de a dos las medias de los
tratamientos, sus diferencias seran significativas si el valor absoluto de las
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mismas resulta mayor que la cantidad DMS.

Figura 1

RR -~ 0 H RR X

Ejemplo 2: Se trata de establecer para cuales tratamientos de los con-
siderados en el Ejemplo 1 las medias resultan significativamente distintas
como para concluir que son diferentes las medias poblacionales.

Como el tamafio de las muestras en todos los tratamientos es n = 3,
los grados de libertad del estadistico t utilizado para comparar las me-
dias de a pares resultan gl = 2(3 —1) = 4. Si seleccionamos un nivel de
significacion = 0,05 consultamos la tabla de la t-student y establecemos
12 = 2,776. Por otra parte, de la tabla 3 extraemos el valor CME = 116,50.
Calculamos entonces el valor de la distancia minima significativa DM S =
2,776y "™0= 24,46. Ahora comparamos:

XA —x*2] = 17,20 —74,06] = 56,86 > DMS por lo tanto se debe
concluir que las medias poblacionales de los tratamientos 1y 2 son distintas.

Pl —x*3]= 17,20 —24,531= 7,33 < DMS lo que indica que las medias
poblacionales de los tratamientos 1y 3 pueden suponerse iguales.

|¥2 —x*3]| = 174,06 —24,531= 49,53 > DM S las medias poblacionales
de los tratamientos 2 y 3 son distintas.
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8.4. Los supuestos del andlisis de la varianza

Los supuestos teoricos del andlisis de la varianza comprenden la nor-
malidad de las variables aleatorias que constituyen la respuesta en cada
tratamiento, la igualdad de sus varianzas y la independencia de los errores
aleatorios entre si. EI ANOVA es robusto en relacién con el supuesto de nor-
malidad de las variables. En efecto, en cada tratamiento bastan unas pocas
observaciones con cierta simetria alrededor de la media para suponer que
la hipotesis de normalidad se cumple En el caso del ejemplo 1 tal simetria
puede observarse en la figura 2.

Figura 2

Cada caja tiene los 3 valores de cromo observados en cada campafia
y el punto negro representa la media de los tres. En este caso se supon-
drd entonces que se satisface la hipétesis de normalidad de las variables.
La suposicién de igualdad de varianzas para tales variables aleatorias debe
satisfacerse al menos en forma aproximada. Ya hemos analizado que cada
observacién puede considerarse bajo el modelo xij = n + Tj + dj y que,
por lo tanto, el error aleatorio en cada tratamiento resulta €j = xij —Uj
Los residuos eij = xij —x*j, calculados a partir de los datos obtenidos, son
entonces una estimacion de esos errores aleatorios y hay que sefialar que
si, en cada tratamiento, tales diferencias conducen a gréaficas de dispersion
parecida, esto ocurrird porque las varianzas de las variables son aproxima-
damente iguales. De todas formas antes de graficar conviene estandarizar
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los residuos dividiéndolos por VCM E a efecto de compararlos en la misma
escala. Si calculamos los residuos estandarizados a partir de los datos del
ejemplo 1 se obtiene la tabla 4.

Tabla 4.

Res. Est. Campafia 1 Res. Est. Campafa 2 Res. Est. Campafia 3

-0.0459 -0.0005 0.1328
0.0488 0.0099 -0.0975
-0.0029 -0.0930 -0.0397

En la figura 3 se observan los residuos estandarizados de cada campafia:

Figura 3

Como los errores aleatorios se suponen normalmente distribuidos, al es-
tandarizar los residuos cabe esperar que tengan un comportamiento normal
estandar y por lo tanto rara vez se deberian obtener residuos mayores que
3 o menores que -3 En la figura 3 las diferencias entre los residuos en cada
una de las campafias son pequefias y parecen no ser demasiado relevantes
como para considerar distintas varianzas en los tratamientos. Asi, razona-
blemente, puede suponerse que las varianzas de cada uno de los niveles son
iguales. Tal suposicion es plausible ademas porque el estadistico F utilizado
para testear la hipétesis de igualdad de medias es también robusto respec-
to de la desigualdad de las varianzas cuando los tamafios muestrales de los
tratamientos son, como en este caso, iguales.
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En relacién con los supuestos del ANOVA se comenta ahora brevemente
que la independencia de los errores aleatorios resulta clave para el buen
funcionamiento de la prueba sobre la igualdad de medias. Que los errores
aleatorios sean independientes quiere decir por un lado que en un mismo
tratamiento tales errores no se vinculen por ejemplo con el orden en que son
registrados los datos o también que los errores atribuidos a un tratamiento no
dependan en algun sentido de los errores de otro nivel. Probar esta condicién
puede no resultar sencillo pues ella suele ser consecuencia del disefio de la
investigacion y de la forma en que se recolectaron los datos.

8.5. Otros enfoques de ANOVA

Hemos trabajado hasta aqui con lo que se denomina un disefio com-
pletamente aleatorio del experimento en el cual la eleccién de cada unidad
experimntal se ha realizado aleatoriamente. Asi se ha supuesto ademas que
el efecto de cada tratamiento es fijo. Si tal efecto fuera aleatorio el ANOVA
requeriria variantes que no vamos a analizar2. También cuando las unida-
des experimentales no son homogéneas, por ejemplo en el rio hay zonas de
mayor contaminacién que otras, esto debe tomarse en cuenta y realizar una
seleccion aleatoria dentro de distintos bloques donde la homogeneidad esté
asegurada. En este caso se dice que el disefio del experimento es en blogue
completamente aleatorizado. Esto introduce en el modelo xij = i + Tj + €jj
un efecto por bloque adicional que debe sumarse también, aunque tampoco
para este caso avanzaremos en el anélisis3. Ademas sélo hemos considerado
un factor para determinar los tratamientos. En realidad podriamos también
realizar un analisis multifactorial de la varianza al considerar la conjuncién
de varios factores lo que excede los alcances de nuestra presentacion. Fi-
nalmente debemos aclarar que si las suposiciones realizadas no fueran de
ningin modo satisfechas todavia seria posible realizar comparaciones por
procedimientos no paramétricos.

2\éase por ejemplo George Canavos, ob.cit., pp. 418 a 419
3Al respecto puede verse George Canavos, ob.cit., pp. 420-426
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8.6. Ejercicios

Ejercicio N°1*: Una fabrica de neumaticos produce tres tipos de cubiertas
gue, segln anuncia, tienen similar duracién. Con el objetivo de realizar un
control de calidad ha tomado una muestra de 8 neumaticos de cada tipo y
desea evaluar si efectivamente los promedios de duracién pueden considerar-
se iguales o si los grupos revelan diferencias significativas entre los mismos.
De ocurrir esto ultimo se desea ademas saber entre que grupos se presentan
tales diferencias. Los datos, expresados en kilometros, son los siguientes.

Neumatico Tipo A Neumatico Tipo B Neumatico Tipo C

33520 30120 34100
31340 29900 32700
32820 31300 31810
30210 32230 31900

Ejercicio N°2: Cuatro marcas de tubos fluorescentes compiten por un mis-
mo mercado y afirman que ofrecen tubos de mayor duracién media. Un
constructor desea saber si esto es realmente asi o si hay una marca que re-
sulte en promedio mas duradera. Con tal motivo ha registrado la duracién
en horas de tubos fluorescentes de las distintas marcas segun se muestra en
la tabla. ¢Cudl resulta su conclusiéon correcta?

Marca 1 Marca 2 Marca 3 Marca 4
20233 19322 20080 22000
21455 21040 21600 22560
19610 20387 22150 23310
19890 18900 21385 24115
20815 20990 20600
18654 21760 21550
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Capitulo 9
Regresion y correlacion lineal

9.1. Introduccién

En las aplicaciones estadisticas es usual intentar describir, estimar y ain
predecir el comportamiento de alguna caracteristica poblacional en relacién
con otra u otras. Por ejemplo; si se desea explicar el consumo mensual de
los hogares a partir de los ingresos que obtienen en tal periodo, es posible
plantear una formulacién matematica que vincule la variable dependiente o
explicada “consumo” con la variable independiente o explicativa “ingreso”.
Se trata de establecer un modelo matematico que exprese, en este caso, la
relacién causal que la teoria econdmica supone existente entre el consumo
de las personas y sus respectivos ingresos. En general tenemos entonces una
funcion f(x) = y pero no cualquier funcién representara adecuadamente
el hecho econdmico que se pretende modelar. Un modelo lineal explicitado
por la recta y = j31x + 30 quizas resulte pertinente aunque, como enseguida
veremos, no puede ser aplicado sin tener en cuenta cierto caracter aleatorio
presente en el consumo hogarefio. Los valores de los coeficientes 3Ly 0
habran de ser estimados a partir de datos experimentales obtenidos de unas
cuantas familias y de ellos se inferir4, de acuerdo a ciertos supuestos, una
funcién poblacional de consumo. Con todo, puede ocurrir que la expresion
obtenida no sirva de mucho para representar la vinculacion entre las variables
y que deba recurrirse a otras formas de modelado no lineal. En sintesis se nos
presentan dos problemas relacionados: por un lado estimar los parametros
del modelo lineal para definirlo adecuadamente y, por otro, evaluar que tan
bien el modelo hallado “ajusta” a la relacion causal que se postula entre
ingreso y consumo. El primer aspecto es analizado por la teoria de regresion
mientras que el segundo lo enfoca la teoria de correlacién. Las aplicaciones
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de ambas permiten estudiar una gran variedad de hechos que relacionan
variables no solo en la teoria econdmica, como en el ejemplo, sino también
en dominios tales como la ingenieria, la sociologia, la medicina y otros.

9.2. El modelo de regresion lineal

Supongamos gque un censo desarrollado en una comunidad de 60 hogares
ha permitido conocer cada ingreso, redondeado a miles, y cada consumo
segun se muestra en la tabla 1 Cada columna de la tabla corresponde al
consumo de los hogares cuyo nivel de ingreso esta rotulado en la primera

fila.
Tabla 1

2000 3000
1299 2667
2456 2490
1996 2483
2494 2855
2224 3000

2482

4000
4198
3364
4222
3780
3439
3946
3536

5000
4754
5211
4429
4746
4161
5091
4798
4439
4593

6000
5078
5753
5696
5831
6127
5746
5626
6007
6329

7000
6587
6838
6948
6566
7027
6172
6953
6740

8000
7029
7581
7733
7930
7150
7498
7595

9000
8471
8576
8467
8740
8393

10000
9746
9474
9408
9265

En la figura 1 se vuelca la informacion de la tabla en un diagrama de

dispersion:
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Figura 1

Consumos-Ingresos
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Claramente tenemos aqui los datos de toda la comunidad considerada la
cual, desde el punto de vista estadistico, constituye entonces una poblacion.
Por supuesto que fijado un determinado ingreso X, el gasto de consumo y
correspondiente a un hogar estara caracterizado por un punto ubicado sobre
la recta respectiva. Por ejemplo; el consumo de y = 3364 pesos se ubicara
sobre la recta x = 4000 pesos de ingreso. En cada hogar la parte del ingreso
gue se destina al consumo, y no al ahorro por ejemplo, depende de la interac-
cién de muchos factores, algunos azarosos o no suficientemente explicitados,
lo que permite considerar a la cantidad y como una variable aleatoria. De
acuerdo a esto, dado un ingreso x = xi habrd un consumo esperado E(y/xi)
cuyo valor se calculard a partir de la de probabilidad condicional P (y/xi).
Se comprende entonces que existe una familia de distribuciones de la va-
riable y, cada una bajo una condicion xi distinta. Esto habilita a pensar la
esperanza de la variable y como una funcién del valor que asuma la variable
X. Es decir; E(y/xi) = f (xi) o mas generalmente aun E(y/x) = f (x).
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Ahora bien; la figura 1 autoriza a pensar que, para el caso que analiza-
mos, la esperanza de la variable condicionada y, que representa el consumo,
varia linealmente con los valores de ingreso simbolizados por x. De tal modo
ponemos E(y/xi) = pIx* + fi0. El coeficiente fiO es la ordenada al origen de
la recta en cuestion y representa al consumo minimo promedio que habra
de producirse aun sin existencia de ingreso. Por su parte fil es la pendiente
y se interpreta como la proporcion del ingreso que habra de destinarse al
consumo segun las costumbres promedio de la poblacion considerada. La
recta imaginada debera pasar entonces por todos los promedios de los valo-
res obtenidos para y cada vez que se fijo un valor a x como se ve en la figura
2

Podemos considerar el consumo de una familia en particular como el con-
sumo promedio mas (0 menos) una cantidad aleatoria particular para cada
caso. Asi tenemos: y*= E(y/x*) + u* Entonces, dado el ingreso x*, el valor
esperado para y* se calcula como E(y*/xi) = E(E(y/x*)) + E(u*/x*). Habi-
da cuenta que una esperanza es una cantidad constante resulta E (y*/x*) =
E(y/x*) + E("/x*) y como E~/x*) = E(y/x*) se tiene finalmente que
E (*/x*) = 0 Es decir; el valor esperado de la perturbacion aleatoria es 0.
Obsérvese ahora que si la recta que pasa por los promedios segun cada x* es
E (y*/x* = filx* + fi0 se tiene que y* = filx*+ fi0 + u* a lo que llamaremos
modelo de regresién lineal de la poblacion. El término regresion deviene de
gue al ser O el valor esperado de la perturbacion se interpreta que los datos
“regresan” en tendencia central hacia el promedio E (y*/x*). Precisamente
hay que notar que E (u*/x*) = 0 porque se ha supuesto que la recta pasa
por los promedios. En este modelo, la perturbacion u* capta y totaliza los
efectos aleatorios que desvian del promedio a cada observacion.
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Figura 2
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En general se tiene que un modelo de regresion lineal poblacional vincula
dos variables, una explicativa y otra explicada a través de la ecuacién yi =
PIxi + 00 + ui. Se dice que este modelo es de regresion lineal simple pues
involucra solo una variable independiente o explicativa. Debe observarse
ademas que, tal cual estad formulado, el modelo no solo es lineal respecto
de dicha variable que aparece elevada a la 1, sino también respecto de sus
coeficientes, los que también figuran con esa potencia. En el andlisis de
regresion a veces no importa tanto la linealidad respecto de las variables ya
qgue ellas pueden ser sustituidas por otras cantidades de aspecto lineal, por
ejemplo haciendo z = x2y planteando la ecuacién yi = plzi + PO + ui. Mas
sustantivo resulta en estos casos cuidar la linealidad de los parametros POy
P1.

9.3. Supuestos y estimacion de parametros

Si se tienen los datos referidos al total de la poblacion, en nuestro ejemplo
todos los pares ingreso-consumo, el modelo posee solo caracter descriptivo,
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sin capacidad de prediccién sobre los elementos que forman parte de la
poblacion cuyo comportamiento es ya conocido. Pero esa no suele ser la
situacion. A menudo se conocen solo unos pocos pares de observaciones y
a partir de ellos, suponiendo adecuado el modelo lineal para la poblacion,
se trata de estimar sus parametros i y {3\ Existen distintas formas de
hacer esto pero hay un procedimiento que, bajo ciertas suposiciones previas,
resulta 6ptimo. Veremos a continuacién ése método de estimacion y luego
comentaremos brevemente sus supuestos.

Si existe una recta de regresion para una poblacién cuyo comportamiento
es desconocido, salvo el de algunas observaciones que constituyen una mues-
tra, se puede realizar un diagrama de dispersion que represente tal situacion
como se ve en la figura 3

Figura 3.

Muestra de Ingresos Y Consumos
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Aqui la muestra constituida por n = 7 casos permite intuir el crecimiento
lineal del consumo al aumentar los ingresos. Sin embargo, como los puntos no
estan perfectamente alineados a partir de ellos no podran hallarse con exac-
titud la pendiente y la ordenada al origen de la recta de regresién poblacional
que, recordemos, supusimos pasando por los valores esperados de consumo
segun fueran los ingresos. En este caso la recta poblacional pasard por en-
tre los puntos de la muestra, inclusive quizads conteniendo alguno, y, para
estimarla, habra que adoptar un criterio que garantice un “ajuste” eficiente
con su comportamiento. Es decir; con base en las observaciones muestrales,
hay que hallar una recta que se parezca lo mas posible a la de regresion
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poblacional desconocida. Para lograr esto se emplea el llamado criterio de
minimos cuadrados que estima la pendiente y la ordenada al origen de la
recta utilizando las observaciones con las que se cuenta. Lo explicaremos a
continuacion.

Los puntos de ingreso y consumo que integran la muestra pueden de-
notarse por el par ordenado (xi;yi). Como estd claro, son observaciones
mientras que los puntos (Xi;yi), que tienen iguales ingresos que ellas, corres-
ponden a los ubicados sobre la recta que se supone estimada. Por lo tanto la
cantidad yi es una estimacion del consumo observado yi cuando el ingreso es
Xi. Esto se ilustra en la figura 4 que, a modo de ejemplo, exhibe la relacion
entre dos observaciones y sus respectivos valores estimados ubicados sobre
la recta:

Las diferencias entre valores observados y estimados algunas veces son
positivas y otras negativas de modo que, como la recta buscada en teoria
pasa por los promedios de consumo para cada nivel de ingreso, su suma
resultara en promedio £ =1 (yi —yi) = 0. La idea que esta detras de sumar
los desvios es hallar la recta yi = j31zi + p0 que minimice la suma, pues
ella constituiria una buena estimacion de la recta de regresion poblacional.
Sin embargo vemos que, no importa cual sea la magnitud de cada desvio
el resultado de la cuenta serd 0. Podriamos considerar los valores absolutos
¥ —yvilque al ser siempre positivos eliminarian la compensacion apuntada
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pero los mdédulos complicarian las cuentas ulteriores. Mejor que ello resulta
utilizar la suma de cuadrados cuyos sumandos son todos positivos y facilitan
el célculo segun veremos enseguida. En principio debe comprenderse que,
como la recta en cuestion variara segun los valores asignados a la pendiente
i3ly a la ordenada al origen j, la suma de cuadrados puede ser vista como

una funcién de estas dos variables: F (plLp”® = E i=1(* —i3lx*—i30

Habra un valor de esta funcién para cada par de valores i3ly 0 ya que las
otras cantidades x* e y* provienen de la muestra observada y son por ello
conocidas. Entre los valores de la funcion F podra haber alguno que sea
minimo. Es decir una cantidad que haga minima la suma de cuadrados en la
intencion de ajustar lo mejor posible la recta a los puntos muestreados. Para
hallar j3ly jO que realizan este minimo utilizamos las técnicas del céalculo
diferencial y calculamos:

(n i . A\ N
=2 £ (y-—fix —po) (—x* =0
dfil i )

\i=l
dF qe A A
= H§ e —_ (—l) =0

Operando obtenemos las llamadas ecuaciones normales:

n n n
plj2 x2+po X*= Xy*
*=1 *=] *=1
n n
A £ x*+npo=£ y
*:1 *:1

Ellas constituyen un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas 3L
y i®, habida cuenta que las sumatorias se obtienen a partir de los datos
aportados por la muestra.
Resolviendo, por ejemplo por determinantes, se obtienen las férmulas:
0 = nE l=Elxtys —E I=1x™ mFly*
Pl nE i=1x2 —(E i=1 x*)2

0 e Flx2erFly*—e rElx Ny i=ixy
n Ei=1 x2 —(Ei=1 x*)2
Los valores asi calculados de 3Ly i3 son un punto critico de la fun-

cion F (p1,i¥ = Ei=1(y*—pIxi —i3" . Aunque no abundaremos aqui,
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un andlisis mas pormenorizado 1de esta funcion, que resulta siempre mayor
o igual que O, revela que en tal punto alcanza un minimo. De esta forma la
recta hallada yi = p1xi +p0 minimiza la suma de las diferencias al cuadrado
y a partir de la muestra observada estima la recta de regresion poblacional.
Por esta razén p y pO son llamados estimadores de minimos cuadrados. En
el ejemplo que hemos utilizado hasta aqui para plantear el tema, la pendien-
te pl estima la proporciéon destinada al consumo de cada peso ingresado.
La ordenada al origen p0O estima el consumo minimo, que igual se produce
siendo el ingreso 0. En general, contamos entonces con un procedimiento pa-
ra estimar los parametros de una recta de regresion poblacional que intente
modelar una relacion entre variables de cualquier dominio de estudio. La
recta obtenida es la que mejor ajusta, en el sentido de minimos cuadrados, a
los puntos que integran la muestra y por ello se denomina recta de regresion
muestral.

Ejemplo 1: Distintas teorias antropoldgicas sostienen que la altura de
los hijos esta en relacion directamente proporcional con la altura de los pa-
dres. A efecto de comprobar esa relacidon entre padres e hijos para cierta
comunidad se han tomado cinco observaciones de alturas segun se ve en la
tabla 2. A partir de ellas se desea construir un modelo matematico lineal que
explique la altura de los hijos a partir de la altura de los padres:

Tabla 2.

Altura del Padre (en metros) Altura del Hijo (en metros)

1.68 1.70
182 183
1.75 1.74
1.66 1.65
171 173

Comenzamos por realizar un diagrama de dispersion de las observaciones
como se ve en la figura 5:

1Véase por ejemplo Paul Meyer, ob.cit., p. 300.
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Figura 5.

Se observa que hay una tendencia lineal de crecimiento de la altura de
los hijos conforme crece la altura de sus padres. Esto hace pensar que seria
razonable estimar un modelo de regresion lineal a partir de las observaciones
muestrales aunque debemos adelantar que luego evaluaremos esta hipotesis
de linealidad con mayor precision. Por ahora calculamos los valores de la
pendiente y ordenada al origen que surgen de los datos obtenidos.

5

n

5
Y,Xi=168+ 182+ 175+ 1,66+ 1,71 = 8,62
i=1
5
AN>2 = (1,68)2+ (1,82)2+ (1,75)2+ (1,66)2+ (1,71)2 = 14,88
i=1
5
J2Vi= 170+ 183+ 1,74+ 1,65 + 1,73 = 8,65
i=1
5
J2 xiVi = 1,68x1,70+1,82x1,83+1,75x1,74+1,66x1,65+1,71x1,73 = 14,93

" 5xl493—862x865 _ ¢ 1488 x865-862x 1493 _
n=—5x 1488— (86253291 /0= _____§_>(_1488— (862)% = 016
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Obtenemos entonces la recta de regresion muestral y = 0,91® + 0,16
gue estima, segun minimos cuadrados, la relacion lineal poblacional que
se supone existente entre alturas de padres e hijos. En la figura 6 puede
apreciarse el ajuste de la recta con la nube de puntos:

Figura 6.

Recta de Regresién Muestral

1J85-1

1J80-
o
X
El 1.75-
<
1.70-
1.654— 1 k2 EJ 1
165 1.70 1.75 1.30 185

Altura Padre

Establecida entonces la forma de estimacién a través de la aplicacion del
método de cuadrados minimos, cabe preguntarse sobre las propiedades de
tal estimacion. Y es aqui donde conviene explicitar ciertos supuestos reali-
zados sobre el modelo de regresion lineal de la poblacion. En primer lugar se
supone que el modelo esta bien especificado. Esto quiere decir que represen-
ta adecuadamente la relacion poblacional entre las variables. Claramente,
si no lo hiciera, la estimacion de tal modelo careceria de objeto. Ademas
se cuenta con que los datos muestreados son suficientemente representati-
vos del comportamiento poblacional. En segundo término se supone que las
perturbaciones aleatorias ui son cantidades independientes de los valores de
la variable explicativa xi. Esto surge naturalmente del modelo poblacional
que entiende a la variable explicada como suma del promedio de sus valores,
condicionados al valor de xi, mas una perturbacién aleatoria ui. Es decir;
yi = E(y/xi) +ui Si xi y ui estuvieran relacionadas no seria posible ais-
lar sus efectos en dos sumandos separados. Por motivos similares se realiza
una tercera suposicion, también de independencia, entre las perturbaciones
aleatorias ui existentes bajo distintos valores de xi. Esto significa que tales
perturbaciones, consideradas como variables aleatorias, no estan relaciona-
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das y que por lo tanto los desvios de la variable dependiente respecto de su
promedio, ante un valor fijado Xi, son independientes de los desvios dado
cualquier otro valor Xj. La cuarta suposicion ya se ha comentado y consiste
en aceptar que la media de las perturbaciones aleatorias es 0. En férmulas:
E(ui/xi) = 0 Esto se acompafia con una quinta suposiciéon que establece
qgue la varianza de tales perturbaciones es la misma para cualquier valor
de Xi. Es decir; las perturbaciones aleatorias deben tener media O y una
varianza constante a2.Esta Gltima condicién de homocedasticidad implica
dar a los datos muestrales observados una similar representatividad. Si para
distintos valores de Xi las perturbaciones aleatorias tuviesen varianza distin-
ta, no todos los puntos de la muestra serian igualmente confiables a efecto
de la estimacion2. Bajo las suposiciones realizadas es posible demostrar el
importante resultado siguiente.

Propiedad 1: (Gauss-Markov) Si se cumplen las cinco suposiciones an-
tedichas para el modelo de regresion lineal poblacional yi = / 1zi +/0+ ui ,
las estimaciones / y /0, seglin minimos cuadrados, son las mejores lineales
e insesgadas (MELLI).

Si bien la demostracion de tal propiedad esta fuera del alcance de este
libro es importante destacar que el término lineal aplicado a los estima-
dores significa precisamente que resultan funcién lineal de las observaciones
y1y2,..., yn. Ademas son insesgados ya que puede probarse que E (/) = /1
y E (/o) = /o. Finalmente puede demostarse también que si las perturbacio-
nes aleatorias tienen distribuciéon normal la distribucion de los estadisticos
A y A) es también normal3.

9.4. Correlacién lineal

Dos variables aleatorias pueden estar relacionadas. Esto quiere decir que
los valores que adopte una cualquiera de ellas estan de alguna forma condi-
cionados por los valores que adopte la otra. Una relacién de tal tipo puede
expresarse, con mayor o menor acierto, a través de una féormula funcional
que la represente y, en este sentido, por su simplicidad y fecundidad en las

2Para un desarrollo mas extenso de estas suposiciones véase George Canavos, ob.cCit.,

pp. 444-448
3Véase George Canavos, ob.cit., pp. 457-465
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aplicaciones de la teoria, importa estudiar con detalle las relaciones lineales
entre variables. Es decir; se trata de analizar el caso en que las variables
aleatorias se asocian linealmente, aln cuando lo hagan solo en forma apro-
Ximada.

En primer lugar debe notarse que si las variables x e y no son indepen-
dientes ocurre que no vale la formula general P(xy) = P(x)P(y) . Por otra
parte la variabilidad conjunta de ambas variables podra medirse por la lla-
mada covarianza definida como Cov(xy) = E [(Xx —E(X))(y —E (¥))] que
extiende naturalmente el concepto de varianza de una variable definido en el
capitulo 2 segin Var(x) = E (x —E(x))2p(x) = E (x —E (x))2 Es claro
gue, si las variables fueran independientes, la variacion de una de ellas no
deberia vincularse con la variacion de la otra y entonces la varianza conjunta
seria 0. Esto es precisamente lo que ocurre:

Cov(xy) = E [(x —E(x)) (y —E(Y))] = E Dy —xE(y) —YE(X) +

+E()E(Y) = E(xy) —2E(X)E(Y) +E(X)E(y) = E(xy) —E(X)E(Y) =
= E(E(y) —E(X)E(y) = 0
pues al ser independientes x e y se cumple, como ya se ha demostrado, que
E(xy) = E(X)E(y).
Es decir; si las variables son independientes la covarianza tendra que ser
0. Sin embargo la reciproca no necesariamente es cierta. Puede darse el caso

en que la covarianza sea 0 y, aun asi, las variables estén relacionadas como
se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2: Sea x una variable aleatoria con la distribucién de probabi-
lidad dada por la tabla 3:

Tabla 3.
X P(X)
2 025
-1 025
1 025
2 025

Sea la variable y relacionada en forma cuadratica con x a través de
y = x2. Hallar la covarianza entre ambas variables.
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La distribucion de probabilidad de la variable y resulta:

y P(y)
| 050
4 050

Para calcular la distribuciéon de la variable conjunta xy debe observarse
que six = 1ox = —lsetiene y = 1 mientras que si X = 20 X = —2
se obtiene y = 4 de forma que los casos en que x = *1 ey = 4 tanto
como aquellos en que X = 2 ey = 1 no pueden presentarse y deben tener
probabilidad 0. En resumidas cuentas se tiene la distribucién conjunta:

Xy P (xy)
Xx=1y=1 0.25
x=-1y=1 0.25
X=2y=4 0.25
=-2,y=4 025

De acuerdo con las distribuciones obtenidas calculamos:
E(X) = —41x025+1x025+(—4) x025+4x025=0

E(y)= 1x05+4x05= 25

Y entonces obtenemos:
Cov(xy) = E [(x —E(x)) (y —E(Y)] = E [xy —XE(y) —YE(xX) +
+E(X)E(Y) = E [xy —XxE(y)] = E(xy) —E(X)E(E(y)) = E(xy) =
=1x1x025+(—1) x1x025+2x4x025+(—2)x4x025=0
Es decir, tenemos covarianza 0 aun cuando las variables estan relaciona-
das en forma cuadrética.
A la luz del ejemplo podemos preguntarnos gque ocurre con la covarianza
si las variables se relacionan linealmente siendo y = 3\x+ 0. En tal caso
resulta:

Cov(xy) = E [(x - E (X)) ((Bix +Ro) - E(Bix + Ro))] =

= IBNE (x —E (x))2 = f3\Var(x)

Por lo tanto, en caso de existir una relacién lineal entre las variables,
la covarianza quedara en funcion de la pendiente de esa expresion lineal.
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Es claro que si tal pendiente fuera 0, es decir si no hubiera relacion lineal
entre las variables, la covarianza tendria que ser 0 como en el Ejemplo 2
donde la vinculacion no es lineal sino cuadratica. Con el objetivo de obtener
un coeficiente adimensional para medir el grado de correlacion lineal entre
variables, la covarianza puede dividirse por los desvios estandar de cada una
de ellas, consideradas aisladamente. Asi se tiene la siguiente definicion:

Coeficiente de correlaciéon lineal: Se define el coeficiente de correlacion
lineal entre las variables X e y segun:

Cov(xy)
axay

Propiedad 22 —1<p<1

Observemos primero que Var(x) = E (X —E(x))2 , Var(y) =

=E (y—E(y))2 ¥y Cov(xy) = E [(x—E (x)) (y —E (y))] Luego, para sim-
plificar, anotamos U = X —E(X) vy V = y —E(y). Vamos ahora a definir
la expresién auxiliar f(t) = E [(U +tV)Z] que es una funcién de t siempre
mayor o igual que O pues es la esperanza del cuadrado (U +tV)2 > 0. Es
decir f (f) > 0 Ahora obsérvese que se trata de una funcién cuadratica dado
que f(t) = E (U+tV)2] = E (U2+2tUV +t2v2] = E(U2 + 2tE(UV) +
t2E (V2

Entonces, al ser mayor o igual que cero tendra raices O o complejas por
lo cual el discriminante de su formula resolutoria debe ser 0 o negativo. Es
decir 4 (E(UV))2—4E(U2)E(V2) < 0 de donde resulta:

(E(UV))2 (E [(x - E(X))(Y - E(Y)D2 (Cov(xy))2
E(U2)E(V2) E [X—EX)2]E [y —E(y))2] Var(x)Var(y)

= /Cov(xy)V =p2<1
Y axay J

Luego se tiene —1 < P < 1 que es lo que se queria demostrar.
Se tiene ademas el siguiente resultado:

Propiedad 3: Si las variables aleatorias x e y estan en relacion lineal
y = /1Ix + /0 entonces p2 = 1 Ademas, en tal caso, si /1 > 0 entonces

p= 1y si/ 1< 0entonces p= —1 Reciprocamente si p2= 1, X e y estan en
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relacioén lineal con probabilidad 1

No abundaremos aqui con la prueba de esta propiedad que se basa en la
ya apuntada relacion entre covarianza y pendiente4. Notemos sin embargo
gue cuando las variables estan vinculadas linealmente con probabilidad 1 se
habla de un suceso que ciertamente ocurre y, en tal caso, el coeficiente de
correlacion es 1 6 -1 Si el coeficiente adoptara un valor intermedio entre
1y -1 la relacién conjunta o correlaciéon no seria perfectamente lineal y
el valor de p obtenido resultaria una medida del grado de asociacion lineal
existente entre las variables. En el caso en que las variables no estuvieran
relacionadas linealmente la pendiente de la recta tendria que ser Oy, segin ya
se ha comentado, esto llevaria a una covarianza 0. Por lo tanto el coeficiente
de correlacion lineal resultaria p = 0.

Ejemplo 3: La distribucién de probabilidad conjunta de dos variables
aleatorias y sus respectivas distribuciones marginales son las dadas por la
tabla 4:

Tabla 4.

x/y < 1w y=2 y=4 Px

Xx=1 01 0.2 0.2 0.5
X=3 0.3 01 0.1 0.5
Py 0.4 0.3 0.3

Se desea establecer si las variables son independientes y, en caso de que
no lo sean, analizar su grado de relacién lineal.

La definicion de independencia de variables requiere que para todo par
de valores (x,y) se cumpla que P(xy) = P(x)P(y). Es claro que, de acuer-
do a la tabla 3, se tiene, por ejemplo, 0,3 = P(x = 3,y = —3) = P(x =
3 xP(ly = =3) = 05x04 = 0,2 De acuerdo a esto, las variables no son
independientes. Ahora analicemos si observa algun grado de dependencia li-
neal utilizando el coeficiente p. Para ello tengamos presente que: Cov(xy) =
E[X—EX) (y—EW = E Iy —xE(y) —YE(X) + E(X)E(Y)] = E(xy)—
EMXE(Y)

Calculando tenemos:
E(xy) = Yhi,j x*yjP(x*,yj) = 1x (3 x01+1x2x02+1x4x02+

4l_a demostracion puede consultarse en Paul Meyer, ob.cit., pp. 150-151
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3IX(3) x03+3x2x01+3x4x01=0

E(X)=1x05+3x05=2 E(y) = 3x04+2x03+4x03=0,6
y entonces Cov(xy) =0 —2 x 0,6 = —1,2

Ademdas como E(x2) = 12x 05 +32x 05 = 05 se tiene que ax =

VE [X—E(X))2] = V(E(X)2—E2(X)) = *5—2 =1

Analogamente E(y2) = (3)2x04+22x03+42x03 =96y ay=
\e [(y—E(y))2d = V(E(Y)2—E2(y)) = 79,6 —0,62= 3,04

y entonces p = = 1-34 = 0,39

El valor del coeficiente de correlacion lineal obtenido esta a medio camino
entre la correlacion lineal perfecta que corresponderia con p = 1y la ausencia
de correlacion lineal que estaria indicada por p = 0. Por lo tanto debemos
concluir que las variables consideradas tienen cierto grado de relacion lineal
entre ellas.

9.5. Regresién y correlacidn

De lo expuesto hasta aqui surge naturalmente la necesidad de analizar la
vinculacién entre la regresion lineal y la correlacion lineal. Tal cual lo hemos
explicitado la teoria de regresién busca establecer una formula lineal que ex-
plique, en términos “promedio”, la relacion entre las variables. Esta formula
lineal se obtiene a partir de una muestra por consideraciones de tipo esta-
distico y esta por ende sujeta a errores en la estimacion que procedimientos
como el de minimos cuadrados procuran minimizar. Entre los supuestos de
tal método se ha citado en primer término la necesidad de que el modelo
lineal represente adecuadamente la dependencia estadistica que hay entre
las variables. Esto quiere decir que al emplear un modelo lineal para ex-
plicar una variable poblacional en funcién de otra debe esperarse un valor
cercano a 1 0 a -1 del coeficiente de correlacion medido a nivel poblacional.
Claramente si el modelo lineal elegido no pudiera expresar con propiedad la
vinculacién entre las variables, el coeficiente de correlacion lineal poblacional
tendria que acercarse hacia 0 tanto como dicho modelo dejara de explicar
la relacion entre variables. A esto hay que agregar ademas lo siguiente: la
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relacién estadistica entre variables no implica necesariamente en los hechos
una relacién causal entre las magnitudes reales que ellas representan. Por
ejemplo; pudiera ocurrir de un modo casual que la cantidad de automoviles
gque pasan por delante de un edificio comercial y la cantidad de palabras que
se escriben en las computadoras de sus oficinas observaran una relacién esta-
distica lineal. Sin embargo, es muy dificil que se pueda afirmar que la causa
de que se escriban cierta cantidad de palabras es que por delante del edificio
pasa un determinado ndimero de automdviles. En suma, la relacién entre
una causa real y un efecto real se asienta en una teoria, como por ejemplo la
gue vincula en la teoria econdémica el ingreso y el consumo y, en todo caso,
solo después que se ha establecido el hecho tedrico se intenta desarrollar un
modelo estadistico que lo represente y compruebe. En general, razonar a la
inversa, creyendo que el modelo justifica relaciones facticas, no es valido.

Supongamos ahora que efectivamente estudiamos dos variables cuya re-
lacién causal se basa en una teoria pero que, como ocurre casi siempre, no
tenemos todos los datos de su comportamiento poblacional y contamos s6lo
con una muestra. Si estamos interesados en modelar la relacién por medio
de una ecuacién lineal podemos inferir su pendiente y la ordenada al origen
por minimos cuadrados tal como ya fue explicitado. Pero la cuestién es que
la recta hallada a partir de la muestra asociara linealmente las variables
de acuerdo al particular azar con que fue tomada y por ende la correlacion
medida en la muestra no necesariamente representara la correlacion lineal
entre las variables a nivel poblacional. Tenemos entonces dos problemas a
resolver: evaluar la correlacion lineal en la muestra e inferir a partir de ella
la correlacion lineal en la poblacién.
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Figura 7.
a) b)

€)

Llamaremos r al coeficiente de correlacion lineal calculado a partir de
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una muestra por medio de la férmula:

r= E"=1 (x*—x) (y*—Y)
VE?=1 (x*—X )V E?=1 (y* —Yy)2

que, puede demostrarse, corresponde al estimador de méaxima verosimili-
tud del coeficiente de correlacién lineal poblacional p definido en la seccién
anterior5. En forma andloga a la prueba realizada para el coeficiente de
correlacion lineal poblacional es posible demostrar que —1 < r < 16. La
figura 7 exhibe distintas muestras con su correspondiente recta de regresion
calculada y el coeficiente de correlacién muestral respectivo.

Los casos a) y b) muestran una relacion lineal perfecta que se dice directa
cuando r = leinversasir = —L EIl caso c) exhibe una alta correlacion lineal
pues se observa claramente que la nube de puntos establece la tendencia de
una recta casi en forma exacta. En cambio, en el caso d) la nube parece seguir
méas una linea parabdlica que la recta de regresion hallada. Como es natural
entonces el valor del coeficiente de correlacion muestral se aleja de -1. En €)
la disposicion casi circular de los puntos fuerza la pendiente horizontal de la
recta de regresion y el valor 0 para el coeficiente de correlacion. Precisamente
puede demostrarse? que si y = j3Ix + f0 es la recta de regresion calculada a
partir de la muestra, se cumple la relacién:

E?=I (Vi - VY
E?=1 (xi - x)2

Bl =r

de tal modo que cuando r = O se tiene /3L= 0 como se ha comentado en el
caso poblacional.

Hasta aqui nuestro modelo de regresién muestral explica el comporta-
miento de la variable dependiente “y” precisamente como una funcion de
la variable regresora “x”. Esto en el terreno concreto de una aplicacion se
fundamenta en aspectos teéricos que postulan una relacion causa-efecto que
tiene esa forma. Pero desde el punto de vista estadistico, y aln sin signi-
ficacion en el campo de aplicacién, puede muy bien hallarse una recta de
regresion que exprese “x” como funcién de “y”. En tal caso se tendra la

Bla deduccién del estimador del coeficiente de correlacion lineal puede verse en D.
Montgomery, E. Peck y G. Vining: Introduccion a andlisis de regresion lineal, Grupo
Editorial Patria, pp. 47-48

6Véase por ejemplo Fausto Toranzos: Teoria estadistica y aplicaciones, Ediciones Mac-
chi, 1997, pp. 249-250.

TVéase Fausto Toranzos, ob. cit.,pp. 248-249.
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ecuacion x = X + /% y entonces:

ELi (Xi - X)2
E?=i (M - V)2

id=r,
Si ahora efectuamos el producto:

A =y T2EIVIi-VRrOE"Si(X-X)2—r2
\ E?=i (Xi - )2 \E?=i (Vi - V)2

A veces para evaluar cuanto explica de las cantidades “y” el modelo lineal
gue las vincula con “x” se utiliza este coeficiente de determinacion r2 que
toma valores entre Oy 1y puede expresarse por ello como porcentaje r2%.

En el supuesto que €l valor del coeficiente de correlacién r permita com-
probar en la muestra una relacién lineal, resta todavia establecer si puede
concluirse que, en términos poblacionales, hay al menos cierto grado de aso-
ciacion lineal entre las variables. Para esto podemos basarnos en la distribu-
cioén del estadistico j3 y realizar una prueba de significancia de la regresion.
i3 tiene una distribucién normal y es insesgado8, es decir E(/3{) = i3 . Dado
gue usualmente se desconoce la varianza de los errores aleatorios entre los
casos reales y los predichos por la recta de regresion, se realiza un test de
hipdtesis sobre la distribuciéon t-student con gl = n —2. La hipétesis nula es
precisamente que no hay relacién lineal entre las variables, lo que equivale a
suponer que la pendiente de la recta de regresion poblacional es O pues asi
el valor de “y” no estd vinculado linealmente al valor de “x™. Se tiene:

Hqg:fii =0

Ha :fii = 0

El estadistico de prueba en este caso es:

/W *n=i i - X)
J2:=1(vi-y)2
105

o -

donde y* = f3xi + j5g Como en todo test de hipdtesis si el estadistico de
prueba cae dentro de la region de rechazo, se rechaza la hipétesis nula y
se acepta la alterna. Al hacer tal cosa se acepta entonces que existe una

8Una prueba de tal resultado se realiza en D. Montgomery, E. Peck y G. Vining.ob.cit.,
pp. 24-25
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pendiente distinta de O de una recta de regresion lineal poblacional, que
representard en algin grado la relacién entre las variables9.

Ejemplo 4: Un equipo de mecanicos que prepara automoviles de carrera
ha observado, para los Gltimos cuatro motores preparados, el numero de fa-
llas comprobadas y el tiempo en horas, empleado para la reparacion completa
de las mismas. Asi ha resultado la tabla 5 con la que se pretende construir
un modelo que explique en general el tiempo de reparacién de motores como
una funcién de la cantidad de fallas:

NOde Fallas Tiempo de Reparacién (hs)

Motor 1 3 5
Motor 2 2 4
Motor 3 2 5
Motor 4 4 7

Un diagrama de dispersién de los pares de valores observados para cada
motor se muestra en la figura 8

Figura 8.

Tiempo de Reparacion en relacion a N° Fallas

*

Nc de Fallas

La tendencia lineal de la nube de puntos sugiere pensar que en toda
circunstancia, es decir con caracter poblacional, y no solo para esta mues-

9Una justificacion y desarrollo mas extenso del parrafo puede hallarse en George Ca—-
navos, ob.cit., pp. 465488
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tra, el tiempo de reparacion se vincula linealmente con el nimero de fallas
observadas en los motores. Sin embargo esto habrd que probarlo hallando
primero la recta de regresion muestral y planteando luego la prueba de signi-
ficancia de la regresion. Calculamos la recta de regresion muestral tomando
como variable regresora al niumero de fallas y como variable dependiente al
tiempo de reparacion. Asi resulta:

£i=iXi=1, Ei=ix2=33, £i=iyi=2lyELi X-y = 6L

Ademas X = 2,75y y = 525 por lo que se tiene:

* 4x61l-11x21 * 3Bx2l-1x61
= 4x33-12 =Mjj y * = 4x33- 112 =2

Se calcula:
Ei=l(xi - X)2= (3-2,75)2+(2-2,75)2+(2-2,75)2+(3-2,75)2 = 275
Ei=l(yi - N2 = (5-5,25)2+(4-5,25)2+ (5-5,25)2+ (7 -5,25)2 = 4,75

Ei=i (Xi - X)(yi - 2) = (3~ 2,75)(5 - 5,25) + (2 - 2,75)(4 - 525) + (2 -
2,75)(5 - 525) + (3 - 2,75)(7 - 5,25) = 3,25

El coeficiente de correlacion lineal de la muestra queda entonces:

r= =0,

F= vz Q0N

La alta correlacién lineal muestral se aprecia graficamente al observar la
figura 9 donde se ve la recta de regresion yi = 1,18xi + 2

Para utilizar este modelo lineal en la estimacion de la demora en arre-
glar cualquier motor que presente entre 2 y 4 fallas realizamos la prueba
de significancia sobre la regresién y observamos si corresponde rechazar la
hipdtesis de pendiente nula para la recta poblacional. En tal caso el modelo
de regresién muestral sera Util para predecir el comportamiento poblacional.
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Figura 9.
Recta de Regresién de la Muestra
|
H ! % ! 1
0 1 2 3 4
N=de Fallas

Ho :P1=0
Ha :Pi =0

El estadistico de prueba en este caso es:

tp= 148 x ~ = 2,90
(5—(1,18)(3)—2)2—!—(4—(1,18x2)—2)£2(5—(1,18)(2)—2)2—!(7—(1,18x4)—2)2

En la t-student con gl = 4 —2 el valor critico correspondiente a una
region de rechazo, que contiene a = 0,05 de la probabilidad distribuida en
dos colas, es tc = 4,303 Se observa que el estadistico de prueba cae dentro
de la region de aceptacion. En efecto resulta —4,303 < tp = 2,90 < 4,303
No puede entonces afirmarse que el modelo hallado sea significativo a nivel
poblacional aunque en la muestra haya exhibido buena correlacion lineal

entre las variables.
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9.6. Ejercicios
Ejercicio N°1*: Dados:

2 4 6 8 10
4 7 13 16 19

a) Realizar el diagrama de dispersion.
b) Hallar la recta de regresion que pone y en funcion de x.

c) Hallar el coeficiente de correlacion.

Ejercicio N°2: La siguiente tabla presenta la producciéon mensual (en miles
de unidades) de una fabrica y las utilidades (en millones de $) de los cinco
primeros meses del afio:

Enero Febrero Marzo Abril Mayo
Produccién 65 72 82 90 100
Utilidades 30 35 42 48 60

a) Realizar un diagrama de dispersion para mostrar las utilidades segun
el volumen de la produccién.

b) Establecer un modelo lineal hallando la recta de regresion correspon-
diente.

c) Evaluar el grado de representatividad del fenémeno real que posee la
recta hallada. (Considerar solo la muestra)

Ejercicio N°3*: Una compafiia aeronautica desea establecer una ecuacion
que le permita calcular la carga en ddlares en funcién de las millas a recorrer.
Para ello toma una muestra de 10 facturas de carga:

Distancia en Millas 14 23 9 17 10 2 5 12 6 16
Carga en Délares 68 105 40 79 81 9% 31 72 45 93

a) Realizar el diagrama de dispersion

b) Hallar la recta muestral y el coeficiente de correlacion lineal respectivo.
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c) Establecer que porcentaje de la variacién queda explicado por el mo-
delo lineal

d) ¢Los resultados son validos en términos poblacionales?

Ejercicio N°4: Una serie de tiempo toma valores cada vez que pasa un
lapso fijado de tiempo. Asi es por ejemplo la serie que muestra el crecimien-
to de la poblacion de acuerdo al paso del tiempo. Como toda serie, esta
reconocera una tendencia principal que explica esencialmente el fenémeno,
sumada a tendencias estacionales, ciclicas y aleatorias que también se mani-
fiestan en algun grado. Buscar en Internet los datos de los Gltimos 6 censos
de Poblacién Argentina y disefiar un procedimiento para evaluar la tenden-
cia principal. En particular se desea establecer cual es la propension decenal
de crecimiento de la poblacion.



Capitulo 10

Software estadistico

10.1. Introducciéon

El objetivo del capitulo es introducir al lector en el uso de software es-
tadistico disponible para efectuar un analisis de datos. Por supuesto no se
trata aqui de presentar un listado exhaustivo de los paquetes disponibles
ni tampoco de desarrollar destreza en la utilizacion particular de alguno de
ellos. Mas bien procuramos mostrar las potencialidades que tiene su aplica-
cion referida a los temas expuestos en los capitulos anteriores y motivar asi
el uso de la herramienta informética. Sin embargo, hay que tener en cuenta
gue lo habitual es que los datos sean multidimensionales. Esto quiere decir
gue cada unidad experimental, cada instancia de una base de datos tiene
varios atributos o variables para registrar. Por ejemplo, en la base de da-
tos de los estudiantes de una universidad por cada estudiante se registra el
numero de documento, domicilio, teléfono, género, y eventualmente algunos
datos referidos a salud como altura y peso. Ademas se puede incorporar
la nota por cada materia aprobada y el promedio de notas, el afio de ins-
cripciéon y el afio de egreso. En suma se estarian considerando al menos 9
variables mas las que correspondan a la nota de cada materia, digamos por
ejemplo 40. En total se trata con 49 variables. Algunas de ellas, como las
notas, seran cuantitativas pero otras resultan nominales o categéricas como
el género. Algunas estaran correlacionadas, otras seran independientes entre
si. Todas tendran su tendencia central, su variabilidad, su grado de simetria
en la distribucion y el andlisis conjunto de estos parametros y relaciones co-
rresponde a la estadistica multivariada. Los contenidos desarrollados en los
capitulos anteriores se ocupan mayoritariamente de estadistica univariada
y solo en algunos de ellos se estudian conjuntamente dos o mas variables
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como en Andlisis de la variancia o en regresiéon y correlacion. De modo que
todo lo dicho es, en la practica, s6lo una imprescindible introducciéon para
que el futuro ingeniero comprenda conceptualmente y conozca el lenguaje
de las técnicas estadisticas profesionalmente utilizadas. En el mismo sentido
entonces presentamos aqui el uso del software.

Antes que nada, hay que mencionar que existe software libre disponible
directamente en Internet en forma legal y software que corre bajo licencia
paga. Hay también una situaciéon intermedia: versiones libres o estudianti-
les con licencia casi sin costo de paquetes informaticos que en su version
profesional son de licencia paga. Esto permite apreciar las posibilidades del
software sin necesidad de adquirirlo previamente. Ademas de las planillas
de célculo, que pueden realizar una cantidad importante pero béasica de pro-
cesos estadisticos, entre el software que corre bajo licencia se puede citar a
SPSS, SAS o SPAD paquetes muy potentes y especialmente disefiados para
el proceso estadistico. En Argentina, el Grupo Infostat de la Facultad de
Ciencias Agrarias de la Universidad Nacional de Cdérdoba ha desarrollado
INFOSTAT con amplias e interesantes funcionalidades que dispone de una
version estudiantil liberada para uso de docentes y alumnos. En cuanto al
software libre corresponde citar al R, desarrollado a partir de 1997 por Iha-
ka y Gentlemen que actualmente cuenta con cientos de miles de usuarios a
nivel mundial y cuyos usos y funcionalidades continGan en expansion.

Los paquetes existentes trabajan de formas distintas. Algunos exhiben
una pantalla amigable en la que se muestra una tabla con los datos y se
dispone de un mend de procesos y graficos al estilo de la presentacion de
una planilla de calculo usual. Otros presentan una consola con una interfaz
de linea de instrucciones. En este caso permiten programar una secuencia
de tales instrucciones que ejecute la lectura de los datos, los procesos de
acuerdo a lo requerido y exhiba los resultados.

10.2. Distribuciones de frecuencias y graficos

Para comenzar vamos a presentar un conjunto de datos muy famoso. Se
trata de la base IRIS introducida por R. Fischer en 1936 para ejemplificar
cierto analisis. Esta constituida por datos de 150 flores de 3 especies dife-
rentes y como se puede apreciar en la tabla 1 extractada del Anexo E, las
variables consideradas son el nombre de la especie, el largo del sépalo, su
ancho, el largo del pétalo y su ancho:

232



Elementos de probabilidad y estadistica

Tabla 1
Especie Largo Ancho Largo Ancho
Sépalo Sépalo Pétalo Pétalo
|. setosa 51 35 14 0.2
|. setosa 49 3 14 0.2
|. setosa 4.7 3.2 13 0.2
l. setosa 4.6 31 15 0.2
l. setosa 5 3.6 14 0.2
|. setosa 54 39 1.7 0.4
|. setosa 4.6 34 14 0.3
l. setosa 5 34 15 0.2
|. setosa 4.4 29 14 0.2
|. setosa 49 31 15 0.1

La figura 1 muestra una flor cualquiera con sus pétalos y sus sépalos:

Figura 1

Al considerar la tabla 1 se aprecia que la variable Especie es categorica.
Una de sus categorias es precisamente |. setosa pero, si se observa la tabla
completa del Anexo E se ve que existen también las categorias |. versico-
lor e I. virginica. Las deméas variables son, en este caso, cuantitativas. Hay
que aclarar que en la terminologia de las bases de datos cada fila es una
instancia o un caso de los que integran la base y, como resulta claro, no
es posible cambiar el orden en una sola variable sin reordenar también las
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demas solidariamente para que todas las cantidades de la fila pertenezcan a
la misma flor.

Si en un buscador de Internet colocamos, por ejemplo, las palabras “Fis-
cher Conjunto Iris” obtendremos un listado de direcciones desde las cuales
podemos bajar o simplemente copiar la base IRIS. Supongamos entonces
que asi lo hemos hecho y que sobre una planilla de célculo tenemos ya los
datos de las 150 flores. Ahora probablemente deseemos usar un software es-
pecifico de estadistica para graficar y analizar estos datos. Vamos a utilizar
la version estudiantil de INFOSTAT que puede obtenerse en forma gratuita
de la referencia citada en la bibliografia.

La pantalla de INFOSTAT ofrece un menu de opciones ubicado en la
parte superior de una planilla que inicialmente no contiene datos. Para car-
gar en ella la base IRIS, siempre que se encuentre almacenada en un formato
compatible, basta con seleccionar la opcién Archivo-Abrir y sefalar el archi-
vo correspondiente. Con los datos visibles en la pantalla se puede entonces
comenzar a trabajar.

Si consideramos una variable, por ejemplo Largo Sépalo, establecemos
su distribucion de frecuencias seleccionando la opcion Estadisticas-Tablas de
Frecuencias. La tabla 2 muestra el resultado respectivo dénde la cantidad
de clases han sido seleccionadas en forma automatica por INFOSTAT.

Tabla 2.
Tablas de frecuencias

Variable Clase LI LS MC FA FR
Largo Sépalo 1 [430 481 ] 456 16 0.11
Largo Sépalo 2 Cc481 533 ] 5.07 30 0.20
Largo Sépalo 3 C5.33 584 ] 559 34 0.23
Largo Sépalo 4 Ccb5.84 6.36 ] 6.10 28 0.19
Largo Sépalo 5 C6.36 6.87 ] 661 25 0.17
Largo Sépalo 6 Cc6.87 739 ] 7.13 10 0.07
Largo Sépalo 7 C7.39 790 ] 7.64 7 0.05

LI y LS son los limites inferior y superior de cada una de las 7 clases,
MC la marca de clase, FA la frecuencia absoluta y FR la frecuencia relati-
va. Podemos también graficar la distribucion utilizando la opcién Gréficos—
Histograma para la misma variable Largo Sépalo segin se muestra en la
figura 2
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Figura 2
Histograma
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Largo Sépalo

Como se podra apreciar al ensayar tales procedimientos con el software
INFOSTAT, existen una serie de variantes que permitirian por ejemplo dis-
minuir el nimero de clases en la distribucidon de frecuencias o cambiar las
escalas en los graficos, por citar solo dos de una gran cantidad de opciones.
Sin embargo nuestro objetivo no es aqui ensefiar a utilizar todas las alterna-
tivas que ofrece el software sino simplemente enfocar su uso en relacién con
los contenidos de los capitulos anteriores. Se deja entonces abierta al lector
la posibilidad de explorar variantes por si mismo y adquirir familiaridad con
la herramienta. Mantendremos este criterio a lo largo del presente capitulo.

Consideremos ahora la variable cualitativa Especie. Su distribucion de
frecuencias es la de la tabla 3:

Tabla 3.
Tablas de frecuencias

Variable Clase FA FR

Especie 1 50 0.33
Especie 2 50 0.33
Especie 3 50 0.33
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El respectivo diagrama en forma de pastel se aprecia en la figura 3:

Figura 3.

Gréfico efe Sectores

l. versicolor

Otra alternativa para realizar anélisis estadisticos es la ofrecida por el
software libre R que puede bajarse de la direccién sefialada en la bibliografia.
R opera en forma un poco distinta a lo que hemos visto hasta aqui. En
efecto, luego de cargarlo queda disponible en el directorio correspondiente
un archivo que al ser ejecutado abre la consola del soft. En esa consola habra
que escribir las instrucciones acerca de lo que quiere realizarse, los comandos
R, y en ella también podran leerse los resultados de estas acciones.

Ejecutamos entonces el archivo mencionado, cuyo nombre varia segun la
versién de R que usemos (por ejemplo R i386 3.0.0), y aparece la pantalla
sobre la cual trabajaremos como se ve en la figura 4:
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Figura 4.

Vamos a generar ahora un conjunto de datos para trabajar con R. Si en
la consola escribimos datos <- 1:50 generamos una sucesion de numeros
naturales desde el 1 hasta el 50 que se guarda en el archivo “datos”. Para
ver el contenido de “datos” basta con escribir la instruccion datos y apa-
recera en la consola el listado completo de los nimeros. Supongamos ahora
que deseamos contar con 100 datos de altura de personas de forma tal que
su distribucion de frecuencias tenga un perfil aproximadamente normal con
un promedio de 1.68 metros y un desvio estandar de 0.05 metros. Podemos
escribir en la consola alturas <- rnorm(100,1.68,0.05) y quedaran al-
macenados 100 datos de altura distribuidos en forma normal con la media y
el desvio estandar requeridos. Podemos graficar el histograma de frecuencias
de las alturas mediante la instruccién hist(alturas). En R los graficos se
muestran en una ventana auxiliar como se ve en la figura 5
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Figura 5.

Si escribimos en la consola de R el comando boxplot(alturas) obtenemos
un diagrama de caja que permite visualizar la forma de la distribucion en
la figura 6:

Figura 6.
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En el diagrama, la caja tiene por lado superior al tercer cuartil de los
datos y por lado inferior al primer cuartil. La linea central representa a
la mediana. Las rama inferior del bigote culmina en otra linea colocada al
restar al primer cuartil 1.5 veces el el rango intercuartilico (diferencia entre
el cuartil 3y el 1). La rama superior termina en la linea trazada a 1.5 veces el
rango intercuartilico medido desde el tercer cuartil. Los circulitos por fuera
son datos que se denominan atipicos o outliers. Este tipo de datos puede
influir severamente en el calculo de estimaciones, por ejemplo en el caso de
la media que es muy sensible a los extremos, razén por la cual a veces se los
elimina del anélisis.

10.3. Estadistica descriptiva

Las distintas medidas de tendencia central, de variabilidad, asimetria y
otras pueden calcularse facilmente al utilizar software. Para el caso de la
variable Largo Sépalo de la base IRIS calculamos por ejemplo el nimero
total de casos, la media, el desvio estandar, la mediana y la cantidad de
datos faltantes. Este altimo dato es relevante en los estudios estadisticos
multivariados pues bien puede ocurrir que para una determinada flor se
hayan registrado la longitud y el ancho del pétalo, el ancho del sépalo, la
especie correspondiente y sin embargo no se cuente con el largo del sépalo,
en cuyo caso ése es precisamente un dato faltante. La tabla 4 muestra los
valores calculados con INFOSTAT al seleccionar la opcion Estadisticas-
Medidas Resumen.

Tabla 4.

Medidas resumen

Variable n Media D.E. Mediana Datos faltantes
Largo Sépalo 150 5.84 0.83 5.84 0

Con R podemos hacer célculos similares. Para nuestro conjunto de 100
alturas, al escribir mean(alturas) , sd(alturas), median(alturas) obte-
nemos la media, el desvio estandar y la mediana respectivamente. La imagen
de la figura 7 nos muestra la escritura de los comandos y sus resultados sobre
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la consola.

Figura 7.

>mean(alturas)
[1] 1.678084
>sd(alturas)
[1] 0.04772495
>median(alturas)
[1] 1.673177

Como se ve, los valores obtenidos no son exactamente los requeridos al
generar el conjunto pues esos parametros eran media 1.68 y desvio estandar
0.05. La razoén de estos pequefios desvios es que la cantidad de 100 observa-
ciones es una muestra de una poblacién distribuida normalmente con tales
parametros, no la poblacion completa. Se trata de una muestra que no es su-
ficientemente grande como para que los estadisticos coincidan exactamente
con los valores de media y desvio estandar poblacional. Como la distribucion
de los datos se aproxima a la normal sin alcanzarla adn, también es natural
que difieran la media y la mediana.

Un aspecto interesante de R es que puede programarse la ejecucion de
varias instrucciones mediante la confeccién de un script. Este consiste en un
archivo de texto, un .txt escrito con el Bloc de Notas por ejemplo, donde se
anotan los comandos en una sucesion de lineas. Asi por ejemplo construiria-
mos el archivo Script.txt listando las instrucciones:

mean(alturas)
sd(alturas)
median(alturas)

A continuacion podriamos pegar su contenido en la consola obteniendo
como respuesta todos los valores pedidos simultaneamente. éste es uno de
los procedimientos basicos para desarrollar programas en R pues los scripts
pueden almacenarse y ejecutarse cada vez que se desee.
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10.4. Test de hipotesis

Si, como vimos, el conjunto de 100 alturas se considera una muestra de
las alturas de una poblacion, es posible testear hip6tesis que se realicen, por
ejemplo, sobre el valor de la media poblacional. En la consola de R pode-
mos escribir entonces t.test(alturas, alternative = affitwo.sideda?,
mu=1.68, conf.level=.95) y la ejecucion nos devuelve la salida de la fi-
gura 8

Figura 8.

One Sample t-test

data: alturas

t = -0.4014, df = 99, p-value = 0.689

alternative hypothesis: true mean is not equal to 1.68
95 percent confidence interval:

1.668615 1.687554

sample estimates:

mean of X

1.678084

En este caso para la ejecucion del comando se han colocado valores a los
argumentos que dan forma a su accion. Luego de citar el conjunto alturas,
el argumento alternative="two.sided" establece que el test de dos colas,
mu=1.68 fija la hipotesis nula en ése valor y conf.level=.95 establece el
nivel de confianza del intervalo de estimacidn.

La convergencia de la distribucién t-student a la normal conforme crece
el nimero de grados de libertad permite efectuar el test t cualquiera sea el
tamafio muestral de modo que en todos los software se utiliza la t- student
para testear hipétesis sobre la media poblacional. En la salida R de la figura
8 la cantidad t = -0.4014 es el estadistico de prueba calculado a partir de
la muestra de 100 observaciones de alturas, los grados de libertad son df =
99 vy el valor p p-value = 0.689 nos indica la probabilidad de cometer un
Error de Tipo 1, rechazar la hip6tesis nula cuando es verdadera, si decidimos
efectivamente rechazarla. Por supuesto en este caso y dado el valor de p no
la rechazamos. Finalmente el intervalo de confianza de 95 % para la media
poblacional es 1.668615 1.687554 y la media muestral 1.678084 como por
otra parte ya habiamos calculado.

Consideremos ahora los datos de IRIS y realicemos la hipétesis de que
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la media de Largo Sépalo es mayor o igual que 6.5. Para testearla emplea-
mos INFOSTAT seleccionando Estadisticas-Inferencia basada en una
muestra-Prueba t para una media. En el cuadro de didlogo colocamos
Largo Sépalo como variable activa y luego Prueba unilateral izquierda
y Pardmetro en 6.5. Al ejecutar obtenemos los resultados de la figura 9:

Figura 9.

Prueba t para una media
Valor de la media bajo la hipo6tesis nula: 6.5

Variable n Media D.E. LS(95) T p(Unilateral 1)
Largo Sépalo 150 5.84 0.83 5.96 -9.71 <0.0001

Luego de anotar el tamafio, la media y el desvio estandar muestrales,
INFOSTAT nos informa que el limite superior para el intervalo de confianza
del 95% (porcentaje default) es 5.96. El valor p obtenido aconseja rechazar
la hipétesis nula. En cambio si nuestra hipotesis nula fuera, por ejemplo,
H > 5,5 los resultados informados serian los de la figura 10 y entonces, de
acuerdo al valor p calculado no debiéramos rechazar la hipétesis nula.

Figura 10.

Prueba t para una media
Valor de la media bajo la hip6tesis nula: 0O

Variable n Media D.E. LS(95) T p(Unilateral 1)
Largo Sépalo 150 5.84 0.83 5.96 86.43 >0.9999

Supongamos ahora que pretendemos realizar un test de Bondad de Ajus-
te para saber si podemos aceptar la hipétesis que la variable poblacional
Largo Sépalo tiene distribucién normal. Debemos realizar entonces el test
Chi-Cuadrado correspondiente. Con INFOSTAT seleccionamos Estadisticas—
Tablas de frecuencias y en el cuadro de didlogo colocamos Largo Sépalo como
la variable activa. A continuacion en la solapa Ajustes elegimos las opciones
normal y chi-cuadrado. Los resultados se ven en la figura 11.
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Figura 11

Tablas de frecuencias
Ajuste: Normal con estimacién de parametros: Media= 5.84333 y varianza=

0.68569
Variable Clase LI LS MC FA FR E(FA) E(FR) Chi—Cuadrado p
Largo Sépalo 1 [4.30 4.81 ] 4.56 16 0.11 16.05 0.11 1.4E-04
Largo Sépalo 2 (4.81 533 ] 5.07 30 0.20 24.02 0.16 1.49
Largo Sépalo 3 (533 5.84 ] 559 34 0.23 3490 0.23 1.51
Largo Sépalo 4 (5.84 6.36 ] 6.10 28 0.19 34.91 0.23 2.88
Largo Sépalo 5 (6.36 6.87 ] 6.61 25 0.17 24.04 0.16 2.92
Largo Sépalo 6 (6.87 7.39 1 7.13 10 0.07 11.39 0.08 3.09
Largo Sépalo 7 (7.39 7.90 1 7.64 7 0.05 4.69 0.03 4.23
0.3755

Para testar el ajuste el software eligié en forma automatica 7 clases cuyos
limites inferior y superior son LI y LS respectivamente, con MC marca de
clase. FA es la frecuencia absoluta observada en cada intervalo y FR la rela-
tiva. Los valores E(FA) y E(FR) son los que debieran esperarse para ambos
tipos de frecuencia en cada clase si la distribucion fuera normal con media
5.84333 y varianza 0.68569. El valor p = 0,3755 obtenido es la probabilidad
de rechazar la hipétesis nula cuando esta es verdadera y es demasiado alto
como para efectuar el rechazo. Se concluye entonces que la variable Largo
Sépalo se distribuye normalmente con la media y la varianza estimadas.

10.5. Anélisis de la varianza

Consideremos Largo Sépalo como la variable respuesta que representa la
caracteristica de interés al estudiar las flores de una regién donde es posible
encontrar las tres especies |. setosa, |. versicolor e l. virginica. En el lengua-
je del analisis de la varianza podemos interpretar que la variable Especies es
un factor y que cada una de sus categorias es un tratamiento cuyo efecto es
fijo sobre la longitud del sépalo. En ese contexto cabe entonces preguntarse
si las medias de Largo Sépalo para cada tratamiento son iguales, es decir si
es la misma para cada especie de flor en particular. En INFOSTAT seleccio-
namos Estadisticas-Analisis de la Varianzay en el cuadro de dialogo
colocamos Largo Sépalo como variable activa y Especie como variable de cla-
sificacion. Si en el cuadro de dialogo siguiente, en la solapa Comparaciones
elegimos la opcién Ninguna para Método de Comparacién, no realizaremos
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ningln andlisis post-hoc. Los resultados son los de la figura 12.

Figura 12.

Analisis de la varianza
Cuadro de Analisis de la Varianza (SC tipo II1)

F.V. SC gl avi F p-valor
Modelo 63.21 2 31.61 119.26 <0.0001
Especie 63.21 2 31.61 119.26 <0.0001
Error 38.96 147 0.27

Total 102.17 149

La columna SC exhibe las sumas de cuadrados, los grados de libertad
de numerador y denominador y también los respectivos cuadrados medios
con los que se calcula el valor del estadistico de Fischer. El valor p obtenido
indica que debe rechazarse la hipotesis de que los efectos de cada uno de los
tratamientos son nulos 6, lo que es equivalente, rechazar que las medias de
la variable Largo Sépalo para las tres especies son las mismas. Esto motiva
la necesidad de un andlisis post-hoc pues no sabemos para que par de ellas
las diferencias son significativas. En INFOSTAT procedemos como hicimos
hasta aqui, pero al llegar al segundo cuadro de didlogo elegimos en Métodos
de Comparacion de la solapa Comparaciones la opcién LSD Fischer que
corresponde al método de andlisis post-hoc explicado en el capitulo 8. Ade-
mas alli tildamos Grafico de Barras para obtener los resultados de las
figuras 13 a) y 13 b):

Figura 13 a)

Analisis de la varianza
Cuadro de Analisis de la Varianza (SC tipo I11)

F.v. sC gl avi F p-valor
Modelo 63.21 2 31.61 119.26 <0.0001
Especie 63.21 2 31.61 119.26 <0.0001
Error 38.96 147 0.27

Total 102.17 149

Test:LSD Fisher Alfa=0.05 DMS=0.20347
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Error: 0.2650 gl: 147

Especie Medias n

I. setosa 5.01 50
I. versicolor 5.94 50
I. virginica 6.59 50

Medias con una letra comin no son
(p >0.05)

E.E.

0.07 A

0.07 B
0.07 C

significativamente diferentes

Las letras A, B y C indican que cada media resulta significativamente
diferente de las otras dos. Bien podria haber ocurrido que dos de ellas pu-
dieran considerarse iguales y otra diferente con lo cual hubieran aparecido,

por ejemplo, dos letras A y una B.

Figura 13 b)

Andlisis de la Variancia

$A

L setosa I versicolor

Especie

—
1. virginica

En la figura 13 b) desde un valor tomado como base las barras muestran

la variacion entre las medias.

En el andlisis de la varianza aqui presentado se ha supuesto que los
errores aleatorios de las observaciones son independientes. Ademas se ha
supuesto que las variables Largo Sépalo en cada tratamiento son normales y
gue también tienen igual varianza. Se sugiere al lector analizar el grado de
cumplimiento de estos dos ultimos supuestos utilizando INFOSTAT.
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10.6. Regresion y correlacion lineal

Dado el conjunto IRIS nos proponemos ahora estudiar una posible aso-
ciacion lineal entre el largo del sépalo y su ancho para las flores de la region
dentro la cual se tom6 la muestra. Pero intentamos trabajar con R por lo
que primero debemos leer los datos con este software. Un camino sencillo es,
por ejemplo, seleccionar con INFOSTAT ambas variables y guardarlas como
un archivo de texto que luego sea leido por R. Para hacer esto primero eli-
minamos las columnas Especie, Largo Pétalo y Ancho Pétalo seleccionando
cada columna y luego optando por Eliminar columna en el menu del bo-
tén derecho del mouse. Ademas hay que corregir el nombre de las columnas
restantes juntando sus dos partes constituyentes para no confundir la forma
de separacion de datos en R. Quedaran entonces LargoSépalo y AnchoSé-
palo. El archivo resultante debe ser guardado en el mismo directorio que la
consola de R con el nombre IRIS, pero ahora con la extension .txt Para ello
se utiliza la seleccidon Archivo-Guardar tabla como y el separador default
tabulador. Una vez hecho esto nuestros datos estan listos para ser leidos
por R y alojados en un archivo conveniente. Ejecutamos en la consola la
siguiente sucesion de instrucciones.

>Iris<-read.table ( Iris.txt, header=TRUE)
names(lris)
Iris

El comando names(lIris) permitird ver los nombres de las variables aho-
ra cargadas en R e Iris listara todo el archivo en la consola lo que servira
para asegurarnos que hemos obrado sin cometer errores en la sintaxis de los
comandos. Ahora estamos en condiciones de calcular con R una recta de
regresion por minimos cuadrados que vincule ambas variables. En la consola
escribimos:

>Im(formula = AnchoSépalo ~ LargoSépalo, data = Iris)

La instruccién detalla que se utilizard un modelo lineal (Im=linear mo-
del), que la variable AnchoSépalo sera la explicada por LargoSépalo (y—x)
y que los datos se tomaran de Iris. A continuacion haciendo summary(lris)
en la consola se obtiene la salida de la figura 14:
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Figura 14.
Call:
Im(formula = AnchoSépalo ~ LargoSépalo, data = Iris)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-1.1095 -0.2454 -0.0167 0.2763 1.3338
Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 3.41895 0.25356 13.48 <2e-16 ***
LargoSépalo -0.06188 0.04297 -1.44 0.152

Signif. codes: 0 '***’ 0.001 '**’ 0.01 '*’ 0.05 '.’ 0.1 1
Residual standard error: 0.4343 on 148 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.01382, Adjusted R-squared: 0.007159
F-statistic: 2.074 on 1 and 148 DF, p-value: 0.1519

Call significa que a la llamada se ejecuté el comando Im. Residuals
da cuenta del maximo, minimo, cuartil 1, mediana y cuartil 3 de los resi-
duos. Coefficients aporta la ordenada al origen 3.41895 y la pendiente
-0.06188. El valor p 0.152 indica que debe rechazarse la hipétesis nula de
qgue la pendiente de la recta es 0 y por lo tanto se concluye que existe re-
lacion lineal. La estimacion del coeficiente de determinacion es R-squared:
0.01382 que corresponde a un coeficiente de correlacion lineal de -0.1176
pues la correlacion es inversa. La recta de regresion entre ambas variables es
y = 0,06168x + 3,41895 ddénde y es AnchoSépalo y x LargoSépalo. Podemos
graficar el diagrama de dispersion y la recta escribiendo las instrucciones:
>plot(lris$LargoSépalo, Iris$AnchoSépalo, xlab = "LargoSépalo"”,
ylab ="AnchoSépalo" >abline(regresion) La figura 15 muestra la gréafica
de salida:
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El nombre Iris seguido del simbolo $ y el nombre de la variable respec-
tiva llama a la variable correspondiente de Iris. El atributo xlab="Largo
Sépalo” indica que el nombre de la variable explicativa x en la gréafica debe
ser ése.

10.7. Ayudas y consultas

Hemos mostrado un rapido panorama de las aplicaciones de dos paque-
tes de software distintos referidas a los temas que abordamos a lo largo del
libro. Con todo solo hemos visto apenas una pequefia parte del total de po-
sibilidades de ambas herramientas. Para aquel lector interesado, la practica
serd el camino mas directo para profundizar y lograr destreza en el uso de
software, conforme vaya avanzando también en la comprensién de aspectos
tedricos que hacen al trabajo profesional en estadistica. Para ello, en el caso
de INFOSTAT cuenta con un excelente Manual al cual se accede al selec-
cionar Ayuda-Manual e inclusive si ejecuta Ayuda-Como instalar R hallara
explicaciones on-line sobre como vincular ambos paquetes. En el caso de R
existe ademas la posibilidad de programar secuencias de procedimientos y
algoritmos en general. Pueden consultarse los manuales on-line accediendo
desde la pagina principal del software y también, para conocer la sintaxis y
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los alcances de algun comando en particular, ejecutar en la consola la ins-
truccion help(comando) que habilita la ayuda on-line. En la bibliografia se
proporcionan las direcciones principales de consulta para las dos herramien-
tas estadisticas.

10.8. Ejercicios

Ejercicio N° 1: Utilizar R para generar 50 observaciones de una distribucién
uniforme entre 10y 40. Graficar el histograma de frecuencias y hallar media,
desvio estandar, mediana, maximo y minimo de la muestra obtenida.

Ejercicio N°2: Evaluar la bondad del ajuste normal para la variable Largo
Pétalo del conjunto IRIS. Luego testear la hipétesis * > 4 acerca de la media
poblacional.

Ejercicio N°3: Hallar la recta de regresion poblacional para las variables
Largo Pétalo y Largo Sépalo. Realizar el diagrama de dispersion y graficar

la recta. Calcular el coeficiente de correlaciéon lineal.

Ejercicio N°4: Evaluar la igualdad de medias de Largo Pétalo para cada
una de las especies consideradas.
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Areas bajo la curva entre oy z.

Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 QOO0 QOQMQ QQQ8Q QQI2Q QQI6Q QQ199 QQ239 Q.Q279 Q.Q319 Q.Q359
0.1 QQ398 Q.Q438 Q.Q478 Q.Q517 Q.Q557 Q.Q59 Q.Q636 Q.Q675 Q.Q714 Q.Q753
0.2 QQ793 Q0832 QQ871 QQ91Q Q.Q948 Q.Q987 Q.1Q26 Q.1Q64 Q.11Q3 Q.1141
0.3 Q1179 Q.1217 Q.1255 Q.1293 Q.1331 Q.1368 Q.14Q6 Q.1443 Q.148Q Q.1517
0.4 Q1554 Q1591 Q.1628 Q.1664 Q.17QQ Q.1736 Q.1772 Q.18Q8 Q.1844 Q.1879
0.5 Q1915 Q.195Q Q.1985 Q2Q19 Q.2Q54 Q.2Q88 Q.2123 Q.2157 Q.219Q Q.2224
0.6 Q2257 Q2291 Q.2324 Q.2357 Q2389 Q2422 Q2454 Q.2486 Q.2517 Q.2549
0.7 Q258Q Q2611 Q2642 Q2673 Q27Q4 Q2734 Q2764 Q2794 Q.2823 Q.2852
0.8 Q2881 Q291Q Q2939 Q.2967 Q2995 Q3Q23 Q.3Q51 Q.3Q078 Q.31Q6 Q.3133
0.9 Q3159 Q.3186 Q.3212 Q.3238 Q.3264 Q.3289 Q3315 Q.334Q Q.3365 Q.3389
1.0 Q3413 Q3438 Q3461 Q3485 Q.35Q8 Q.3531 Q.3554 Q.3577 Q.3599 Q.3621
1.1 Q3643 Q.3665 Q.3686 Q.37Q8 Q.3729 Q.3749 Q.377Q Q.379Q Q.381Q Q.383Q
1.2 Q3849 Q.3869 Q.3888 Q.39Q7 Q.3925 Q.3944 Q.3962 Q.398Q Q.3997 Q.4Q15
1.3 Q4Q32 Q4Q49 Q4Q66 Q.4Q82 Q4Q99 Q4115 Q.4131 Q.4147 Q4162 Q.4177
1.4 Q4192 Q.42Q7 Q4222 Q4236 Q4251 Q4265 Q4279 Q4292 Q.43Q6 Q.4319
1.5 Q4332 Q4345 Q4357 Q437Q Q.4382 Q4394 Q44Q6 Q.4418 Q4429 Q.4441
1.6 Q4452 Q.4463 Q.4474 Q.4484 Q4495 Q45Q5 Q4515 Q4525 Q.4535 Q.4545
1.7 Q4554 Q4564 Q4573 Q4582 Q4591 Q4599 Q.46Q8 Q.4616 Q.4625 Q.4633
1.8 Q4641 Q4649 Q.4656 Q.4664 Q.4671 Q.4678 Q.4686 Q.4693 Q.4699 Q.47Q6
1.9 Q4713 Q4719 Q4726 Q4732 Q4738 Q4744 Q475Q Q4756 Q4761 Q.4767
2.0 Q4772 Q4778 Q4783 Q4788 Q4793 Q4798 Q48Q3 Q.48Q8 Q4812 Q.4817
2.1 Q4821 Q4826 Q483Q Q4834 Q4838 Q4842 Q4846 Q.485Q Q.4854 Q.4857
2.2 Q4861 Q4864 Q.4868 Q4871 Q4875 Q4878 Q4881 Q4884 Q.4887 Q.489Q
2.3 Q4893 Q4896 Q.4898 Q4901 Q.49Q4 Q4906 Q49Q9 Q.4911 Q.4913 Q.4916
2.4 Q4918 Q492Q Q4922 Q4925 Q4927 Q4929 Q4931 Q4932 Q.4934 Q.4936
2.5 Q4938 Q494Q Q4941 Q4943 Q4945 Q4946 Q.4948 Q.4949 Q.4951 Q.4952
2.6 Q4953 Q4955 Q.4956 Q.4957 Q4959 Q.496Q Q.4961 Q.4962 Q.4963 Q.4964
2.7 Q4965 Q4966 Q.4967 Q.4968 Q4969 Q.497Q Q.4971 Q4972 Q4973 Q.4974
2.8 Q4974 Q4975 Q.4976 Q.4977 Q.4977 Q.4978 Q4979 Q.4979 Q.498Q Q.4981
2.9 Q4981 Q4982 Q4982 Q4983 Q4984 Q4984 Q4985 Q.4985 Q.4986 Q.4986
3.0 Q4987 Q.4987 Q.4987 Q.4988 Q.4988 Q4989 Q.4989 Q.4989 Q.499Q Q.499Q
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0.75

1QRQ
Q816
Q765
Q741
Q727
Q718
Q711
Q7Q6
Q7Q3
Q7Q
Q697
Q695
Q694
Q692
Q691
Q6N
Q689
Q688
Q688
Q687
Q686
Q686
Q685
Q685
Q684
Q684
Q684
Q683
Q683
Q683
Q681
Q679
Q677
Q674

0.S0

1.376
1.061
Qo978
Qo1

Q92Q

Q.89
Q.889
Q883
Q879
Q876
Q873
Q87Q
Q868
Q.866
Q.865
Q863
Q862
Q861
Q.86Q
Q.859
Q858
Q858
Q857
Q.856
Q.856
Q855
Q855
Q854
Q854
Q851
Q848
Q845
Q842

0.S5

1.963
1.386
1.25Q
1.19Q
1.156
1.134
1.119
1.1Q8
11QQ
1.Q93
1.088
1.083
1.Q79
1.Q76
1.Q74
1Q71
1.069
1.Q67
1.Q66
1.Q64
1.063
1.061
1.Q6Q
1.Q59
1.Q58
1.Q58
1.Q57
1.Q56
1.Q55
1.Q55
1Q5Q
1.Q46
1Q41
1.Q36

0.90

3.Q78
1.886
1.638
1.533
1.476
1.44Q
1.415
1.397
1.383
1.372
1.363
1.356
1.35Q
1.345
1.341
1.337
1.333
1.33Q
1.328
1.325
1.323
1.321
1.319
1.318
1.316
1.315
1.314
1.313
1.311
1.31Q
1.3Q3
1.296
1.289
1.282

0.95

6.314
2.92Q
2.353
2132
2Q15
1.943
1.895
1.86Q
1.833
1.812
1.796
1.782
1771
1.761
1.753
1.746
1.74Q
1.734
1.729
1.725
1721
1.717
1.714
1711
17Q8
1706
17Q3
17Q1
1.699
1.697
1.684
1671
1.658
1.645

0.975
12.7Q6
43Q3
3.182
2.776
2571
2.447
2.365
2.3Q6
2.262
2.228
2.2Q1
2.179
2.16Q
2.145
2131
212Q
2.11Q
21Q1
2.Q93
2.Q86
2.Q8Q
2.Q74
2.Q69
2.Q64
2.06Q
2.Q56
2.Q52
2.Q48
2.Q45
2.Q42
2.Q21
200
1.98Q
1.96Q

0.99
31.821
6.965
4541
3.747
3.365
3.143
2.998
2.896
2.821
2.764
2718
2.681
2.650
2.624
2.6Q2
2583
2.567
2552
2539
2528
2518
2.508
25QQ
2.492
2.485
2.479
2473
2.467
2.462
2.457
2423
2.300
2.358
2326

0.995
63.657
9.925
5841
46Q4
4Q32
3.7Q7
3.499
3.355
3.25Q
3.169
3106
3.Q55
3Q12
2.977
2.947
2.921
2.898
2.878
2.861
2.845
2.831
2.819
2.8Q7
2.797
2.787
2.779
2.771
2.763
2.756
2.75Q
2704
2.66Q
2.617

2.576
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a = Area de cola.

v = NOmero de grados de libertad.

La tabla corresponde a los valores criticos \ 2 para un &rea a.

Para un area de cola: 0.995-0.500

ji-cuadrado Area de la cola, a
alv 0.995 0.990 0.975 0.950 0.900 0.800 0.700 0.500
1 Q®Q Q®Q Q®Q Q@ QQ2 QQ6 Q15 Q45
2 QQL Q@ Qe Q10 Q21 Q45 Q71 1.39
3 QQ7 Q11 Q2 Q35 Q58 1Q1 1.42 2.37
4 Q21 Q3Q Q48 Q71 106 1.65 2.19 3.36
5 Q41 Q55 Q83 115 1.61 2.34 3QQ 435
6 Q.68 Q.87 124 1.64 2.2Q 3.Q7 3.83 5.35
7 Q99 1.24 1.69 217 2.83 3.82 4.67 6.35
8 1.34 1.65 2.18 2.73 3.49 4.59 5.53 7.34
9 1.73 2.Q9 2.7Q 3.33 4.17 5.38 6.39 8.34
10 2.16 2.56 3.25 3.94 4.87 6.18 7.27 9.34
11 2.6Q 3.05 3.82 457 5.58 6.99 8.15 1Q.34
12 3.Q7 357 4.4Q 5.23 6.3Q 7.81 9.Q3 11.34
13 3.57 4.11 5Q1 5.89 7.4 8.63 9.93 12.34
14 4.Q7 4.66 5.63 6.57 7.79 9.47 1Q.82 13.34
15 4.6Q 5.23 6.26 7.26 8.55 1Q.31 11.72 14.34
16 5.14 581 6.91 7.96 9.31 11.15 12.62 15.34
17 5.7Q 6.41 7.56 8.67 109 12QQ0 1353 16.34
18 6.26 7.01 8.23 9.39 1Q.86 12.86 14.44 17.34
19 6.84 7.63 891 1Q.12 11.65 13.72 15.35 18.34
20 7.43 8.26 9.59 1Q.85 12.44 14.58 16.27 19.34
21 8.Q3 8.9Q 1Q.28 11.59 13.24 15.44 17.18 20Q.34
22 8.64 9.54 1Q.98 12.34 14.Q4 16.31 18.1Q 21.34
23 9.26 1Q.2Q 11.69 13.Q9 14.85 17.19 19.Q2 22.34
24 9.89 1Q.86 12.4Q 13.85 15.66 18.Q6 19.94 23.34
25 61Q.52 11.52 13.12 14.61 16.47 18.94 20Q.87 24.34
26 11.16 12.2Q 13.84 15.38 17.29 19.82 21.79 25.34
27 11.81 12.88 14.57 16.15 18.11 2Q.7Q 22.72 26.34
28 12.46 13.56 15.31 16.93 18.94 21.59 23.65 27.34
29 13.12 14.26 16.Q5 17.71 19.77 22.48 24.48 28.34
30 13.79 14.95 16.79 18.49 2Q.6Q 23.36 25.51 29.34
40 2Q.71 22.16 24.43 26.51 29.05 32.34 34.87 39.34
50 27.99 29.71 32.36 34.76 37.69 41.45 44.31 49.33
60 35.53 37.48 4Q.48 43.19 46.46 5Q.64 53.81 59.33
70 43.28 45.44 48.76 51.74 55.33 59.9Q 63.35 69.33
80 51.17 53.54 57.15 6Q.39 64.28 69.21 72.92 79.33
90 59.2Q 61.75 65.65 69.13 73.29 78.56 82.51 89.33
100 67.33 7Q.Q6 74.22 77.93 82.36 87.95 92.13 99.33
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Elementos de probabilidad y estadistica

Para un area de cola: 0.300-0.001

ji-cuadrado

alv

e
TR oo~vwooswner

HO0oNoabwRmNRNRONNRNNNNRNRER P BB e
SO0 00000 IDTRWNRPLOO®~NDOA &N

0.300
1.07
241
3.66
4.88
6.06
7.23
8.38
9.52

10.66
11.78
12.90
14.01
15.12
16.22
17.32
18.42
19.51
20.60
21.69
22.77
23.86
24.94
26.02
27.10
28.17
29.25
30.32
31.39
32.46
33.53
44.16
54.72
65.23
75.69
86.12
96.52
106.91

0.200
1.64
3.22
4.64
5.99
7.29
8.56
9.80
11.03
12.24
13.44
14.63
15.81
16.98
18.15
19.31
20.47
21.61
22.76
23.90
25.04
26.17
27.30
28.43
29.55
30.68
31.79
3291
34.03
35.14
36.25
47.27
58.16
68.97
79.71
90.41
101.05
111.67

0.100
271
4.61
6.25
7.78
9.24
10.64
12.02
13.36
14.68
15.99
17.28
18.55
19.81

21.06
2231
23.54
24.77
25.99
27.20
28.41
29.62
30.81
32.01
33.20
34.38
35.56
36.74
37.92
39.09
40.26
51.81
63.17
74.40
85.53
96.58
107.57
118.50

Area de la cola, a

0.050
3.84
5.99
7.81
9.49
11.07
12.59
14.07
15.51
16.92
18.31
19.68

21.03
22.36
23.68
25.00
26.30
27.59
28.87
30.14
3141
32.67
33.92
35.17
36.42
37.65
38.89
40.11
41.34
42.56
43.77
55.76
67.50
79.08
90.53

101.88

113.15

124.34

0.025
5.02
7.38
9.35
11.14
12.83
14.45
16.01
17.53
19.02

20.48
21.92
23.34
24.74
26.12
27.49
28.85
30.19
31.53
32.85
34.17
35.48
36.78
38.08
39.36
40.65
41.92
43.19
44.46
45.72
46.98
59.34
71.42
83.30
95.02

106.63

118.14

129.56

0.010
6.63
9.21
11.34
13.28
15.09
16.81
18.48

20.09

21.67

23.21

24.73

26.22

27.69

29.14

30.58

32.00

33.41

34.81

36.19

37.57

38.93

40.29

41.64

42.98

44.31

45.64

46.96

48.28
49.59
50.89
63.69
76.15
88.38

100.43

112.33

124.12

135.81

0.005
7.88
10.60
12.84
14.86
16.75
18.55
20.28
21.95
23.59
25.19
26.76
28.30
29.82
31.32
32.80
34.27
35.72
37.16
38.58
40.00
41.40
42.80
44.18
45.56
46.93
48.29
49.65
50.99
52.34
53.67
66.77
79.49
91.95
104.21
116.32
128.30
140.17

0.001
10.83
13.82
16.27
18.47
20.51
22.46
24.32
26.12
27.88
29.59
31.26
3291
34.53
36.12
37.70
39.25
40.79
42.31
43.82
45.31
46.80
48.27
49.73
51.18
52.62
54.05
55.48
56.89
58.30
59.70
73.40
86.66
99.61
112.32
124.84
137.21
149.45
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Anexo D

Valores F de la distribucidn
F de Fisher



1—a
l—a
1
1 39.864
2 8.526
3 5.538
4 4.545
5 4.G6G
6 3.776
7 3.589
8 3.458
9 3.36G
10 3.285
11 3.225
12 3.177
13 3.136
14 3.1G2
15 3.G73
16 3.G48
17 3.G26
18 3.GG7
19 2.99G
20 2.975
21 2.961
22 2.949
23 2.937
24 2.927
25 2918
26 2.9G9
27 2.9G1
28 2.894
29 2.887
30 2.881
40 2.835
50 2.8G9
60 2.791
70 2.779
80 2.769
90 2.762
100 2.756
200 2.731
500 2716
1000 2711

26G
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09
P(F

49.5GG
9.GGG
5.462
4.325
3.78G
3.463
3.257
3.113
3.GG6
2.924
2.86G
2.8G7
2.763
2.726
2.695
2.668
2.645
2.624
2.6G6
2.589
2.575
2.561
2.549
2.538
2.528
2519
2.511
2.5G3
2.495
2.489
2.44G
2.412
2.393
2.38G
2.37G
2.363
2.356
2.329
2.313
2.3G8

< faViv2)
3 4
53.593 55.833
9.162 9.243
5.391 5.343
4,191 4.1G7
3.619 3.52G
3.289 3.181
3.G74 2.961
2.924 2.8G6
2.813 2.693
2.728 2.6G5
2.66G 2.536
2.6G6 2.48G
2.56G 2.434
2.522 2.395
2.49G 2.361
2.462 2.333
2.437 2.3G8
2.416 2.286
2.397 2.266
2.38G 2.249
2.365 2.233
2.351 2.219
2.339 2.2G7
2.327 2.195
2.317 2.184
2.3G7 2.174
2.299 2.165
2.291 2.157
2.283 2.149
2.276 2.142
2.226 2.G91
2.197 2.G61
2.177 2.G41
2.164 2.G27
2.154 2.G16
2.146 2.GG8
2.139 2.GG2
2.111 1.973
2.G95 1.956
2.G89 1.95G

5
57.24G
9.293
5.3G9
4.G51
3.453
3.1G8
2.883
2.726
2.611
2.522
2.451
2.394
2.347
2.3G7
2.273
2.244
2.218
2.196
2.176
2.158
2.142
2.128
2.115
2.1G3
2.G92
2.G82
2.G73
2.G64
2.G57
2.G49
1.997
1.966
1.946
1.931
1.921
1912
1.9G6
1.876
1.859
1.853

v\ = grados de libertad del numerador

v2 = grados de libertad del denominador

6
58.2G4
9.326
5.285
4.G1G
3.4G5
3.G55
2.827
2.668
2.551
2.461
2.389
2.331
2.283
2.243
2.2G8
2.178
2.152
2.13G
2.1G9
2.G91
2.G75
2.G6G
2.G47
2.G35
2.G24
2.G14
2.GG5
1.996
1.988
1.98G
1.927
1.895
1.875
1.86G
1.849
1.841
1.834
1.8G4
1.786
1.78G

7
58.9G6
9.349
5.266
3.979
3.368
3.G14
2.785
2.624
2.5G5
2.414
2.342
2.283
2.234
2.193
2.158
2.128
2.1G2
2.G79
2.G58
2.GAG
2.G23
2.GG8
1.995
1.983
1971
1.961
1.952
1.943
1.935
1.927
1.873
1.84G
1.819
1.8G4
1.793
1.785
1.778
1.747
1.729
1.723

8
59.439
9.367
5.252
3.955
3.339
2.983
2.752
2.589
2.469
2.377
2.3G4
2.245
2.195
2.154
2.119
2.G88
2.G61
2.G38
2.G17
1.999
1.982
1.967
1.953
1.941
1.929
1.919
1.9G9
1.9GG
1.892
1.884
1.829
1.796
1.775
1.76G
1.748
1.739
1.732
1.7G1
1.683
1.676

9
59.857
9.381
5.24G
3.936
3.316
2.958
2.725
2.561
2.44G
2.347
2.274
2.214
2.164
2122
2.G86
2.G55
2.G28
2.GG5
1.984
1.965
1.948
1.933
1.919
1.9G6
1.895
1.884
1.874
1.865
1.857
1.849
1.793
1.76G
1.738
1.723
1.711
1.7G2
1.695
1.663
1.644
1.638

10
6G.195
9.392
5.23G
3.92G
3.297
2.937
2.7G3
2.538
2.416
2.323
2.248
2.188
2.138
2.G95
2.G59
2.G28
2.GG1
1.977
1.956
1.937
1.92G
1.9G4
1.89G
1.877
1.866
1.855
1.845
1.836
1.827
1.819
1.763
1.729
1.7G7
1.691
1.68G
167G
1.663
1.631
1.612
1.6G5

11
6G.473
9.4G1
5.222
3.9G7
3.282
2.92G
2.684
2.519
2.396
2.3G2
2.227
2.166
2.116
2.G73
2.G37
2.GG5
1.978
1.954
1.932
1.913
1.896
1.88G
1.866
1.853
1.841
1.83G
1.82G
1.811
1.8G2
1.794
1.737
1.7G3
1.68G
1.665
1.653
1.643
1.636
1.6G3
1.583
1.577

12
6G.7G5
9.4G8
5.216
3.896
3.268
2.9G5
2.668
2.5G2
2.379
2.284
2.2G9
2.147
2.G97
2.G54
2.G17
1.985
1.958
1.933
1912
1.892
1.875
1.859
1.845
1.832
1.82G
1.8G9
1.799
1.79G
1.781
1.773
1.715
1.68G
1.657
1.641
1.629
1.62G
1.612
1.579
1.559
1.552

13
6G.9G2
9.415
5.21G
3.886
3.257
2.892
2.654
2.488
2.364
2.269
2.193
2.131
2.G8G
2.G37
2.GGG
1.968
1.94G
1.916
1.894
1.875
1.857
1.841
1.827
1.814
1.8G2
1.79G
1.78G
1.771
1.762
1.754
1.695
1.66G
1.637
1.621
1.6G9
1.599
1.592
1.558
1.537
1.531



1—a
14

1 61.073
2 9.420
3 5.205
4 3.878
5 3.247
6 2.881
7 2.643
8 2.475
9 2.351
10 2.255
11 2.179
12 2.117
13 2.066
14 2.022
15 1.985
16 1.953
17 1.925
18 1.900
19 1.878
20 1.859
21 1.841
22 1.825
23 1.811
24 1.797
25 1.785
26 1.774
27 1.764
28 1.754
29 1.745
30 1.737
40 1.678
50 1.643
60 1.619
70 1.603
80 1.590
920 1.581
100 1.573
200 1.539
500 1.518
1000 1511

0,9

15
61.220
9.425
5.200
3.870
3.238
2.871
2.632
2.464
2.340
2.244
2.167
2.105
2.053
2.010
1.972
1.940
1.912
1.887
1.865
1.845
1.827
1.811
1.796
1.783
1.771
1.760
1.749
1.740
1.731
1.722
1.662
1.627
1.603
1.587
1.574
1.564
1.557
1.522
1.501
1.494

Elementos de probabilidad y estadistica

16
61.350
9.429
5.196
3.864
3.230
2.863
2.623
2.454
2.330
2.233
2.156
2.094
2.042
1.998
1.961
1.928
1.900
1.875
1.852
1.833
1.815
1.798
1.784
1.770
1.758
1.747
1.736
1.726
1.717
1.709
1.649
1.613
1.589
1.572
1.559
1.550
1.542
1.507
1.485
1.478

17
61.465
9.433
5.193
3.858
3.223
2.855
2.615
2.446
2.320
2.224
2.147
2.084
2.032
1.988
1.950
1.917
1.889
1.864
1.841
1.821
1.803
1.787
1.772
1.759
1.746
1.735
1.724
1.715
1.705
1.697
1.636
1.600
1.576
1.559
1.546
1.536
1.528
1.493
1.471
1.464

18
61.566
9.436
5.190
3.853
3.217
2.848
2.607
2.438
2.312
2.215
2.138
2.075
2.023
1.978
1.941
1.908
1.879
1.854
1.831
1.811
1.793
1.777
1.762
1.748
1.736
1.724
1.714
1.704
1.695
1.686
1.625
1.588
1.564
1.547
1.534
1.524
1.516
1.480
1.458
1.451

19
61.658
9.439
5.187
3.848
3.212
2.842
2.601
2.431
2.305
2.208
2.130
2.067
2.014
1.970
1.932
1.899
1.870
1.845
1.822
1.802
1.784
1.768
1.753
1.739
1.726
1.715
1.704
1.694
1.685
1.676
1.615
1.578
1.553
1.536
1.523
1513
1.505
1.468
1.446
1.439

20
61.740
9.441
5.184
3.844
3.207
2.836
2.595
2.425
2.298
2.201
2.123
2.060
2.007
1.962
1.924
1.891
1.862
1.837
1.814
1.794
1.776
1.759
1.744
1.730
1.718
1.706
1.695
1.685
1.676
1.667
1.605
1.568
1.543
1.526
1.513
1.503
1.494
1.458
1.435
1.428

21
61.815
9.444
5.182
3.841
3.202
2.831
2.589
2.419
2.292
2.194
2.117
2.053
2.000
1.955
1.917
1.884
1.855
1.829
1.807
1.786
1.768
1.751
1.736
1.722
1.710
1.698
1.687
1.677
1.668
1.659
1.596
1.559
1.534
1.517
1.503
1.493
1.485
1.448
1.425
1.418

22
61.883
9.446
5.180
3.837
3.198
2.827
2.584
2.414
2.287
2.189
2111
2.047
1.994
1.949
1.911
1.877
1.848
1.823
1.800
1.779
1.761
1.744
1.729
1.715
1.702
1.690
1.680
1.669
1.660
1.651
1.588
1.551
1.526
1.508
1.495
1.484
1.476
1.438
1.416
1.408

23
61.945
9.448
5.178
3.834
3.194
2.822
2.580
2.409
2.282
2.183
2.105
2.041
1.988
1.943
1.905
1.871
1.842
1.816
1.793
1.773
1.754
1.737
1.722
1.708
1.695
1.683
1.673
1.662
1.653
1.644
1.581
1.543
1.518
1.500
1.487
1.476
1.468
1.430
1.407
1.399

24
62.002
9.450
5.176
3.831
3.191
2.818
2.575
2.404
2.277
2.178
2.100
2.036
1.983
1.938
1.899
1.866
1.836
1.810
1.787
1.767
1.748
1.731
1.716
1.702
1.689
1.677
1.666
1.656
1.647
1.638
1574
1.536
1511
1.493
1.479
1.468
1.460
1.422
1.399
1.391

25
62.055
9.451
5.175
3.828
3.187
2.815
2571
2.400
2.272
2.174
2.095
2.031
1.978
1.933
1.894
1.860
1.831
1.805
1.782
1.761
1.742
1.726
1.710
1.696
1.683
1.671
1.660
1.650
1.640
1.632
1.568
1.529
1.504
1.486
1.472
1.461
1.453
1.414
1.391
1.383

26
62.103
9.453
5.173
3.826
3.184
2.811
2.568
2.396
2.268
2.170
2.091
2.027
1.973
1.928
1.889
1.855
1.826
1.800
1.777
1.756
1.737
1.720
1.705
1.691
1.678
1.666
1.655
1.644
1.635
1.626
1.562
1.523
1.498
1.479
1.465
1.455
1.446
1.407
1.384
1.376
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1—a
27

1 62.148
2 9.454
3 5.172
4 3.823
5 3.181
6 2.808
7 2.564
8 2.392
9 2.265
10 2.166
11 2.087
12 2.022
13 1.969
14 1.923
15 1.885
16 1.851
17 1.821
18 1.795
19 1.772
20 1.751
21 1.732
22 1.715
23 1.700
24 1.686
25 1.672
26 1.660
27 1.649
28 1.639
29 1.630
30 1.621
40 1.556
50 1517
60 1.492
70 1.473
80 1.459
90 1.448
100 1.440
200 1.400
500 1.377
1000 1.369
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28
62.189
9.456
5.170
3.821
3.179
2.805
2.561
2.389
2.261
2.162
2.083
2.019
1.965
1.919
1.880
1.847
1.817
1.791
1.767
1.746
1.728
1.711
1.695
1.681
1.668
1.656
1.645
1.634
1.625
1.616
1.551
1.512
1.486
1.467
1.453
1.442
1.434
1.394
1.370
1.362

29
62.229
9.457
5.169
3.819
3.176
2.803
2.558
2.386
2.258
2.159
2.080
2.015
1.961
1.916
1.876
1.843
1.813
1.787
1.763
1.742
1.723
1.706
1.691
1.676
1.663
1.651
1.640
1.630
1.620
1611
1.546
1.507
1.481
1.462
1.448
1.437
1.428
1.388
1.364
1.356

30
62.265
9.458
5.168
3.817
3.174
2.800
2.555
2.383
2.255
2.155
2.076
2.011
1.958
1912
1.873
1.839
1.809
1.783
1.759
1.738
1.719
1.702
1.686
1.672
1.659
1.647
1.636
1.625
1.616
1.606
1.541
1.502
1.476
1.457
1.443
1.432
1.423
1.383
1.358
1.350

40
62.529
9.466
5.160
3.804
3.157
2.781
2.535
2.361
2.232
2.132
2.052
1.986
1.931
1.885
1.845
1811
1.781
1.754
1.730
1.708
1.689
1671
1.655
1.641
1.627
1.615
1.603
1.592
1.583
1573
1.506
1.465
1.437
1.418
1.403
1.391
1.382
1.339
1.313
1.304

50
62.688
9.471
5.155
3.795
3.147
2.770
2.523
2.348
2.218
2.117
2.036
1.970
1.915
1.869
1.828
1.793
1.763
1.736
1711
1.690
1.670
1.652
1.636
1.621
1.607
1.594
1.583
1572
1.562
1.552
1.483
1.441
1.413
1.392
1.377
1.365
1.355
1.310
1.282
1.273

60
62.794
9.475
5.151
3.790
3.140
2.762
2.514
2.339
2.208
2.107
2.026
1.960
1.904
1.857
1.817
1.782
1.751
1.723
1.699
1.677
1.657
1.639
1.622
1.607
1.593
1.581
1.569
1.558
1.547
1.538
1.467
1.424
1.395
1.374
1.358
1.346
1.336
1.289
1.260
1.250

70
62.871
9.477
5.149
3.786
3.135
2.756
2.508
2.333
2.202
2.100
2.019
1.952
1.896
1.849
1.808
1.773
1.742
1.714
1.690
1.667
1.647
1.629
1.613
1.597
1.583
1.570
1.558
1.547
1.537
1.527
1.455
1.412
1.382
1.361
1.344
1.332
1.321
1.273
1.243
1.232

80
62.927
9.479
5.147
3.782
3.132
2.752
2.504
2.328
2.196
2.095
2.013
1.946
1.890
1.843
1.802
1.766
1.735
1.707
1.683
1.660
1.640
1.622
1.605
1.590
1.576
1.562
1.550
1.539
1.529
1.519
1.447
1.402
1.372
1.350
1.334
1.321
1.310
1.261
1.229
1.218

90
62.972
9.480
5.145
3.780
3.129
2.749
2.500
2.324
2.192
2.090
2.009
1.942
1.886
1.838
1.797
1.761
1.730
1.702
1.677
1.655
1.634
1.616
1.599
1.584
1.569
1.556
1.544
1.533
1.522
1.512
1.439
1.395
1.364
1.342
1.325
1.312
1.301
1.250
1.218
1.207

100
63.007
9.481
5.144
3.778
3.126
2.746
2.497
2.321
2.189
2.087
2.005
1.938
1.882
1.834
1.793
1.757
1.726
1.698
1.673
1.650
1.630
1611
1.594
1.579
1.565
1.551
1.539
1.528
1517
1.507
1.434
1.388
1.358
1.335
1.318
1.304
1.293
1.242
1.209
1.197

200
63.167
9.486
5.139
3.769
3.116
2.734
2.484
2.307
2.174
2.071
1.989
1.921
1.864
1.816
1.774
1.738
1.706
1.678
1.652
1.629
1.608
1.590
1.572
1.556
1.542
1.528
1.515
1.504
1.493
1.482
1.406
1.359
1.326
1.302
1.284
1.269
1.257
1.199
1.160
1.145

500
63.264
9.489
5.136
3.764
3.109
2.727
2.476
2.298
2.165
2.062
1.979
1911
1.853
1.805
1.763
1.726
1.694
1.665
1.639
1.616
1.595
1.576
1.558
1.542
1.527
1514
1.501
1.489
1.478
1.467
1.389
1.340
1.306
1.281
1.261
1.245
1.232
1.168
1122
1.103



Elementos de probabilidad y estadistica

Valores F de la distribucion F de Fisher

1—a
1—a
1
1 161.446
2 18.513
3 10.128
4 7.709
5 6.608
6 5.987
7 5.591
8 5.318
9 5.117
10 4.965
11 4.844
12 4.747
13 4.667
14 4.600
15 4.543
16 4.494
17 4.451
18 4.414
19 4.381
20 4.351
21 4.325
22 4.301
23 4.279
24 4.260
25 4.242
26 4.225
27 4.210
28 4.196
29 4.183
30 4171
40 4.085
50 4.034
60 4.001
70 3.978
80 3.960
90 3.947
100 3.936
200 3.888
500 3.860
1000 3.851

0,95

P(F < faVvIv2)

2
199.499
19.000
9.552
6.944
5.786
5.143
4.737
4.459
4.256
4.103
3.982
3.885
3.806
3.739
3.682
3.634
3.592
3.555
3.522
3.493
3.467
3.443
3.422
3.403
3.385
3.369
3.354
3.340
3.328
3.316
3.232
3.183
3.150
3.128
3.111
3.098
3.087
3.041
3.014
3.005

215.707
19.164
9.277
6.591
5.409
4.757
4.347
4.066
3.863
3.708
3.587
3.490
3.411
3.344
3.287
3.239
3.197
3.160
3.127
3.098
3.072
3.049
3.028
3.009
2991
2975
2.960
2.947
2.934
2.922
2.839
2.790
2.758
2.736
2719
2.706
2.696
2.650
2.623
2614

4

224583
19.247
9.117
6.388
5.192
4534
4.120
3.838
3.633
3.478
3.357
3.259
3.179
3.112
3.056
3.007
2.965
2.928
2.895
2.866
2.840
2.817
2.796
2.776
2.759
2.743
2.728
2714
2.701
2.690
2.606
2.557
2525
2.503
2.486
2.473
2.463
2417
2.390
2.381

5
230.160
19.296
9.013
6.256
5.050
4.387
3.972
3.688
3.482
3.326
3.204
3.106
3.025
2.958
2.901
2.852
2.810
2773
2.740
2711
2.685
2.661
2.640
2.621
2.603
2.587
2572
2.558
2.545
2.534
2.449
2.400
2.368
2.346
2.329
2.316
2.305
2259
2.232
2223

vi = grados de libertad del numerador
v2 = grados de libertad del denominador

6
233.988
19.329
8.941
6.163
4.950
4.284
3.866
3.581
3.374
3.217
3.095
2.996
2.915
2.848
2.790
2741
2.699
2.661
2.628
2.599
2573
2.549
2.528
2.508
2.490
2.474
2.459
2.445
2.432
2421
2.336
2.286
2.254
2231
2.214
2.201
2191
2.144
2117
2.108

7
236.767
19.353
8.887
6.094
4.876
4.207
3.787
3.500
3.293
3.135
3.012
2913
2.832
2.764
2.707
2.657
2.614
2.577
2.544
2.514
2.488
2.464
2.442
2.423
2.405
2.388
2.373
2.359
2.346
2.334
2.249
2.199
2.167
2143
2.126
2113
2.103
2.056
2.028
2.019

8
238.884
19.371
8.845
6.041
4.818
4.147
3.726
3.438
3.230
3.072
2.948
2.849
2.767
2.699
2.641
2591
2.548
2510
2.477
2.447
2.420
2.397
2.375
2.355
2.337
2321
2.305
2291
2.278
2.266
2.180
2.130
2.097
2.074
2.056
2.043
2.032
1.985
1.957
1.948

240.543
19.385
8.812
5.999
4.772
4.099
3.677
3.388
3.179
3.020
2.896
2.796
2714
2.646
2.588
2.538
2.494
2.456
2423
2.393
2.366
2.342
2.320
2.300
2.282
2.265
2.250
2.236
2223
2211
2.124
2.073
2.040
2.017
1.999
1.986
1.975
1.927
1.899
1.889

10
241.882
19.396
8.785
5.964
4.735
4.060
3.637
3.347
3.137
2.978
2.854
2753
2671
2.602
2.544
2.494
2.450
2412
2.378
2.348
2.321
2.297
2.275
2.255
2.236
2.220
2.204
2.190
2177
2.165
2.077
2.026
1.993
1.969
1.951
1.938
1.927
1.878
1.850
1.840

11
242.981
19.405
8.763
5.936
4.704
4.027
3.603
3.313
3.102
2.943
2.818
2.717
2.635
2.565
2.507
2.456
2413
2.374
2.340
2.310
2.283
2.259
2.236
2216
2.198
2181
2.166
2151
2.138
2.126
2.038
1.986
1.952
1.928
1.910
1.897
1.886
1.837
1.808
1.798

12
243.905
19.412
8.745
5.912
4.678
4.000
3.575
3.284
3.073
2913
2.788
2.687
2.604
2.534
2.475
2.425
2.381
2.342
2.308
2.278
2.250
2.226
2.204
2183
2.165
2.148
2132
2118
2.104
2.092
2.003
1.952
1.917
1.893
1.875
1.861
1.850
1.801
1.772
1.762

13
244.690
19.419
8.729
5.891
4.655
3.976
3.550
3.259
3.048
2.887
2761
2.660
2577
2.507
2.448
2.397
2.353
2314
2.280
2.250
2222
2.198
2.175
2.155
2.136
2119
2103
2.089
2.075
2.063
1.974
1.921
1.887
1.863
1.845
1.830
1.819
1.769
1.740
1.730

263



1- a=
14

1 245.363
2 19.424
3 8.715
4 5.873
5 4.636
6 3.956
7 3.529
S 3.237
9 3.025
10 2.865
1 2739
12 2.637
13 2.554
14 2.484
15 2.424
16 2373
17 2.329
1s 2.290
19 2.256
20 2225
21 2.197
22 2173
23 2.150
24 2.130
25 2111
26 2.094
27 2.078
2s 2.064
29 2.050
30 2.037
40 1.948
50 1.895
60 1.860
70 1.836
SO 1.817
90 1.803
100 1.792
200 1.742
500 1.712
1000 1.702
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0,95

15
245.949
19.429
8.703
5.858
4.619
3.938
3511
3.218
3.006
2.845
2719
2.617
2.533
2.463
2.403
2.352
2.308
2.269
2234
2.203
2.176
2151
2.128
2.108
2.089
2072
2.056
2.041
2.027
2,015
1.924
1.871
1.836
1.812
1.793
1.779
1.768
1.717
1.686
1.676

16
246.466
19.433
8.692
5.844
4.604
3.922
3.494
3.202
2.989
2.828
2701
2.599
2515
2.445
2.385
2.333
2.289
2.250
2215
2.184
2.156
2131
2.109
2.088
2.069
2.052
2.036
2.021
2.007
1.995
1.904
1.850
1.815
1.790
1.772
1.757
1.746
1.694
1.664
1.654

17
246.917
19.437
8.683
5.832
4.590
3.908
3.480
3.187
2974
2812
2.685
2.583
2.499
2.428
2.368
2.317
2272
2.233
2.198
2.167
2.139
2114
2.091
2.070
2.051
2.034
2.018
2.003
1.989
1.976
1.885
1.831
1.796
1.771
1.752
1.737
1.726
1.674
1.643
1.633

1S
247.324
19.440
8.675
5.821
4.579
3.896
3.467
3.173
2.960
2.798
2671
2.568
2.484
2413
2.353
2.302
2.257
2.217
2.182
2.151
2123
2.098
2.075
2.054
2.035
2.018
2.002
1.987
1.973
1.960
1.868
1.814
1.778
1.753
1.734
1.720
1.708
1.656
1.625
1.614

19
247.688
19.443
8.667
5.811
4.568
3.884
3.455
3.161
2.948
2.785
2.658
2.555
2471
2.400
2.340
2.288
2.243
2.203
2.168
2.137
2.109
2.084
2.061
2.040
2.021
2.003
1.987
1.972
1.958
1.945
1.853
1.798
1.763
1.737
1.718
1.703
1.691
1.639
1.607
1.597

20
248.016
19.446
8.660
5.803
4.558
3.874
3.445
3.150
2.936
2774
2.646
2.544
2.459
2.388
2.328
2.276
2.230
2.191
2.155
2124
2.096
2071
2.048
2.027
2.007
1.990
1.974
1.959
1.945
1.932
1.839
1.784
1.748
1.722
1.703
1.688
1.676
1.623
1.592
1.581

21
248.307
19.448
8.654
5.795
4.549
3.865
3.435
3.140
2.926
2.764
2.636
2.533
2.448
2.377
2.316
2.264
2.219
2.179
2.144
2112
2.084
2.059
2.036
2.015
1.995
1.978
1.961
1.946
1.932
1.919
1.826
1.771
1.735
1.709
1.689
1.675
1.663
1.609
1577
1.566

22
248.579
19.450
8.648
5.787
4.541
3.856
3.426
3.131
2.917
2.754
2.626
2.523
2.438
2.367
2.306
2.254
2.208
2.168
2.133
2.102
2.073
2.048
2.025
2.003
1.984
1.966
1.950
1.935
1.921
1.908
1.814
1.759
1.722
1.696
1.677
1.662
1.650
1.596
1.563
1.553

23
248.823
19.452
8.643
5.781
4.534
3.849
3.418
3.123
2.908
2.745
2.617
2514
2.429
2.357
2.297
2.244
2.199
2.159
2.123
2.092
2.063
2.038
2.014
1.993
1.974
1.956
1.940
1.924
1.910
1.897
1.803
1.748
1.711
1.685
1.665
1.650
1.638
1.583
1.551
1.540

24
249.052
19.454
8.638
5.774
4.527
3.841
3.410
3.115
2.900
2.737
2.609
2.505
2.420
2.349
2.288
2.235
2.190
2.150
2114
2.082
2.054
2.028
2.005
1.984
1.964
1.946
1.930
1.915
1.901
1.887
1.793
1.737
1.700
1.674
1.654
1.639
1.627
1572
1.539
1.528

25
249.260
19.456
8.634
5.769
4.521
3.835
3.404
3.108
2.893
2.730
2.601
2.498
2.412
2.341
2.280
2.227
2.181
2.141
2.106
2.074
2.045
2.020
1.996
1.975
1.955
1.938
1.921
1.906
1.891
1.878
1.783
1.727
1.690
1.664
1.644
1.629
1.616
1.561
1.528
1.517

26
249.453
19.457
8.630
5.763
4.515
3.829
3.397
3.102
2.886
2.723
2.594
2.491
2.405
2.333
2.272
2.220
2174
2.134
2.098
2.066
2.037
2.012
1.988
1.967
1.947
1.929
1.913
1.897
1.883
1.870
1.775
1.718
1.681
1.654
1.634
1.619
1.607
1.551
1518
1.507



1- a=09
27 28

1 249.631 249.798
2 19.459 19.460
3 8.626 8.623
4 5.759 5.754
5 4.510 4.505
6 3.823 3.818
7 3.391 3.386
8 3.095 3.090
9 2.880 2.874
10 2.716 2.710
11 2.5818 2.582
12 2.484 2.478
13 2.398 2.392
14 2.326 2.320
15 2.265 2.259
16 2.212 2.206
17 2.167 2.160
18 2.126 2.119
19 2.090 2.084
20 2.059 2.052
21 2.030 2.023
22 2.004 1.997
23 1.981 1.973
24 1.959 1.952
25 1.939 1.932
26 1.921 1.914
27 1.905 1.898
28 1.889 1.882
29 1.875 1.868
30 1.862 1.854
40 1.766 1.759
50 1.710 1.702
60 1.672 1.664
70 1.646 1.637
80 1.626 1.617
90 1.610 1.601
100 1.598 1.589
200 1.542 1.533
500 1.508 1.499
1000 1.497 1.488

Elementos de probabilidad y estadistica

29

249.951
19.461
8.620
5.750
4.500
3.813
3.381
3.084
2.869
2.705
2.576
2.472
2.386
2314
2.253
2.200
2.154
2113
2.077
2.045
2.016
1.990
1.967
1.945
1.926
1.907
1.891
1.875
1.861
1.847
1.751
1.694
1.656
1.629
1.609
1.593
1.581
1.524
1.490
1.479

30

250.096
19.463
8.617
5.746
4.496
3.808
3.376
3.079
2.864
2.700
2.570
2.466
2.380
2.308
2.247
2.194
2.148
2.107
2.071
2.039
2.010
1.984
1.961
1.939
1.919
1.901
1.884
1.869
1.854
1.841
1.744
1.687
1.649
1.622
1.602
1.586
1573
1516
1.482
1.471

40

251.144
19.471
8.594
5.717
4.464
3.774
3.340
3.043
2.826
2.661
2.531
2.426
2.339
2.266
2.204
2.151
2.104
2.063
2.026
1.994
1.965
1.938
1.914
1.892
1.872
1.853
1.836
1.820
1.806
1.792
1.693
1.634
1.594
1.566
1.545
1.528
1515
1.455
1.419
1.406

50

251.774
19.476
8.581
5.699
4.444
3.754
3.319
3.020
2.803
2.637
2.507
2.401
2.314
2.241
2.178
2.124
2.077
2.035
1.999
1.966
1.936
1.909
1.885
1.863
1.842
1.823
1.806
1.790
1.775
1.761
1.660
1.599
1.559
1.530
1.508
1.491
1.477
1.415
1.376
1.363

60

252.196
19.479
8.572
5.688
4.431
3.740
3.304
3.005
2.787
2.621
2.490
2.384
2.297
2.223
2.160
2.106
2.058
2.017
1.980
1.946
1.916
1.889
1.865
1.842
1.822
1.803
1.785
1.769
1.754
1.740
1.637
1.576
1.534
1.505
1.482
1.465
1.450
1.386
1.345
1.332

70

252.498
19.481
8.566
5.679
4.422
3.730
3.294
2.994
2.776
2.609
2.478
2.372
2.284
2.210
2.147
2.093
2.045
2.003
1.966
1.932
1.902
1.875
1.850
1.828
1.807
1.788
1.770
1.754
1.738
1.724
1.621
1.558
1516
1.486
1.463
1.445
1.430
1.364
1.322
1.308

80

252.723
19.483
8.561
5.673
4.415
3.722
3.286
2.986
2.768
2.601
2.469
2.363
2.275
2.201
2.137
2.083
2.035
1.993
1.955
1.922
1.891
1.864
1.839
1.816
1.796
1.776
1.758
1.742
1.726
1.712
1.608
1.544
1.502
1.471
1.448
1.429
1.415
1.346
1.303
1.289

920

252.898
19.485
8.557
5.668
4.409
3.716
3.280
2.980
2.761
2.594
2.462
2.356
2.267
2.193
2.130
2.075
2.027
1.985
1.947
1.913
1.883
1.856
1.830
1.808
1.787
1.767
1.749
1.733
1717
1.703
1.597
1.534
1.491
1.459
1.436
1.417
1.402
1.332
1.288
1.273

100

253.043
19.486
8.554
5.664
4.405
3.712
3.275
2.975
2.756
2.588
2.457
2.350
2.261
2.187
2123
2.068
2.020
1.978
1.940
1.907
1.876
1.849
1.823
1.800
1.779
1.760
1.742
1.725
1.710
1.695
1.589
1.525
1.481
1.450
1.426
1.407
1.392
1.321
1.275
1.260

200

253.676
19.491
8.540
5.646
4.385
3.690
3.252
2.951
2731
2.563
2431
2.323
2.234
2.159
2.095
2.039
1.991
1.948
1.910
1.875
1.845
1.817
1.791
1.768
1.746
1.726
1.708
1.691
1.675
1.660
1.551
1.484
1.438
1.404
1.379
1.358
1.342
1.263
1.210
1.190

500

254.062
19.494
8.532
5.635
4.373
3.678
3.239
2.937
2.717
2.548
2.415
2.307
2.218
2.142
2.078
2.022
1.973
1.929
1.891
1.856
1.825
1.797
1.771
1.747
1.725
1.705
1.686
1.669
1.653
1.637
1.526
1.457
1.409
1.374
1.347
1.326
1.308
1.221
1.159
1.134
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Valores F de la distribuciéon F de Fisher

l—a =

l—a =
1

1 1647.793
2 38.5G6
3 17.443
4 12.218
5 1G.GG7
e 8.813
7 8.G73
8 7571
9 7.2G9
10 6.937
11 6.724
12 6.554
13 6.414
14 6.298
15 6.2GG
le 6.115
17 6.G42
18 5.978
19 5.922
20 5.871
21 5.827
22 5.786
23 5.75G
24 5.717
25 5.686
2e 5.659
27 5.633
28 5.61G
29 5.588
30 5.568
40 5.424
50 5.34G
el 5.286
70 5.247
80 5.218
90 5.196
100 5.179
200 51GG
500 5.G54
1000 5.G39

266

Cristobal R. Santa Maria - Claudia Soraya Buccino

0,975
P(F < fav.
2 3
799.482 864.151
39.GGG 39.166
16.G44 15.439
1G.649 9.979
8.434 7.764
7.26G 6.599
6.542 5.89G
6.G59 5.416
5.715 5.G78
5.456 4.826
5.256 4.63G
5.G96 4.474
4.965 4.347
4.857 4.242
4.765 4.153
4.687 4.G77
4.619 4.G11
4.56G 3.954
4.5G8 3.9G3
4.461 3.859
4.42G 3.819
4.383 3.783
4.349 3.75G
4.319 3.721
4.291 3.694
4.265 3.67G
4.242 3.647
4.221 3.626
4.2G1 3.6G7
4.182 3.589
4.G51 3.463
3.975 3.39G
3.925 3.343
3.89G 3.3G9
3.864 3.284
3.844 3.265
3.828 3.25G
3.758 3.182
3.716 3.142
3.7G3 3.129

4
899.599
39.248
15.1G61
9.6G4
7.388
6.227
5.523
5.G53
4.718
4.468
4.275
4121
3.996
3.892
3.864
3.729
3.665
3.6G8
3.559
3515
3.475
3.44G6
3.4G8
3.379
3.353
3.329
3.367
3.286
3.267
3.25G6
3.126
3.G54
3.GG8
2975
2.95G6
2932
2.917
2.85G6
2811
2.799

5
921.835
39.298
14.885
9.364
7.146
5.988
5.285
4.817
4.484
4.236
4.G44
3.891
3.767
3.663
3.576
3.5G2
3.438
3.382
3.333
3.289
3.25G
3.215
3.183
3.155
3.129
3.1G5
3.G83
3.G63
3.G44
3.G26
2.9G4
2.833
2.786
2.754
273G
2711
2.696
2.63G
2.592
2.579

vi

e
937.114
39.331
14.735
9.197
6.978
5.82G
5.119
4.652
4.32G
4.G72
3.881
3.728
3.6G4
3.5G1
3.415
3.341
3.277
3.221
3.172
3.128
3.G9G
3.655
3.G623
2.995
2.969
2.945
2.923
2.9G3
2.884
2.867
2.744
2674
2.627
2.595
2571
2.552
2.537
2.472
2.434
2421

= grados de libertad del numerador
v2 = grados de libertad del denominador

7
948.2G3
39.356
14.624
9.G74
6.853
5.695
4.995
4.529
4.197
3.95G
3.759
3.6G7
3.483
3.38G
3.293
3.219
3.156
3.1GG
3.651
3.GG7
2.969
2.934
2.9G2
2.874
2.848
2.824
2.8G2
2.782
2.763
2.746
2.624
2.553
2.5G7
2.474
2.45G
2.432
2.417
2.351
2.313
2.3GG

8
956.643
39.373
14.54G
8.98G
6.757
5.6GG
4.899
4.433
4.1G2
3.855
3.664
3.512
3.388
3.285
3.199
3.125
3.G61
3.GG5
2.956
2913
2874
2.839
2.8G8
2779
2.753
2729
2.7G7
2.687
2.669
2.651
2529
2.458
2412
2.379
2.355
2.336
2321
2.256
2.217
2.2G4

9
963.279
39.387
14.473
8.9G5
6.681
5.523
4.823
4.357
4.G26
3.779
3.588
3.436
3.312
3.2G9
3.123
3.649
2.985
2.929
2.88G
2.837
2.798
2.763
2731
2.7G3
2.677
2.653
2.631
2611
2.592
2575
2.452
2.381
2.334
2.3G2
2.277
2.259
2.244
2.178
2.139
2.126

10
968.634
39.398
14.419
8.844
6.619
5.461
4.761
4.295
3.964
3.717
3.526
3.374
3.25G
3.147
3.G6G
2.986
2922
2.866
2.817
2774
2.735
2.7GG
2.668
2.64G
2613
2.59G
2.568
2.547
2.529
2511
2.388
2.317
227G
2.237
2213
2.194
2179
2113
2.G74
2.G61

11
973.G28
39.4G7
14.374
8.794
6.568
5.41G
4.7G9
4.243
3.912
3.665
3.474
3.321
3.197
3.G95
3.GG8
2.934
287G
2814
2.765
2721
2.682
2.647
2615
2.586
2.56G
2.536
2514
2.494
2.475
2.458
2.334
2.263
2216
2.183
2.158
2.14G
2.124
2.G58
2619
2.GG6

12
976.725
39.415
14.337
8.751
6.525
5.366
4.666
4.2GG
3.868
3.621
3.43G
3.277
3.153
3.G5G
2.963
2.889
2.825
2.769
2.72G
2.676
2.637
2.6G2
257G
2.541
2515
2.491
2.469
2.448
2.43G
2412
2.288
2.216
2.169
2.136
2111
2.692
2.G77
2.G1G
1.971
1.958

13
979.839
39.421
14.3G5
8.715
6.488
5.329
4.628
4.162
3.831
3.583
3.392
3.239
3.115
3.612
2925
2.851
2.786
273G
2.681
2.637
2.598
2.563
2531
2.5G2
2.476
2.452
2.429
2.4G9
2.39G
2372
2.248
2.176
2.129
2.G95
2G71
2.G51
2.G36
1.969
1.929
1.916



1-a-=
14

1 982.545
2 39.427
3 14.277
4 8.684
5 6.456
6 5.297
7 4.596
8 4.130
9 3.798
10 3.550
11 3.359
12 3.206
13 3.082
14 2.979
15 2.891
16 2.817
17 2.753
18 2.696
19 2.647
20 2.603
21 2.564
22 2.528
23 2.497
24 2.468
25 2441
26 2417
27 2.395
28 2.374
29 2.355
30 2.338
40 2213
50 2.140
60 2.093
70 2.059
80 2.035
90 2.015
100 2.000
200 1.932
500 1.892
1000 1.879

0,975

15
984.874
39.431
14.253
8.657
6.428
5.269
4.568
4.101
3.769
3.522
3.330
3.177
3.053
2.949
2.862
2.788
2.723
2.667
2.617
2573
2.534
2.498
2.466
2.437
2411
2.387
2.364
2.344
2.325
2.307
2.182
2.109
2.061
2.028
2.003
1.983
1.968
1.900
1.859
1.846

Elementos de probabilidad y estadistica

16
986.911
39.436
14.232
8.633
6.403
5.244
4.543
4.076
3.744
3.496
3.304
3.152
3.027
2923
2.836
2761
2.697
2.640
2591
2.547
2.507
2472
2.440
2411
2.384
2.360
2.337
2317
2.298
2.280
2.154
2.081
2.033
1.999
1.974
1.955
1.939
1.870
1.830
1.816

17
988.715
39.439
14.213
8.611
6.381
5.222
4.521
4.054
3.722
3.474
3.282
3.129
3.004
2.900
2.813
2.738
2.673
2.617
2.567
2.523
2.483
2.448
2.416
2.386
2.360
2.335
2.313
2.292
2.273
2.255
2.129
2.056
2.008
1.974
1.948
1.929
1.913
1.844
1.803
1.789

18
990.345
39.442
14.196
8.592
6.362
5.202
4.501
4.034
3.701
3.453
3.261
3.108
2.983
2.879
2792
2717
2.652
2.596
2.546
2501
2.462
2.426
2.394
2.365
2.338
2314
2291
2270
2251
2.233
2.107
2.033
1.985
1.950
1.925
1.905
1.890
1.820
1.779
1.765

19
991.800
39.446
14.181
8.575
6.344
5.184
4.483
4.016
3.683
3.435
3.243
3.090
2.965
2.861
2.773
2.698
2.633
2.576
2.526
2.482
2.442
2.407
2.374
2.345
2.318
2.294
2271
2.251
2231
2.213
2.086
2.012
1.964
1.929
1.904
1.884
1.868
1.798
1.757
1.743

20
993.081
39.448
14.167
8.560
6.329
5.168
4.467
3.999
3.667
3.419
3.226
3.073
2.948
2.844
2.756
2.681
2.616
2.559
2.509
2.464
2.425
2.389
2.357
2.327
2.300
2.276
2.253
2.232
2.213
2.195
2.068
1.993
1.944
1.910
1.884
1.864
1.849
1.778
1.736
1.722

21
994.303
39.450
14.155
8.546
6.314
5.154
4.452
3.985
3.652
3.403
3211
3.057
2932
2.828
2.740
2.665
2.600
2543
2.493
2.448
2.409
2373
2.340
2311
2.284
2.259
2.237
2216
2.196
2.178
2.051
1.976
1.927
1.892
1.866
1.846
1.830
1.759
1.717
1.703

22
995.351
39.452
14.144
8.533
6.301
5.141
4.439
3971
3.638
3.390
3.197
3.043
2918
2.814
2726
2.651
2.585
2529
2.478
2.434
2.394
2.358
2.325
2.296
2.269
2.244
2222
2201
2181
2.163
2.035
1.960
1.911
1.876
1.850
1.830
1.814
1.742
1.700
1.686

23
996.341
39.455
14.134
8.522
6.289
5.128
4.426
3.959
3.626
3.377
3.184
3.031
2.905
2.801
2.713
2.637
2572
2515
2.465
2.420
2.380
2.344
2312
2.282
2.255
2.230
2.208
2.187
2.167
2.149
2.020
1.945
1.896
1.861
1.835
1.814
1.798
1.726
1.684
1.670

24
997.272
39.457
14.124
8.511
6.278
5.117
4.415
3.947
3.614
3.365
3.173
3.019
2.893
2.789
2.701
2.625
2.560
2.503
2.452
2.408
2.368
2.332
2.299
2.269
2.242
2.217
2.195
2174
2.154
2.136
2.007
1.931
1.882
1.847
1.820
1.800
1.784
1.712
1.669
1.654

25
998.087
39.458
14.115
8.501
6.268
5.107
4.405
3.937
3.604
3.355
3.162
3.008
2.882
2778
2.689
2614
2.548
2.491
2.441
2.396
2.356
2.320
2.287
2.257
2230
2.205
2.183
2.161
2.142
2.124
1.994
1.919
1.869
1.833
1.807
1.787
1.770
1.698
1.655
1.640

26
998.843
39.459
14.107
8.492
6.258
5.097
4.395
3.927
3.594
3.345
3.152
2.998
2.872
2.767
2.679
2.603
2.538
2.481
2.430
2.385
2.345
2.309
2.276
2.246
2.219
2.194
2171
2.150
2131
2112
1.983
1.907
1.857
1.821
1.795
1.774
1.758
1.685
1.641
1.627
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1- a=0975
27 28

1000

1 999.54  1000.24
2 39.461 39.462
3 14.100 14.093
4 8.483 8.475
5 6.250 6.242
6 5.088 5.080
7 4.386 4.378
8 3.918 3.909
9 3.584 3.576
10 3.335 3.327
11 3.142 3.133
12 2.988 2979
13 2.862 2.853
14 2.758 2.749
15 2.669 2.660
16 2.594 2.584
17 2.528 2519
18 2471 2.461
19 2.420 2411
20 2.375 2.366
21 2.335 2.325
22 2.299 2.289
23 2.266 2.256
24 2.236 2.226
25 2.209 2.199
26 2.184 2174
27 2161 2151
28 2.140 2.130
29 2.120 2.110
30 2.102 2.092
40 1.972 1.962
50 1.895 1.885
60 1.845 1.835
70 1.810 1.799
80 1.783 1.772
90 1.763 1.752
100 1.746 1.735
200 1.673 1.661
500 1.629 1617
1000 1.614 1.603
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29

1000.82
39.463
14.086

8.468
6.234
5.072
4.370
3.901
3.568
3.319
3.125
2971
2.845
2.740
2.652
2576
2.510
2.453
2.402
2.357
2.317
2.280
2.247
2.217
2.190
2.165
2.142
2121
2.101
2.083
1.952
1.875
1.825
1.789
1.762
1.741
1.725
1.650
1.606
1.591

30

1001.41
39.465
14.081

8.461
6.227
5.065
4.362
3.894
3.560
3.311
3.118
2.963
2.837
2.732
2.644
2.568
2.502
2.445
2.394
2.349
2.308
2.272
2.239
2.209
2.182
2.157
2.133
2112
2.092
2.074
1.943
1.866
1.815
1.779
1.752
1731
1.715
1.640
1.596
1581

40

1005.59
39.473
14.036

8.411
6.175
5.012
4.309
3.840
3.505
3.255
3.061
2.906
2.780
2.674
2.585
2.509
2.442
2.384
2.333
2.287
2.246
2.210
2.176
2.146
2.118
2.093
2.069
2.048
2.028
2.009
1.875
1.796
1.744
1.707
1.679
1.657
1.640
1.562
1515
1.499

50

1008.10
39.478
14.010

8.381
6.144
4.980
4.276
3.807
3.472
3221
3.027
2871
2.744
2.638
2.549
2472
2.405
2.347
2.295
2.249
2.208
2171
2.137
2.107
2.079
2.053
2.029
2.007
1.987
1.968
1.832
1.752
1.699
1.660
1.632
1.610
1.592
1511
1.462
1.445

60

1009.79
39.481
13.992

8.360
6.123
4.959
4.254
3.784
3.449
3.198
3.004
2.848
2.720
2.614
2.524
2.447
2.380
2321
2.270
2.223
2.182
2.145
2111
2.080
2.052
2.026
2.002
1.980
1.959
1.940
1.803
1.721
1.667
1.628
1.599
1.576
1.558
1.474
1.423
1.406

70

1011.01
39.484
13.979

8.346
6.107
4.943
4.239
3.768
3.433
3.182
2.987
2.831
2.703
2.597
2.506
2.429
2.362
2.303
2251
2.205
2.163
2125
2.091
2.060
2.032
2.006
1.982
1.959
1.939
1.920
1.781
1.698
1.643
1.604
1574
1.551
1.532
1.447
1.394
1.376

80

1011.91
39.486
13.970

8.335
6.096
4.932
4.227
3.756
3.421
3.169
2.974
2.818
2.690
2.583
2.493
2.415
2.348
2.289
2.237
2.190
2.148
2111
2.077
2.045
2.017
1.991
1.966
1.944
1.923
1.904
1.764
1.681
1.625
1.585
1.555
1.531
1512
1.425
1.370
1.352

90

1012.61
39.487
13.962

8.326
6.087
4.923
4.218
3.747
3411
3.160
2.964
2.808
2.680
2573
2.482
2.405
2.337
2.278
2.226
2.179
2.137
2.099
2.065
2.034
2.005
1.979
1.954
1.932
1.911
1.892
1.751
1.667
1.611
1.570
1.540
1.516
1.496
1.407
1.351
1.332

100

1013.16
39.488
13.956

8.319
6.080
4.915
4.210
3.739
3.403
3.152
2.956
2.800
2.671
2.565
2.474
2.396
2.329
2.269
2.217
2.170
2.128
2.090
2.056
2.024
1.996
1.969
1.945
1.922
1.901
1.882
1.741
1.656
1.599
1.558
1.527
1.503
1.483
1.393
1.336
1.316

200

1015.72
39.493
13.929

8.288
6.048
4.882
4.176
3.705
3.368
3.116
2.920
2.763
2.634
2526
2.435
2.357
2.289
2.229
2.176
2.128
2.086
2.047
2,013
1.981
1.952
1.925
1.900
1.877
1.855
1.835
1.691
1.603
1.543
1.500
1.467
1.441
1.420
1.320
1.254
1.230

500

1017.24
39.496
13.913

8.270
6.028
4.862
4.156
3.684
3.347
3.094
2.898
2.740
2611
2.503
2411
2.333
2.264
2.204
2.150
2.103
2.060
2.021
1.986
1.954
1.924
1.897
1.872
1.848
1.827
1.806
1.659
1.569
1.507
1.463
1.428
1.401
1.378
1.269
1.192
1.162



Anexo E

Base IRIS
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Especie

. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa

setosa

. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa
. setosa

Largo Sépalo
51
49
47
46

5
54
46

5
44
49
54
4.8
4.8
43
58
57
54
51
57
51
54
51
46
51
4.8

5

5
52
52
4.7
48
54
52
55
49

5
55
49
44
51

5
45
4.4

5
51
48
51
46
53

5

Ancho Sépalo
35
3
32
31
36
39
34
34
29
31
37
34
3
3
4
4.4
39
35
38
38
34
37
36
33
34
3
34
35
34
32
31
34
41
42
31
32
35
36
3
34
35
23
32
35
38
3
38
32
37
33

Largo Pétalo
14
14
13
15
14
17
14
15
14
15
15
1.6
14
11
12
15
13
14
17
15
1.7
15

17
1.9
16
16
15
14
16
16
15
15
14
15
12
13
14
13
15
13
13
13
16
19
14
16
14
15
14

Ancho Pétalo
0.2
0.2
0.2
0.2
0.2
04
0.3
0.2
0.2
01
0.2
0.2
0.1
0.1
0.2
0.4
0.4
0.3
0.3
0.3
0.2
0.4
0.2
0.5
0.2
0.2
04
0.2
0.2
0.2
0.2
0.4
01
0.2
0.2
0.2
0.2
01
0.2
0.2
0.3
0.3
0.2
0.6
0.4
0.3
0.2
0.2
0.2
0.2



Especie

. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor
. versicolor

Elementos de probabilidad y estadistica

Largo Sépalo
7
6.4
6.9
55
6.5
57
6.3
49
6.6
52
5
59
6
6.1
5.6
6.7
56
58
6.2
56
59
6.1
6.3
6.1
6.4
6.6
6.8
6.7
6
57
55
55
58
6
54
6
6.7
6.3
56
55
55
6.1
58
5
56
57
57
6.2
51
57

Ancho Sépalo
32
32
31
23
28
28
33
24
29
27

2
3
22
29
29
31
3
2.7
22
25
32
28
25
28
29
3
28
3
29
26
24
24
2.7
27
3
34
31
23
3
25
26
3
26
23
27
3
29
29
25
238

Largo Pétalo
4.7
45
49

4
46
45
47
33
46
39
35
42

4
a7
36
4.4
45
41
45
39
48

4
49
47
4.3
4.4
4.8

5
45
35
38
37
39
51
45
45
47
4.4
41

4
4.4
46

4
33
42
42
42
43

3
41

Ancho Pétalo
14
15
15
13
15
13
16

1
13
14

1
15

1
14
13
14
15

1
15
11
1.8
13
15
12
13
14
14
1.7
15

1
11

1
12
1.6
15
16
15
13
13
13
12
14
12

1
13
12
13
13
11
13
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Especie Largo Sépalo Ancho Sépalo Largo Pétalo Ancho Pétalo

I. virginica 6.3 33 6 25
I. virginica 58 2.7 51 19
I. virginica 71 3 5.9 21
I. virginica 6.3 29 5.6 18
I. virginica 6.5 3 5.8 22
1. virginica 7.6 3 6.6 21
I. virginica 4.9 25 45 17
I. virginica 7.3 29 6.3 18
I. virginica 6.7 25 5.8 18
I. virginica 7.2 3.6 6.1 25
I. virginica 6.5 32 51 2
1. virginica 6.4 2.7 53 19
I. virginica 6.8 3 55 21
I. virginica 5.7 25 5 2
I. virginica 58 2.8 51 24
I. virginica 6.4 3.2 53 23
I. virginica 6.5 3 55 18
I. virginica 7.7 38 6.7 22
1. virginica 7.7 2.6 6.9 23
I. virginica 6 22 5 15
I. virginica 6.9 3.2 5.7 23
I. virginica 5.6 2.8 4.9 2
I. virginica 7.7 2.8 6.7 2
I. virginica 6.3 2.7 4.9 18
1. virginica 6.7 33 5.7 21
I. virginica 72 32 6 18
I. virginica 6.2 28 4.8 18
I. virginica 6.1 3 4.9 18
1. virginica 6.4 28 56 21
I. virginica 72 3 58 16
I. virginica 74 28 6.1 19
I. virginica 7.9 38 6.4 2
1. virginica 6.4 28 56 22
I. virginica 6.3 2.8 51 15
I. virginica 6.1 2.6 5.6 14
I. virginica 7.7 3 6.1 23
I. virginica 6.3 34 5.6 24
I. virginica 6.4 31 55 18
I. virginica 6 3 4.8 18
I. virginica 6.9 31 54 21
1. virginica 6.7 31 5.6 24
I. virginica 6.9 31 51 23
I. virginica 58 2.7 51 19
I. virginica 6.8 32 5.9 23
I. virginica 6.7 33 5.7 25
1. virginica 6.7 3 52 23
I. virginica 6.3 25 5 19
I. virginica 6.5 3 5.2 2
I. virginica 6.2 34 54 23
I. virginica 5.9 3 51 18
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Respuesta a Ejercicios

Capitulo 1
Ejercicio 3*:
120
Ejercicio 5*:
a) 120
b) 24
c) 48
Ejercicio 7*:
a) 45
by 21
c) 35
Ejercicio 9*:
a) S=(L,¢)(Ls);(2,¢);(25);(3¢);(3,s); (4)4 9);(5¢);(55); (6 c); (6,59)
by 1 A = (2,¢);(4,c);(6,c)
2- B = (1,¢); (1 59); (20):(25): (3¢c) @3 5s)(5¢)(55s)
3- C =(1,5);(3,5);(5,5)
) 1 AUB = (1,¢);(L8);(20);(4);(6¢):(25):3¢)@3S),00);0s
2- AnB = (2,0
3-B—(AnC)= (1,¢);(25); (3 c) (50
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Ejercicio 11*:
a) 0.2637
b) 0.4945
c) 0.7363
Ejercicio 13*:
a) 0.1667
b) 0.3333
c) 0.2727
Ejercicio 15*:
0.175
Ejercicio 17*:
0.5
Ejercicio 18™*:
0.25 , No

Ejercicio 19*:
0,978

Capitulo 2

Ejercicio 1*:

Xi 2 3 4 5 6 7 8 9 1G 1 12
f(x) 1/36 2/36 3/36 4/36 5/36 6/36 5/36 4/36 3/36 2/36 1/36

Xi 1 2 3 4 5 6
f(y) 11/36 9/36 7/36 5/36 3/36 1/36

Ejercicio 4*:
1.9375
Ejercicio 5*:
Xi G 1 2
f(x) 64G/125 48/125 12/125
Ejercicio e*:

a) G.125
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Elementos de probabilidad y estadistica

b) 0.375
c) 0.375
d) 0.875
Ejercicio 8*:
a) 0.2963
b) 0.9877
c) 0.5926

Ejercicio 9*:
E(X) = 4, p(x = 4) = 0,2734
Ejercicio 10*:
E(x) = 200,a =14
Ejercicio 12*:
Binomial: n > 229,1
Poisson: n > 230,26
Ejercicio 13*:
0.180
Ejercicio 16*:
0.201
Capitulo 3
Ejercicio 1*:
a) Cumplef(x) >0 y f—=2 f(x)dx=1
y 4

0 six<O0
X2 si0<x<1

1 six>1
c) 0.25
Ejercicio 3*:
a) k= 1/12
b) E(x) = 15 si x <10
si 10 < x <20
) FX)=| six > 20
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Ejercicio 5*:
a) 0.2212
b) 0.2865
Ejercicio 6*:
a) 1) -0.75
2) 0
3) 1
4) 15
b) 1) 6.2
2) 89
3) 8
4) 9.5
Ejercicio 7*:
a) 0.4222
b) 0.2673
c) 0.8925
d) 0.6569
e) 0.6687
f) 0.1292
g) 0.3830
Ejercicio 8*:
a) 1.65
b) -0.85
c) -1.28
d) 0.67

e) 0.475
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Elementos de probabilidad y estadistica

f) 2.575
Ejercicio 10*:
a) 294

b) 92

Capitulo 4
Ejercicio 1*:
0.69
Ejercicio 2*;
No
Ejercicio 3*:

a) 0.733
b) 0.734
Ejercicio 4*:

0.0495

Capitulo 6
Ejercicio 1*:

a) (493,36; 509,04)
b) (490,88; 511,32)

Ejercicio 2*:
n > 24,01
Ejercicio 3*:
a=1
Ejercicio 4*;
(9,76; 11,20)
Ejercicio 5*:

a) (79,64; 134,42)

b) (74, 44; 148,67)

Capitulo7
Ejercicio 1*:

a) ho:i = 2600, ha:i = 2600

b) zc= £1,96
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c) No, no puede concluirse.
Ejercicio 2*:

a) h0:« < 1000 , ha:« > 1000

b) Si

Ejercicio 5*:
No
Ejercicio 7*:
Si
Ejercicio 9*:
No

Capitulo 9
Ejercicio 1*:
b) y=1,95x + 0,1
c)r=099
Ejercicio 3*:
b) y=3,61x+ 224 ,r = 0,895
c) 80,1%
d) Si
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