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Capitulo I

Continuidad






Tema 1

Introduccion al Analisis de una variable.

1.1. Resultados fundamentales en R.

Los niimeros reales constituyen la base sobre la cual se asienta el Andlisis Matemati-
co. Consecuentemente, la primera premisa para avanzar provechosamente en este area serd
establecer las propiedades del conjunto R de los nidmeros reales.

Codificamos a continuacion las propiedades basicas de R que de hecho lo caracterizan. R
es un conjunto provisto de una suma y un producto respecto de los cuales es un cuerpo con-
mutativo. Esta dotado ademas de una relacion de orden total compatible con las operaciones
del cuerpo, esto es, una relacion de orden < que verifica las siguientes propiedades:

i)abeR=a<bob<a,
ii) l[a,b,c e R, a<b|=a+c<b+c,y
iii) [a,b,c € R, a<b, 0<c|]= ac<bc.

Noétese, sin embargo, que el cuerpo Q de los nimeros racionales también goza de las
anteriores propiedades por lo que 16gicamente no son éstas por si solas las que caracterizan a
R. La propiedad fundamental de R (que ya lo distingue de Q) es el axioma del supremo.

Axioma 1.1 (del supremo). Todo conjunto no vacio y mayorado de niimeros reales tiene
supremo, es decir, el conjunto de sus mayorante tiene minimo.

Es claro que para que un conjunto de nimeros reales tenga supremo ha de ser no vacio y
mayorado. El axioma anterior nos asegura que estas dos condiciones son también suficientes.
El supremo de un conjunto A no vacio y mayorado de nimeros reales se notaré en lo sucesivo
SupA.

Es facil comprobar a partir del axioma del supremo que todo conjunto A de nimeros reales
no vacio y minorado tiene infimo, que en lo sucesivo se notard infA. En efecto, si notamos
—A:={—a:a €A}, setiene que

m es minorante de A < —m es mayorante de —A
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De lo anterior se deduce que infA = —sup (—A).

Corolario 1.2. Todo conjunto de niimeros reales no vacio y acotado tiene supremo e infimo.

Proposicion 1.3 (Caracterizacion de supremo y de infimo). Sea A un conjunto no vacio de
niimeros reales y sea x un niimero real. Entonces

a<x,VacA

2 x:supA<:>{ Ve>0,dacA: x—€<a

x<a,Va€eA

i) x:mfA‘:*{ Ve>0,3acA: a<xte

Demostracion:

i) Si x = supA, x es mayorante de A y dado € > 0, x — € no puede ser mayorante de
A, luego existe a € A tal que x — € < a.

Claramente x es mayorante de A. Sea y un mayorante cualquiera de A. Si fuese

y < x, aplicando la hipétesis al positivo € = x —y, existirfaa € A tal que y=x+ (y —x) =

x— € < a, lo cual es absurdo pues y es un mayorante de A. Asi pues x <y, lo que prueba que
x es el minimo de los mayorantes de A.

ii) Anédloga a i). .

Comenzamos ya a exponer las primeras consecuencias del axioma del supremo que con-
stituyen los pilares sobre los que se sustenta el Andlisis Matemético.

Teorema 1.4. Sea {x,} una sucesion mondtona de niimeros reales. Se verifican las siguientes
afirmaciones:

i) Si{x,} es creciente y mayorada, entonces {x,} — sup{x, :n € N}.

ii) Si{x,} es decreciente y minorada, entonces {x,} — inf{x, :n € N}.

Demostracion:
i) Es claro que {x, : n € N} es un conjunto no vacio y mayorado. Sea

L=sup{x,: ne N} .
Fijado € > 0 existe m € N tal que L — € < x;;,, de donde se deduce que
L—e<x, <x,<L<L+e,Vn>m,

donde se ha utilizado que la sucesién {x,} es creciente.
ii) Utilizando i) se obtiene que

limx, = —lim(—x,) = —sup{—x, : n € N} = inf{x, : n € N}.
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Definiciéon 1.5. Sean {x,}, {y,} dos sucesiones de niimeros reales. Diremos que {y, } es una
subsucesion o sucesion parcial de {x,} si existe una aplicacién

c:N — N

estrictamente creciente tal que
Yn = Xo(n)> VneN.

Teorema 1.6 (de los intervalos encajados). Sea {I,} una sucesion decreciente de intervalos
cerrados no vacios tal que {{(I,)} — 0 (donde ¢(I,) denota la longitud del intervalo I,).
Entonces existe un niimero real x tal que M), _I, = {x}.

Demostracion:

M1, puede tener a lo sumo un punto. En efecto, six,y € N>_, 1,
y en consecuencia x =y.

Veamos que dicho conjunto no es vacio. Si para cada natural n notamos I, = [ay,by],
entonces {a,} es creciente y mayorada. El teorema anterior nos asegura que

x—y|<{(I,),Vn €N,

{ay} — x:=sup{a, :n e N}.

En consecuencia para cada natural m la sucesién {a,, 1, }nen, parcial de {a,}, también con-
verge a x, de donde deducimos, al ser

am < apmip < by, Vhe N |
que x € I, para todo natural m, es decir,

X € ﬂ:lozlln .

Definiciéon 1.7. Una sucesién {x,} de nimeros reales es de Cauchy si

Ve>0,dmeN:p,g>m=|x,—x4 <E.
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Teorema 1.8 (de complitud de R). En R, toda sucesion de Cauchy es convergente.

Demostracion:
Sea {x, } una sucesion de Cauchy de nimeros reales. Veamos que {x,} estd acotada. En
efecto, por definicion,

dmeN:n>m=—-1<x,—x,<1l,0seax,—1<x,<x,+1,

de donde se deduce que {x,} estd acotada.
Para cada natural n definimos

ay:=inf{xg:k>n} y by:=sup{x;:k>n}

(los conjuntos que aparecen en las definicién son no vacios y acotados). Es inmediato que
{[an,bn]} es una sucesién decreciente de intervalos cerrados y acotados. Fijado € > 0 existe
m tal que

Pg>m=|x, —xg| <E.

De la expresion x, < x,+ &, Vp,q > m se deduce que
by :=sup{x,:p>n} <x,+¢€, Yn,g>m,
que podemos escribir en la forma b, — € < x,, Vn,q > m, de donde obtenemos
bpy—e<inf{x,:q>n}:=a,.

Hemos probado que n > m = b, —a, < €. El teorema anterior nos asegura que N>, [a,, b,] =
{x}, para algin x real. Se tiene ahora para n > m que

’xn_x| Sbn—anSS,

es decir la sucesion {x, } converge a x. .

El procedimiento usado en la demostracién del teorema de complitud de R, que asigna a
cada sucesion acotada {x, } dos sucesiones de nimeros reales {a,} y {b,} dadas por

ap:=inf{xy:k>n} y by:=sup{x;:k>n},

es especialmente dtil. Cuando la sucesion {x,} no estd acotada, al menos una de estas dos
sucesiones no estd definida (en R). Esta dificultad desaparece considerando el siguiente con-
junto:

Definicion 1.9 (El conjunto [—oo, +o0]). Sean —oo, +00 dos objetos matematicos distintos que
no son nimeros reales. En el conjunto [—oo, +oeo] = RU{—o0, 40} se extiende el orden usual
de R definiendo —oo < x < 400, Vx € R.

A partir del Corolario 1.2 se obtiene el siguiente resultado:
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Corolario 1.10. Todo subconjunto no vacio de [—oo,~+o| tiene supremo e infimo.

Definicién 1.11 (de limite en [—oo,+o0]). Se dice que una sucesién {x,} de elementos de
[—oo, 4-00] tiende hacia x € [—eo, 400, l0 que notaremos por {x,} — x, si se verifica alguna
de las siguientes tres afirmaciones claramente excluyentes:

i) {x»}) = x€R si Ve >0, ImeN: n>m= x—€<x, <x+E€
({xn} converge a x).

i) {x,} — +oo si VK € R, dm € N : n >m = K < x,
({xn} diverge positivamente).

ii) {x,} — —o si VK € R, dm € N : n>m = x, < K
({xn} diverge negativamente).
La siguiente proposicién extiende al conjunto [—eo, 4-o0] las siguientes conocidas propiedades

en el caso de que las sucesiones sean de nimeros reales.

Proposicion 1.12. Sean {x,},{y.}.{zu} tres sucesiones de elementos de [—oo,+o0| y sean
X,y € [—o0,4o0|. Entonces

i) X0 <yu, VREN, {x,} — x, {yu} — y] = xy.

i) in <yn<zn, VneN, {x,} — x, {zu} — x| = {} —x

Obsérvese que de i) se deduce que

{xn} — x,{x} — ¥ = x=y.

Esto nos permite definir, en el caso de que {x,} tienda a un elemento de [—oo,+oo], el {x,}
como el inico x € [—eo, 4-o0] tal que {x,} — x, en cuyo caso escribiremos lim x, = x.
Ahora del Teorema 1.4 se deduce el siguiente resultado.

Proposicion 1.13. Sea {x,} una sucesion mondtona de elementos de [—oo,+-o0|. Se verifican
las siguiente afirmaciones:
i) Si{x,} es creciente, entonces {x,} — sup{x, : n € N}.

ii) Si{x,} esdecreciente, entonces {x,} — inf{x, : n € N}.

Definicion 1.14 (de limite superior y limite inferior). El limite superior de una sucesién {x, }
en [—oo, +oo] es el elemento de [—oo, +o0] definido por

limsup x, :=1lim b,
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donde para cada n natural
by = sup{xy: k>n}

(la sucesion {b,} es una sucesion decreciente de elementos de [—oo, +oo| que obligadamente
tiene limite).
El limite inferior de una sucesién {x,} en [—co, +oo] es el elemento de [—oo, 4-c0| definido
por
liminf x,, :=lim a,

donde para cada n natural
ay :=inf{x; : k>n}

(la sucesion {a,} es una sucesién creciente de elementos de [—co, 4-o0] que obligadamente
tiene limite).

Notese que para cada n € N se tiene que a, < b, y por tanto lim a, < lim b, o lo que es
lo mismo
liminf x, <limsup x,.

Ahora de la definicion de limite y de la Proposicion 1.12 i1) se deduce facilmente la siguiente
caracterizacion de la existencia de limite en [—oo, +-o0].

Proposicion 1.15. Una sucesion {x,} en [—oo,+o0] tiene limite si, y sélo si,
liminf x,, = limsup x,,.

En consecuencia en el caso de que la sucesion sea de niimeros reales, ésta es convergente
si, y solo si,
liminf x,, = limsup x, € R.

Teorema 1.16 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada de niimeros reales admite (al
menos) una subsucesion convergente.

Demostracion:
Sea {x,} una sucesion acotada de niimeros reales. Sea L := limsupx,,. Es claro que L € R.
Vamos a definir por induccién una aplicacion ¢ : N — N estrictamente creciente tal que

{xst)} — L.
Por definicién de limite superior, la sucesion {b, } definida por
by :=sup{xy:k>n}, VneN

decrece a L. Luego
dmy eN: L<by,, <L+1.

Por definicién de b,,, y la caracterizacion del supremo

36(1) >my: by, —1 <Xg(1) <by,.
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Por tanto
L—1 <x(,(1) <L+1.

De nuevo y andlogamente
dmy >0o(l): L<by, <L+=

y por definicion de by,

1
36(2) >my . bmz — 5 < Xc(z) < bm2~

De ambas desigualdades se sigue que

1 1
L—E <Xc(2) <L+§

Supongamos definido o(n) conn > 2 tal que 6(n) > oc(n—1)y

1 1
L—— <x6(n)<L—|——.
n n

Por definicion de L
Imp1 >0(n): L< by, <L+

n+1°
y por definicion de by, ., y la caracterizacion del supremo, razonando igual que antes, obten-

€mos
. 1 1
36(”+1)2mn+1 L—m<xc(n_‘_l)<l4+m

Queda asf definida {xs(, } que verifica

1
|L—x0(n)| < o Vn e N,

y en consecuencia
{Xom} — L.
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1.2. Numerabilidad.

Sabemos que existen conjuntos finitos e infinitos y que los primeros se clasifican atendi-
endo a su nimero de elementos. Para desarrollar la teorfa del Andlisis Matematico es impor-
tante clasificar los subconjuntos infinitos atendiendo también a su “tamafio”. Los conjuntos
numerables son los conjuntos infinitos “mas pequefios”.

Probaremos que (Q es numerable (de hecho existe f : N — (Q biyectiva con lo que Q =
{rn: n€ N}, donde r, = f(n), Vn € N, es una enumeracion de Q ) .

Sin embargo, R no es numerable.

Definicion 1.17 (de conjunto numerable). Un conjunto A se dice numerable si es vacio o si
existe f: A — N inyectiva.

Ejemplos 1.18 (de conjuntos numerables).
a) Todo conjunto finito es numerable.
b) N es un conjunto infinito numerable.
¢) Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable.

d) Z es numerable. En efecto, la aplicacién f : Z — N definida por
flO)=1, f(n)=2n+1, f(—n)=2n,VneN
es claramente biyectiva.

e) N x N es numerable. En efecto, la aplicaciéon f: N x N — N definida por
f(a,b) =2%3" Y(a,b) e NxN
es inyectiva.

f) Q es numerable. En efecto, la aplicacién de Q en Z x N que a cada ndmero racional r le
hace corresponder (p,n) € Z x N, donde P es 1a fraccion irreducible de r con denomi-

n
nador positivo, es inyectiva. Sabemos que existe una aplicacion inyectivade 7Z x Nen
N (de hecho existe una biyeccién). Asi podemos definir una aplicacién inyectiva de QQ
en N, esto es, Q es numerable.

Hemos descrito ya una biyeccion de N sobre Z. En el ejercicio 1.6 se presenta una biyec-
cion usual de N sobre N x N.
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Teorema 1.19. Sea A C N infinito. Entonces existe una aplicacion f : N — A biyectiva.

Demostracion:
Sea f(1) = min A. Supuesto definidos f(1) , f(2),..., f(n), sea

fn+1)=minf{a € A\{f(1), f(2),..., f(n)}}.

Claramente f(n) < f(n+ 1), ¥n € N de donde se deduce que f es inyectiva. Veamos que f
es sobreyectiva. Sea b € A un elemento fijo y definimos

k:=max{n e N: f(n) <b}

(el conjunto anterior es no vacio y finito, de hecho, tiene b elementos a lo sumo). Es claro que
f(k) <b. Sifuese f(k) < b, entonces se tendria

beA\{f(1),..., f(k)},

y, en consecuencia, se seguiria de la definicion de f que f(k+ 1) < b, lo que contradice la
definicién de k. Hemos probado que f(k) = b. .

Corolario 1.20. Existe una biyeccion de N sobre Q.

Demostracion:
Sea g: Q — N inyectiva, entonces Q y g(Q) son biyectivos. El resultado se deduce del
teorema anterior. ]

Nuestro préximo objetivo es probar que la unién numerable de conjuntos numerables es
numerable y que R no es numerable. Para ello usaremos el siguiente resultado.

Lema 1.21. Un conjunto A no vacio es numerable si, y solo si, existe g : N — A sobreyectiva.

Demostracion:
Supongamos que A es numerable y sea f: A — N inyectiva. Sea b € A fijo. La aplicacion
g: N — A definida por

g(f(a)) =
g(n)

a, Ya€eA
b, VneN\f(A) (si f(A) #N)

es claramente sobreyectiva.
Supongamos ahora que existe g : N — A sobreyectiva. La aplicacion f : A — N definida
por f(a) = min{n € N: g(n) = a} es inyectiva. .

Proposicion 1.22. La union numerable de conjuntos numerables es numerable. Es decir si |
es un conjunto numerable y A; es un conjunto numerable para cada i € I, entonces el conjunto
A = UjcjA; es un conjunto numerable.
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Demostracion:
Podemos suponer que / # 0 # A;. Existen funciones

g:N— 1T, fi:N — A, Viel

sobreyectivas.
Definimos 4 : N x N — A por

h(m,n) - fg(n) (m) .

Veamos que & es sobreyectiva. Dado a € A, elegimos i € [ tal que a € A;, entonces elegi-
mos m,n € N tales que g(n) =iy fi(m) = a. Al ser N x N numerable se puede construir una
aplicacion de N sobre N x N, y en consecuencia existe también una aplicacién de N sobre A.
En virtud del lema anterior hemos probado que A es numerable. .

Teorema 1.23. El conjunto R de los niimeros reales no es numerable.

Demostracion:

Basta probar que el intervalo [0, 1] no es numerable. Si lo fuese existirfa una aplicacion
f+N — [0, 1] sobreyectiva. Dividimos [0, 1] en tres intervalos cerrados de igual longitud y al
menos en uno de ellos, que notamos 7}, no estd el punto f(1). Dividimos /; en tres intervalos
de igual longitud y al menos en uno de ellos, que notamos I, no estd f(2). En el n-ésimo
paso I, es un intervalo que no contiene al punto f(n) y cuya longitud es un tercio de la del
intervalo [,,_1.

La sucesion {7, } asi definida es una sucesion decreciente de intervalos cerrados no vacios
de R verificado que £(I,) = 3%, para todo natural n. El teorema de los intervalos encajados
(Teorema 1.6) nos asegura que existe x € [0, 1] tal que N**_,1, = {x}. Esto es absurdo pues al
ser f sobreyectiva ha de existir k € N tal que f(k) = x con lo que x & [; y con mayor motivo
X Q ﬂ}o:: 1In- u

Para familiarizarse, de una manera “informal” y agradable, con el duro concepto de la
numerabilidad recomendamos la lectura del Capitulo 2 de [Thi] titulado “Fébulas”.

1.3. Notas

Nota 1.24. Existen diversos procedimientos para presentar el cuerpo de los nimeros reales.
En los métodos “constructivos”, los axiomas de Peano definen los nimeros naturales (“Los
nimeros naturales los hizo Dios y los demds los hizo el hombre”, Kronecker).

Axiomas de Peano. Existe un conjunto N, un elemento 1 en N y una aplicacién 6 : N — N
que a cada natural n le hace corresponder otro natural ¢ (n), llamado su siguiente, verificando:

i) © esinyectiva.
ii) 1 ¢ o(N) (1 no es el siguiente de ningtin natural).

iii) Principio de induccidn. SiA es un subconjunto de N que satisface:
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a) l1€A,
b) acA=o(a) €A,

entonces A = N.

A partir de los nimeros naturales, de manera facil, se obtienen los nimeros enteros y
racionales. Después, para la construccion de los reales a partir de los racionales, hay diversos
procedimientos: el método de Cantor parte de familias de sucesiones de Cauchy de nimeros
racionales [L.in], en otros procedimientos se parte de sucesiones de intervalos encajados de
numeros racionales [ ], que en esencia constituye una variante del método de pares de
sucesiones mondtonas convergentes de nimeros racionales [Rey] y, por dltimo, la construc-
cion a partir de las cortaduras de Dedekind de nlimeros racionales [ ]. Todos los métodos
constructivos conducen a conjuntos que gozan de las mismas propiedades. Los métodos “ax-
iomaticos” admiten la existencia de un conjunto que goza de algunas propiedades, elegidas
de tal forma que de ellas puedan deducirse todas las demas [ , Capitulo I]. Asi los méto-
dos que llevan a “ejemplificaciones” de R construyen estructuras mateméaticamente idénticas,
entendiendo por tal que, aunque los conjuntos resultantes sean diferentes, sin embargo, tienen
exactamente las mismas propiedades. Por ello hablamos de el cuerpo R de los niimeros reales.

Mis formalmente, cuando decimos que dos ejemplificaciones cualesquiera R y R de los
numeros reales son mateméticamente idénticas estamos afirmando que existe una biyeccion
f:R — R’ que conserva la estructura de cuerpo ordenado, esto es,

i) f(x+y)=fx)+ 1),
i) fxy)=f(x)f(y) vy
i) x<y<& f(x) < f(y) .

En [ ] puede consultarse una demostracion detallada de la unicidad del cuerpo de los
numeros reales.

Nota 1.25. Del estudio hecho en la seccién segunda es fécil obtener el siguiente importante
resultado:
Sea A un conjunto numerable. Entonces A es finito o equipotente a N, es decir, existe una
biyeccion de A sobre N.
Demostracion:

Si A es vacio entonces A es finito. En otro caso, sea f : A — N inyectiva, es claro que A
y f(A) son equipotentes. Si f(A) es finito, A también lo es, mientras que si f(A) es infinito,
aplicando el Teorema 1.19 tenemos que f(A) es equipotente a N y por tanto A es equipotente
aN. [ ]

1.4. Referencias recomendadas.

[ LI I, [Gau], [Lin], [ I, [Rey], [SoSi], [Thil.
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1.5. Resumen de resultados del Tema 1.

(134

El conjunto R de los nimeros reales. R es el “Unico” cuerpo conmutativo con una
relacién de orden < verificando:

i) a,b € R =a<bob <a (orden total),
ii) [a,b,c € R, a <b] = a-+c< b+ c (compatibilidad del orden con la suma), y

iii) [a,b,c € R, a<b, 0<c|]= ac< bc (compatibilidad del orden con el producto),

que satisface el axioma del supremo, esto es, todo conjunto no vacio y mayorado de nimeros
reales tiene supremo (el conjunto de sus mayorante tiene minimo).

Teorema de los intervalos encajados. Sea {I,,} una sucesién decreciente de intervalos
cerrados no vacios tal que {{(I,)} — O (donde ¢(I,) denota la longitud del intervalo I,).

o)

Entonces N;>_,1, = {x} para algiin x € R.
Teorema de complitud de R. En R, toda sucesion de Cauchy es convergente.

Teorema de Bolzano-Weierstrass. Toda sucesion acotada de nimeros reales admite una
sucesion parcial convergente.

Conjunto numerable. Un conjunto A se dice numerable si es vacio o si existe f:A — N
inyectiva.

Es féacil deducir de la definicion que el conjunto Z de los nimeros enteros y el conjunto
Q de los nimeros racionales son numerables.

Teorema. El conjunto R de los niimeros reales no es numerable.

Teorema. Todo conjunto numerable o es finito o equipotente a N.
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1.6.

1.1

1.2

1.3

1.4

Ejercicios del Tema 1.

(Propiedad arquimediana)
Sean x,y € R con 0 < x. Probar que existe n € N tal que y < nx. El enunciado equivale
a la siguiente afirmacion: N no estd mayorado (< {%} — 0).

Indicacion: Si se supone, razonando por reduccién al absurdo, que N estd mayorado,
tendria supremo. Sea a = supN. Entonces n < o, Vn € Ny, por la caracterizacion de
supremo, ha de existir un natural m tal que o — 1 < m, de donde & < m—+1 y esto
contradice el hecho de que « es el supremo de los naturales y, por tanto, mayorante.

Sean x,y € R con x < y. Probar que se verifican las siguientes afirmaciones:
i) (Densidad de Q en R). Existe a € Q tal que x < a < y.
ii) (Densidad de R\ Q en R). Existe « € R\ Q tal que x < a < y.

1
Indicacion: Parai): Sean € N tal que — < y —x. Comprobar que el racional
n

E(nx)+1

b

n

donde E : R — Z es la funcién parte entera definida por
E(x):=max{pe€Z:p<x},

verifica x < a < y.
Para ii). Sea 3 un irracional positivo. Elijamos en virtud de i) un racional no nulo a tal
que % <a< % Comprobar que el irracional o := af} verifica x < o < y.

1) Probar que toda sucesién de nimeros reales convergente es de Cauchy.

ii) Probar que toda sucesion de nimeros reales de Cauchy que admite una subsuce-
sién convergente es convergente.

ii1) Deducir el teorema de complitud de R a partir del teorema de Bolzano-Weierstrass.
Sea {x,} una sucesion de niimeros reales positivos. Probar que

. |
liminf 2+

.. . . X
< liminf /x,, < limsup/x, < limsup il
X

Xn n

En particular {an } — x= {{/x,} — x.Porejemplo {{/n} — 1y {V/n!} —
oo, E

Indicacion: Para probar la primera desigualdad ndétese para cada n € N,
ap = inf{x’;—zl k> n} Si lima, = 0 no hay nada que probar. En otro caso, sea o € R
talque 0 < a < lim a, y seam € N tal que o < a,,. Para n > m se tiene que

— Xm+1 Xm+2 Xn Xn
(Xn n < amam+l...an71 S e _ —
Xm Xm+1 Xn—1 Xm
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1.5

1.6

1. Introduccioén al Analisis de una variable.
es decir {/x,,00v/ o~ < /x,. Deducir que
a = lim {/x,, oV oe=™ < liminf {/x;,

para concluir que
Xn+1
Xn

liminf

= lima, < liminf/x,.

La segunda desigualdad es bien conocida y la tercera se demuestra de manera andloga
a la primera.

Probar que la aplicacién f : R —| — 1, 1| definida por f(x) :=

X . .,
es una biyeccién
1+ |x]|
estrictamente creciente.

Calcular su inversa. (Es f~! estrictamente monétona?. ;Creciente o decreciente?. En
general, ;como es la funcién inversa de una biyeccidn estrictamente creciente entre
nimeros reales?.

Extender, conservando el orden, f a una biyeccién f : [—oo, +-00] — [—1,1].

Una forma natural de enumerar N2 (biyeccion o : N — N?) viene dada en el siguiente
esquema

(1,1) — (1,2) (,3) -+ -+ (1,m)
! ! !

(2,1) «— (2,2) (2,3) - - (2,m)
...... l

(m,1) «— (m2) «— (m3) «— - (mm)

es decir, los pares asociados a los primeros naturales son
(1,1),(1,2),(2,2),(2,1),
(1,3),(2,3),(3,3),(3,2),(3,1),--+,
(I,m),(2,m),(3,m)---,(m,m)---,(m,3),(m,2),(m,1).
Con la enumeracion descrita antes, calcular
a) o(11),0(13),0(15).
b) o(k).

c) o 1(4,1),071(1,4).

d) o~ (n,m).
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Indicacién para el apartado b): (1,1) — 1 ,(n,1) — n?. Para numerar las
(n+1)?—n*=2n+1

parejas que orlan el cuadrado anterior por una columna de (n+ 1)—parejas y una fila
(n+ 1)—parejas, obsérvese que

(Ln+1) — 41 , (2,n+1) |—>n2—l—2,--- (n+1,n+1) —sn2tn+1
y
(n+1,1)— (n+1)%, (n+1,2)— (n+1)2=1,--- (n+1,n+1) — (n+1)>—n=n’>+n+1.

En [ ], Capitulo I puede encontrarse una amplia coleccion de ejercicios con solu-
ciones.
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1.7. Soluciones a los ejercicios del Tema 1.

1.1 El supremo de un conjunto no puede ser menor que uno de sus elementos. Para probar
que N no es acotado tomar x = 1.

1
Ve>0,I9meN:n>m=-<¢| & [VK>0,ImeN:n>m=K <n],
n

sin més que relacionar € y K mediante la expresion K& = 1.

1.2 1) %””g;mw = x<a§x+}l<x+(y—x):y.

i1) El producto de un racional por un irracional es irracional.

1.3 i) Sea{x,} —x.Seae>0
dneN:n>m=|[x—x,| <e.
P:g=m= |xp —xq| < |xp — x|+ |x —xg| < 2e.

ii) [x—xn| < [x—X50)| + [X5(n) — Xn| < 2€, puesn < o(n), Vn € N.

iii) Como toda sucesion {x,} de Cauchy es acotada, el teorema de B-W nos asegura
que existe {xq(,)} — x. El resultado se sigue de ii).

1.4 Seguir las indicaciones

15 f~1(y) = ]_LM, Vy e R.

La funcién inversa de una biyeccion estrictamente creciente entre nimeros reales es
también estrictamente creciente.

1.6 a) o(11)=(2,4), 6(13) = (4,4) , 6(15) = (4,2).

b) Si el natural k es un cuadrado perfecto, entonces (k) = (vk,1). En otro caso,
existen dos naturales a, b tales que a®> < k < (a+ 1)* y k = a®> + b. Entonces

o(k)=(bya+1)sib<a+1, o(k)=(a+1,2a—b+2)sia+1<b<2a.

c) o '(4,1)=16, 07 !(1,4)=10.
d)
(m—1)%+n sin<m
o (n,m) =
m—1)24+n+n—-m=n*>—m+1 sin>m






Tema 2

Campos escalares y vectoriales continuos.
Limite funcional.

En este tema, por abstraccion de las propiedades de la norma y la distancia euclidea, se
presentan las nociones de espacio normado y espacio métrico. La topologia usual de R es la
generada por la norma euclidea, esto es, los abiertos son uniones de bolas abiertas euclideas.
El Teorema de Hausdorff, resultado principal de este tema, afirma que dicha topologia coin-
cide con la topologfa asociada a cualquier norma en RY. Probamos también las extensiones
a RY de los Teoremas de complitud y de Bolzano-Weierstrass.

Definimos los compactos de RN como los subconjuntos cerrados y acotados. Presentamos
dos caracterizaciones de los compactos que son estupendas herramientas en las demostra-
ciones por compacidad (aquellas cuyos enunciados estdn ligados a la nocién de compacto).
La primera afirma que toda sucesién en un compacto se acumula (Teorema 2.28) y la se-
gunda que todo compacto verifica el axioma de Heine-Borel (Teorema 2.31). Introducimos
también las nociones de convexidad y conexién en RY que son las extensiones geométrica y
topoldgica, respectivamente, de la nocion de intervalo de R.

Definimos la continuidad de funciones reales de varias variables reales y probamos que
tales funciones conservan los compactos y los conexos. El Teorema de Dini da condiciones
suficientes para que una sucesién de funciones que, en principio, converge sélo puntual-
mente converja uniformemente. El Teorema de Heine nos asegura que las funciones continuas
definidas en compactos son de hecho uniformemente continuas.

Terminamos la leccién estudiando el concepto de limite funcional (indispensable para
definir el concepto de funcién derivable) y la relacion que existe entre éste y la continuidad.

En lo sucesivo, para cada natural N, RV denota el espacio vectorial real de las
N-uplas de ndmeros reales, es decir,

RN := {x = (x1,....x5) : X1,...,xy € R}
con las definiciones usuales de suma y producto por escalares
x+y:= (X1 +Y1, XN+ IN), Ax:i=(Axg,...,Axn).

A las componentes x1, ..., xy de la N-upla que define el vector x se les denominan coordenadas
de dicho vector. Cuando haya lugar a confusion, y en especial cuando se esté trabajando
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con sucesiones en RY, denotaremos a las coordenadas de un vector x € RY en la forma
x = (x(1),...,x(N)). Asi, por ejemplo, si {x,} es una sucesién de vectores en R" a la coorde-
nada k-ésima del término x;, se le denotard x, (k).

2.1. Normas y distancias.

Recordemos que la norma euclidea en RY, es decir, la aplicacién | - ||, : RY — RJ

definida por
[xll2 s/ (x]x) =y/x3+-+x3% (x€ RM)

goza de las siguientes propiedades:

i) |[x|=0<x=0.
ii) |[Ax]|2 = |A| [[x]2, VA € R, Vx € RV,
i) ||x+y2 < |Ixll2+ Iy, Vx,y € RV,

A (RY,||.|Il2) se le llama el espacio euclideo (de dimensién N).

Ello nos invita a dar la siguiente definicion.
Definicién 2.1. Si X es un espacio vectorial real, una norma en X es una funcién ||- || : X —
R{ verificando
i) ||x||=0<x=0.
i) |Ax]|=|A| ||x]|, VA € R, Vx € X (homogeneidad).

iii) |lx+y| <|lx||+ |lyll, ¥x,y € X (desigualdad triangular) .

El par ordenado (X, || - ||) se llama espacio normado .

Observaciones 2.2.

a) En i) basta exigir s6lo la condicién
|x|| =0=x=0,
ya que de ii) se deduce que ||0|| = 0.

b) De la definicion se sigue que también se puede prescindir en la definicién de que la
norma toma valores no negativos, ya que

0= [be—x|| < llxl| + llx[ = 2[|x[| = lxI[ > 0.
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¢) De ii) y iii) se deduce facilmente que

Il = Iyl | <l 5l], v,y € X

d) Por dltimo, de iii) se deduce facilmente por induccién que

[ler 422 - A2 || < x|+ [leaf 4o 4 ], Yoers -0 € X

Ejemplos 2.3.

1. (R,||) es un espacio normado. De hecho, en R todas las normas son producto del valor
absoluto por una constante positiva.

2. Algunas normas en R,
Ademis de la norma euclidea, en RY consideraremos entre otras la norma de la suma
y la norma del mdximo, dadas, respectivamente, por

x| = |x1]| =+ =+ |xw, N
x€eER
Il := max{Jxr], - by FERD)

No es dificil comprobar (hdgase como ejercicio) que ambas son normas y que se veri-
fica la desigualdad (véase el Ejemplo 2.13)

X[l < [Ix[l2 < |Ixlli < Nlx[le (x € RY).

Es conveniente dibujar la esfera unidad (elementos que tienen norma 1) en dimensién
2 para tener una idea de como se comporta la norma. Si consideramos la bola unidad
cerrada asociada a una norma, esto €s,

B:={x¢€ R?: ||x|| < 1},
ocurre que a bolas menores corresponden mayores normas.

3. Enel espacio vectorial € [a,b] de las funciones reales continuas definidas en el intervalo
cerrado y acotado |a,b], se puede definir, por la propiedad de compacidad, la norma
dada por

1fllee = max {|f(x)] : x € [a, 0]} (f € €la,b]).

Compruébese que de hecho es una norma.

Recordemos ahora que la distancia euclidea en RN es decir, la aplicacion

dy RV xRN — RY

definida por
d(x,y) = [x—yll2  (xyeRY),

verifica las siguientes propiedades:
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l. da(x,y)=0x=y.
2. dy(x,y) =dy(y,x), Vx,y € RN .

3. da(x,2) S da(x,y) +do(,2), Vx,y,z € RV
Ello nos invita a dar la siguiente definicion.

Definicion 2.4. Una distancia (o métrica) definida en un conjunto no vacio E es una funcion
d:EXE— R(J{ que verifica:

1. d(x,y) =0 x=y.
2. d(x,y) =d(y,x), Vx,y € E (propiedad simétrica).

3. d(x,z) <d(x,y)+d(y,z), Vx,y,z € E (desigualdad triangular).

Al par ordenado (E,d) se le denomina espacio métrico .

Observaciones 2.5.

a) Una aplicacion d : E x E — R que verifique 1), 2) y 3) no toma valores negativos, ya

que
0=d(x,x) <d(x,y) +d(y,x) =2d(x,y).

b) |d(x,y) —d(y,z)| <d(x,2), Vx,y,z € E.
En efecto, usando 2) y 3) se tiene

d(x,y) <d(x,2) +d(z,y) = d(x,2) +d(y,2) =

= d(x7y) —d(y,z) S d(X,Z),

Intercambiando x por z y usando 2) se obtiene
d(ya Z) - d(X,y) < d<x7z),

por tanto,
|d(x,y) —d(y,2)| < d(x,2), Vx,y,z € E.

¢) De 3) se deduce por induccién la desigualdad

d(x]7-xn) S d(x]7x2) +--- +d(xn—l;xn)> VX],‘ T L,Xp € E.
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Ejemplos 2.6.

1.

2.

3.

2.2.

Subespacio métrico.

Es claro que todo subconjunto A no vacio de un espacio métrico (E,d) también es un
espacio métrico, sin mds que considerar en A la restriccién de la distancia de E. El
conjunto A, dotado de esta métrica, es un subespacio métrico de (E,d).

Distancia asociada a una norma.
Si (X,]|-]|) es un espacio normado, la distancia en X asociada a la norma viene dada
por

d(x,y):=lx=y[  (xyeX).

Compruébese que efectivamente es una distancia. En particular, la distancia usual en
un subconjunto A de R viene dada por

d(x7y) = |x_y|, Vx,y €A.
Espacio métrico producto.

Dados n espacios métricos (Ey,d,),(E>,d),....(E,,dy), podemos definir una distancia
en el producto E| x Ej X ... X E,, por

d((x17"-axl’l)7 ()’la ---a)’n)) ‘= max {dl (x17)71)v ---vdn(xnayn)}'

Topologia de un espacio métrico.

Definicion 2.7. Sea (E,d) un espacio métrico. Dados a € E, r > 0, la bola abierta (resp.
cerrada) de centro a y radio r son los conjuntos dados por

B(a,r):={x€E :d(x,a) <r},

B(a,r):={x€E :d(x,a) <r}.

La esfera de centro a y radio r es, por definicidn, el conjunto

S(a,r):={x€E:d(x,a)=r}.

Un subconjunto O de un espacio métrico (E,d) se dice abierto si verifica la siguiente condi-

cion:

Yaec O, 3r>0: B(a,r) CO.

Es facil ver que una bola abierta es un conjunto abierto, que los conjuntos abiertos son
aquellos que se pueden expresar como unién de bolas abiertas y, si notamos por 3 a la familia
de todos los conjuntos abiertos, se verifica:
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i) 0,EcS.
i) o C3=UpecyO€S.
iii) 01,0, €3=0,N0,€S.
Por tanto, 3 es una topologia en E.

Dado que todo espacio normado (X, ||.||) es un espacio métrico con la distancia definida
pord(x,y) := ||y —x| (x,y € X), la topologia de un espacio normado es la topologia asociada
a la métrica descrita.

Definicion 2.8. Sea (E,d) un espacio métrico y sea 3 la familia de sus conjuntos abiertos.
Un subconjunto F de E es cerrado si su complementario es abierto, esto es, si E\F € 3. Si
notamos . a la familia de los conjuntos cerrados, es facil comprobar que se verifica:

i) 0.E € Z.
ii) BC.F = repF € 7.
iii) |, € % = FLUF € .

Es fécil probar que las bolas cerradas y las esferas son conjuntos cerrados.
Sea A un subconjunto de E, un elemento x € E se dice que es adherente a A si para cada
positivo r se verifica
B(x,r)NA # 0.

Se llama adherencia o cierre de A al conjunto de todos los valores adherentes de A, que
notaremos por A . Es inmediato que A C A.
Un elemento x € E se dice que es interior de A si se verifica que

Ir>0:B(x,r) C A.

(¢}
Notaremos por A al conjunto de todos los puntos interiores de A, conjunto que claramente

verifica IZC A.
Por dltimo, llamaremos frontera de A al conjunto Fr(A) := A\ A.

Ejemplo 2.9. Pruébese que si A C R estd mayorado (resp. minorado) y no es vacio entonces
supA € A (resp. infA € A). Hallar Q,R\ Q, {% :n €N}

El siguiente resultado, cuya demostracién se deja como ejercicio (jtambién!), resume las
primeras propiedades que relacionan los conceptos anteriores.

Proposicion 2.10. Sea (E,d) un espacio métrico y notemos por 3 a la familia de sus abiertos
y por % ala de sus cerrados. Cada subconjunto A de E verifica:
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i) (0€3,0CA)= 0CA.
i) A€ 3.

0] (o]
iii) A es el mayor abierto incluido en A, en consecuencia, A es la union de todos los abier-
tos incluidos en A.

iv) A€ o A=A
v) (FEF,ACF)=ACF.
vi) A€ F.

vii) A es el menor cerrado que contiene a A y coincide con la interseccion de todos los
cerrados que contienen a A.

viii) A€ F < A=A.

ix) (E\A)=E\A, equivalentemente A= E\E\A.

o

x) E\ A=E \ A, equivalentemente A=E\ (E\A).

De la igualdad E\ A= E\A, se deduce que Fr(A) =AN(E\A).
A continuacién extendemos el concepto de convergencia en R a espacios métricos.

Definicion 2.11 (Convergencia en espacios métricos). Se dice que una sucesién {x,} de ele-
mentos de un espacio métrico (E,d) es convergente si existe un elemento x € E tal que

Ve>0,dmeN:n>m=d(x,,x) <&,

equivalentemente, si {d(x,,x)} — 0. Si se verifica la condicién anterior, diremos que {x,}
converge a x y en tal caso escribiremos {x,} — x.

Es facil comprobar (ejercicio) que el elemento x que verifica la condicién de convergencia es
tnico y se llama limite de la sucesion {x,}, y entonces escribiremos x = lim x;,.

El concepto de sucesion de Cauchy en un espacio métrico es también copia literal del
dado para R.

Definicion 2.12 (sucesién de Cauchy). Una sucesion {x,} de elementos de un espacio métri-
co (E,d) es de Cauchy si se verifica

Ve>0,ImeN:p,g>m=d(xp,x,) <E,
equivalentemente,

Ve>0,3dmeN: [n>m, he N]=d(x,4p,x,) < €.
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Es inmediato comprobar que en un espacio métrico toda sucesiéon convergente es de
Cauchy. (Q,|.|) es un ejemplo de que el reciproco de esta afirmacién no es cierto. Aque-
llos espacios métricos que verifican que toda sucesion de Cauchy es convergente se lla-
man completos. Un espacio normado y completo para la métrica asociada a la norma es
un espacio de Banach. El espacio normado (%[0,2],]|.]|1), es decir, el espacio vectorial de
las funciones reales continuas definidas en [0, 2] con la norma integral dada por

2
7= [ 17l

no es completo! (véase Ejercicio 2.3).

Un subconjunto A de un espacio métrico (E,d) se dice completo si el espacio métrico
(A,d) es completo, es decir, si toda sucesion en A que sea de Cauchy converge a un elemento
de A.

Ejemplo 2.13 (Convergencia en (RV || -|[»). Si {x,} es una sucesién en RY denotaremos
por x, (k) a la coordenada k-ésima del término x,,. Probaremos que la convergencia en R" se
reduce a la convergencia coordenada a coordenada, esto es:

o} 2y o (k)Y — x(K), VK= 1,2,--- N

donde x = (x(1),...,x(N)).
Demostracion:
Probemos primeramente que para todo vector x € RV se verifica

[Illee < flxll2 < N[lx]|es (1)

Denotando por x(k) a las componentes del vector x, se prueba facilmente la primera de-
sigualdad, ya que

[ x[|2 := max {|x(k)| :k=1,...,.N}* =

N
max {x(k)?:k=1,..,N} < Z’x(k)2 = ||x||3.
k=1

Y por otro lado

Ixl2 ==

N
Y x(k)2 </ Ixl2+ 2 +lJl2 = VNIl < Nl
k=1

De la primera desigualdad de (1) se sigue que si una sucesién {x,} en R tiene limite x,
entonces {x,(k)} — x(k) para todo k = 1, ..., N. Supongamos ahora que

{xn(k)} — x(k), Vk=1,...,N.

'La no complitud del espacio (%'[0,2],]|.]|1) no es consecuencia de la norma elegida, sino de que es necesario
ampliar sensiblemente el conjunto de funciones integrables para conseguir la complitud y que en consecuencia
las cosas marchen bien. Algo andlogo ocurre con QQ y su “completacion” a R



Acosta, Aparicio y Moreno 31

Entonces, dado € > 0, para cada k = 1,--- | N existe un natural my;, tal que si n > my, entonces
|x, (k) —x(k)| < & Luego, si tomamos m := max {my,--- ,my}, se obtiene para n > m que

£

[ln = xll2 < Nln = xllee = N max {]x, (1) =x(1)]; ... Jrn(N) = x(N)[} <N

=E.

Es muy facil probar que en (R", || -||2) se verifica
{xn} es de Cauchy < {x,(k)}es de Cauchy Vk=1,2,--- N.

Como consecuencia del Teorema de complitud de R, se tiene que (RY, |- ||2) es un espacio
de Banach.

Estddiese la convergencia en (R, ||.|[1) y en (RY,]].]|»).

Ejemplo 2.14 (Convergencia en (¢’[a,b],|| - ||s)). De la definicién de la norma ||. ||« se sigue
que

e p o (Ve > 0,9meNn> m= |f(x) = F(X)| <&, ¥x € [a,b]).

La convergencia en (¢'[a,b],||.||) es la convergencia uniforme , que implica la convergencia
puntual pero el reciproco no es cierto (véanse los Ejercicios 2.2 y 2.4).

Proposicion 2.15 (Caract. secuencial de la adherencia en esp. métricos). Sea A un subcon-
junto de un espacio métrico E y x € E. Equivalen:

i) x es un punto adherente a A.
ii) Existe una sucesion en A que converge a x.

En consecuencia, como A € ¥ < A D A, un subconjunto A de un espacio métrico es cerrado
si, y solo si, A contiene los limites de todas las sucesiones en A convergentes.

Demostracion:
i) = ii) Supongamos que x es un punto adherente a A, por tanto

B(x,1> NA#£0, YneN.
n

En consecuencia, para cada natural n, podemos elegir un elemento a, € A que verifique
d(an,x) < 1. Es claro que la sucesién {a,}, asf construida, cuyos términos estdn en A, con-
verge a x.

ii) = i) Supongamos que {a,} es una sucesién en A convergente a x. Por tanto, para cada
€ > 0, existe un natural m tal que

n>m= a, € B(x,¢),
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y en consecuencia, B(x,€) NA # 0, para todo € > 0. .

El siguiente resultado es ttil para justificar que ciertos espacios métricos son completos.
Su demostracion hace uso de la anterior caracterizacion secuencial de la adherencia.

Proposicion 2.16.

i) Todo subconjunto completo de un espacio métrico es cerrado.

ii) Todo subconjunto cerrado de un espacio métrico completo es completo.

Demostracion:

i) Supongamos que A es un subconjunto completo de un espacio métrico E. Sea x € A, por
tanto, en vista de la Proposicion 2.15, existe una sucesion {a, } de elementos de A convergente
a x. La sucesion {a,} es de Cauchy y, por ser A completo, ha de converger a un elemento de
A, por tanto, x € A. Hemos probado que ACA, y, por tanto, A es cerrado.

ii) Sea A un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo E. Fijamos una sucesion
{a,} de Cauchy en A. Por ser E completo, existe un elemento x € E que es el limite de la
sucesion {a, }, por tanto, usando de nuevo la Proposicién 2.15, x es adherente a A, y por ser
A cerrado, concluimos que x € A, luego A es completo. ]

Observacion 2.17. Nétese que, como consecuencia de la caracterizacién secuencial de la
adherencia (Proposicion 2.15), en un espacio métrico es suficiente conocer las sucesiones
convergentes y sus limites para conocer los conjuntos cerrados, y, por tanto, la topologia.

Nota 2.18. El concepto de convergencia de una sucesion es topoldgico, esto es, depende de
la topologia del espacio métrico, pero no de la distancia concreta que se utilice. Esto significa
simplemente que si dos distancias d y d* generan la misma topologia, entonces las sucesiones
convergentes coinciden para ambas distancias. En efecto, supongamos que {x, } converge a x
en la distancia d. Dado € > 0, puesto que By« (x, €) es un abierto que contiene a x y d genera
la misma topologia que d*, ha de existir » > 0 tal que By(x,r) C Bg+(x,€). Como estamos
suponiendo que {x,} converge en la distancia d, ha de existir un natural m verificando que

n>m=d(x,,x) <r.

En vista de la eleccién de r se tiene también que d*(x,,x) < € para n > m, y, por tanto {x,}
converge también a x en la distancia d*.

Probaremos que “dos normas cualesquiera en RY generan la misma topologia”. Para
preparar la prueba de este importantisimo resultado introducimos el siguiente concepto.
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Definicion 2.19. Dos normas || - || y ||| - ||| en un mismo espacio vectorial X se dicen equivalentes
si existen constantes m, M > (O verificando

mx]] < flx[l] < Mlx]], v € X.

Es inmediato probar que la relacién binaria que hemos definido entre normas es de equiv-
alencia.

Proposicion 2.20. Sean || - || y ||| ||| dos normas en el espacio vectorial X. Equivalen las
siguientes condiciones:

i) Las normas ||-|| y || || son equivalentes.

ii) Ambas normas generan la misma topologia.

Demostracion:
i) = ii) Sea O un abierto para la topologia asociada a || - ||. Dado a € O, existe r > 0 tal
que
B (a,r) CO,

pero, por ser, ambas normas equivalentes, existe una constante m > 0 tal que
ml|x|| < |[x|, Vx € X.

Por tanto, se tiene
By (a,mr) C By |(a,r) C O,

y O es abierto para la topologia asociada a la norma |||. ||. La inclusién contraria es conse-
cuencia de la otra desigualdad ente las normas.
ii) = i) Por ser las bolas abiertas conjuntos abiertos, existe una constante s > 0 tal que

BHH” (0,s) C BH.H(O, 1).

Sea x € X un elemento no nulo, entonces, es claro que se verifica
il <= || <1= 3w <
—_— S —_— — x| <|||x
2{ |l 2|1l 2

En vista de la hipétesis, ambas normas estdn en las mismas condiciones, luego también se
puede probar que existe una constante M tal que ||| x| < M||x||, Vx € X. .

Para probar el Teorema de Hausdorff, en primer lugar, generalizaremos al espacio eu-
clideo el Teorema de Bolzano-Weierstrass.

Definiciéon 2.21 (conjunto acotado). Un subconjunto A de un espacio métrico (E,d) se dice
acotado si existen M > 0y xo € E tales que A C B(xo,M). Asi, un subconjunto A de un
espacio normado (X, || -||), es acotado si existe M > 0 tal que

lla|| <M, YacA.
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Pruébese que toda sucesion convergente es acotada. De hecho, toda sucesiéon de Cauchy
en un espacio métrico es también acotada.

Teorema 2.22 (Bolzano-Weierstrass en (RY .|| -{))2)). (RY,|| - |2) verifica la propiedad de
Bolzano-Weierstrass, es decir, toda sucesion acotada en (RN || - ||2) admite una parcial con-
vergente.

Demostracion:

Haremos la prueba por induccién sobre la dimensién del espacio. Para N = 1, se trata del
Teorema de Bolzano-Weierstrass, que es conocido en R. Supongamos que se verifica para
RY. En RV*! se tiene que

[yl = y/5(D2 4+ x(N)2 432, ¥(xy) €RY xR. (%)

Fijamos una sucesién acotada en R¥*!, que podemos suponer de la forma {(x,,y,)}, donde
x, € RN, y, € R, para cada natural n. En vista de (), las sucesiones {x,} e {y,} son acotadas.
Por hipdétesis de induccidn, la primera admite una parcial convergente, que escribiremos
{X(n)}> ahora bien, por ser {yq(,) } acotada (parcial de una acotada), el Teorema de Bolzano-

Weierstrass nos asegura que admite una parcial convergente que escribiremos {yo(f(n))}z.
Finalmente, la sucesién en R¥*! dada por {(xo(e(n) ) ,yc(f(n)))} es una parcial convergente de

{(xn, ) }- .

Teorema 2.23 (Hausdorff). Todas las normas en RN son equivalentes.

Demostracion:
Probaremos que si || - || es una norma cualquiera en R", entonces equivale a la norma
euclidea. Notamos por {ej,e;,---,en} a la base canénica de RVN. Dado cualquier vector x €

RN que se escriba de la forma x = x(1)ej 4 - - - 4+ x(N)ey, se tiene
|lx]| = [[x(1)e; + -+ +x(N)en|| < (por la desigualdad triangular)
< (1) fler]| + -+ x(V)] flen] <
< (lexll+---+llenlDllxll

< (leall+---+llen DIl

luego, tomando M = ||e || + - - - + ||en|| se tiene que
|lx|| < M||x||2, Vx € RY.

Ahora definimos
m:=inf{||x] : [lx[[2 = 1}.

20bsérvese que si notamos {y,} = {Xo(n) }» entonces {yz(n } = {X(z(n)) }
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Probaremos que m es un minimo>. Sabemos que por ser m el infimo del conjunto anterior,
existe una sucesién {x,} de elementos de R" verificando

[l =1, {lxall} —m

(véanse el Ejemplo 2.9 y la Proposicion 2.15).
Como (RN, || - ||2) verifica la propiedad de Bolzano-Weierstrass (Teorema 2.22), ha de
existir un elemento xo € R" y una sucesién parcial {X6(n)} de {x,} tal que

{Xo(m) } L2 o,

con lo que se tiene
[Ixoll2 = Tim {{lxg (2} =1,
en particular xo # 0. Por la desigualdad ya probada entre las normas se tiene

| Xl = ol | < [[Xg(m) = x0ll < Mllxg(m) = xoll2, V2 €N,

y en virtud de la convergencia en la norma euclidea de {xy) } @ xo, concluimos que {||x¢ )| }
converge a ||xg||, por tanto m = ||xg|| > 0.
Queremos probar ahora que

m|x]l2 < |lx], ¥xeRY,
desigualdad que es cierta si x = 0. Si x # 0, se tiene
‘ x

=l=m<
12 1],

H = mllxl < [l .

Dado que “no existe mds espacio vectorial real de dimension N que RY ”, podemos decir
que en ‘“‘cualquier” espacio vectorial real finito-dimensional todas las normas son equivalentes
(véase problema 2.8). En realidad, tal propiedad caracteriza la finito-dimensionalidad de un
espacio vectorial.

Como corolario del teorema anterior y de la Proposicion 2.20 se obtiene:

Corolario 2.24. Existe una iinica topologia en RN que proceda de una norma a la que lla-
maremos la topologia de la norma .

En todo lo que sigue, se supondrd que R" est dotado de la topologia de la norma, cuyos
abiertos no son mas que uniones de bolas abiertas para alguna norma. En el caso de R, los
abiertos son uniones de intervalos abiertos.

La segunda consecuencia del Teorema de Hausdorff es que el concepto de sucesion de
Cauchy en R" es independiente de la norma. Este hecho, junto con el Teorema de complitud
de Ry el Ejemplo 2.13 nos prueban el siguiente resultado.

3De haber pospuesto la demostracion de este teorema a la obtencién de la propiedad de compacidad (Proposi-
cién 2.51), esto habria sido inmediato. En efecto, dado que la funcién norma || - || es continua en (RY, || - [|2)
(nétese que | [lx|| — [ly[| | < [lx—y[| < M|[x—yll2) y que la esfera unidad para la norma euclidea S).,(0,1) es
compacta, por la propiedad de compacidad, el conjunto {||x| : ||x||» = 1} tiene minimo.
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Teorema 2.25 (complitud). En RY, toda sucesion de Cauchy es convergente, esto es, RV es
un espacio de Banach con cualquier norma.

La tercera consecuencia del Teorema de Hausdorff es que el concepto de acotacién en RY
es independiente de la norma.
El Teorema 2.22 admite ahora el siguiente enunciado.

Teorema 2.26 (Bolzano-Weierstrass). RY verifica la propiedad de Bolzano-Weierstrass, es
decir, toda sucesion acotada admite una parcial convergente.
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2.3. Compactos, convexos y conexos.

Dedicamos esta seccién a presentar tres tipos distinguidos de subconjuntos de RY: los
compactos, los convexos y los conexos.
En la demostracion del Teorema de Hausdorff sélo se ha tenido en cuenta que S| |, (0, 1)

es un conjunto acotado y cerrado. * Ello nos motiva a destacar estos subconjuntos de RY.

Definicion 2.27. Un subconjunto K de RY es compacto si es cerrado y acotado.

Decir cudles de los siguientes conjuntos son compactos: N, {1 :n € N}, {a}, B(a,r),
B(a,r), S(a,r), [a,b]U[c,d], {(x,y) € R? : x > 0}.

Obsérvese que el punto crucial de la demostracion del tan citado Teorema de Hausdorff
consiste en probar que toda sucesion en la esfera S |, (0,1) se acumula, es decir, admite una
parcial convergente a un punto de dicha esfera. Esto nos motiva la siguiente caracterizacion
de los compactos de RY que serd una herramienta bdsica en futuras demostraciones y que a
su vez nos permite extender dicho concepto a espacios métricos cualesquiera.

Teorema 2.28 (Caracterizacién de los compactos de RN). Sea K un subconjunto de RY.
Equivalen:

i) K es compacto (cerrado y acotado de RV ).

ii) Toda sucesion de puntos de K admite una sucesion parcial que converge a un punto de
K.

Demostracion:

i) = ii) Sea {x, } una sucesién en K. Por hipétesis, {x, } es acotada y, por el Teorema de
Bolzano-Weierstrass, tiene una subsucesion {xc(n)} convergente a un vector x que necesaria-
mente ha de pertenecer a K, por ser K un conjunto cerrado.

i) = i) K es cerrado: Sea x € K y {x,} una sucesién en K convergente a x. Por hipétesis,
existe {xa(n)} —y € K. Puesto que también {xc(n)} — x, deducimos de la unicidad del limite
que x € K. Hemos probado que K C K y por tanto K es cerrado.

K es acotado: Supongamos que K no es acotado. Se tiene entonces que
K\B(0,n) # 0, ¥n € N, luego podemos elegir para cada natural n, un elemento x, € K\B(0,n).
La sucesion {x,} asi elegida no puede tener ninguna parcial convergente ya que ||x,| > n,
Vn € N, y, por tanto, todas sus parciales son no acotadas. Hemos probado que si K es no
acotado, entonces no se verifica ii). "

“Del Teorema de Bolzano-Weierstrass se sigue que toda sucesién en un conjunto acotado admite una parcial
convergente; si ademads el conjunto es cerrado, la caracterizacién secuencial de la adherencia (Proposicién 2.15)
nos asegura que el limite se queda en el conjunto.
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Definicion 2.29. Un subconjunto K de un espacio métrico es compacto si toda sucesién de
puntos de K admite una sucesion parcial que converge a un punto de K.

Recordamos que en un espacio métrico (E,d) todo subconjunto A C E es también un
espacio métrico con la distancia inducida. Como todo espacio métrico tiene una topologia
que procede de la distancia, a la topologia asociada a la restriccion de d al subconjunto A
se le llama topologia inducida en A. En cualquier espacio métrico, los abiertos son uniones
de bolas abiertas. Ahora bien, una bola abierta en A no es mas que un conjunto del tipo
{x€A:d(x,a) <r},dondea €Ay r>0,pero este conjunto no es otra cosa que B(a,r) NA.
Por tanto, si G es un abierto de A, existe un abierto O de E tal que G = O N A, esto es, los
abiertos de A o abiertos relativos en A no son otra cosa que las intersecciones con A de los
abiertos de E. Reciprocamente, es muy facil probar que los conjuntos que se escriben como
interseccion de un abierto de E con A son, de hecho, abiertos de A.

Los cerrados de A son los complementos en A de los abiertos de A. Por razones similares,
también los cerrados de A se obtienen intersecando A con los cerrados de E.

Por ejemplo, ]%, 1] es abierto de ]0,1] y no es abierto. ;Cuales son los abiertos y los
cerrados de Z?

Nota 2.30. Es interesante observar que en espacios métricos coinciden los subconjuntos com-
pactos (anterior definicidn) y los subespacios compactos (con la topologia inducida).

Es facil probar que todo subconjunto compacto de un espacio métrico es cerrado y acota-
do, pero el reciproco no es cierto (véase el ejercicio 2.5).

El siguiente teorema caracteriza la compacidad en los espacios métricos en términos de
su topologia y permite definir dicho concepto en espacios topolégicos generales.

Teorema 2.31 (Heine-Borel-Lebesgue). Sea K un subconjunto de un espacio métrico (E,d).
Equivalen:

i) K es compacto.

ii) K verifica el axioma de Heine-Borel: todo recubrimiento por abiertos de K admite
un subrecubrimiento finito, esto es, si % es una familia de abiertos de E tales que
K C Uyey U, entonces existenn e Ny Uy,--- U, € % tal que K C | Ji_, U..

La demostracién puede verse en el apéndice (véase también el ejercicio 2.27).

La propiedad arquimediana de R nos asegura que {]%, 1[: n € N} (respectivamente {] —
n,n[: n € N}) es un recubrimiento por abiertos del conjunto 0, 1| (resp. R). Pruébese que en
ninguno de los casos anteriores se puede extraer un subrecubrimiento finito de los recubrim-
ientos ;Contradice este hecho el teorema anterior?

SLa verificacién de este hecho es una simple adaptacién de ii) = i) del Teorema 2.28, entendiendo como i)
ser cerrado y acotado en un espacio métrico
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El axioma de Heine-Borel (afirmacidn ii) del anterior teorema) se toma como definicién
de compacidad en un espacio topoldgico cualquiera y es una valiosa herramienta en muchas
demostraciones (véase por ejemplo el Teorema de Dini, Teorema 2.52).

Nota 2.32. Obsérvese que en al axioma de Heine-Borel se pueden sustituir simultdneamente
los abiertos por abiertos relativos y la inclusién por igualdad, es decir, la compacidad sé6lo
depende de la topologia del conjunto en cuestiéon. Con mds precision, a nivel de espacios
topoldgicos también coinciden los subconjuntos compactos y los subespacios compactos.

Finalizamos esta seccion presentando dos extensiones de la nocion de intervalo de R a
subconjuntos de RV, una de naturaleza geométrica y otra de naturaleza topolégica.

Recordemos la siguiente caracterizacion geométrica de los intervalos de R, un subconjun-
to I de R es un intervalo si, y s6lo si, para cualesquiera x,y € I con x <y, se tiene que [x,y] C [
(es de resaltar que para probar esta caracterizacion se requiere el axioma del supremo). Como
obviamente se tiene

[, y] ={x+t(y—x):0<r <1},
entonces I es un intervalo si, y sélo si, para cualesquiera x,y € I y cualquier ¢t € [0, 1], se
verifica x+1(y —x) € I. En efecto, basta considerar la desigualdad

min{x,y} < (1 —7)x+ty < max{x,y}, Vr € [0,1].

La propiedad anterior que, como acabamos de recordar, caracteriza a los intervalos tiene
perfecto sentido en RN y, por tanto, nos invita a generalizar el concepto de intervalo de la
siguiente forma:

Definicién 2.33. Un subconjunto A de RY es convexo_ si se verifica
a,beA=a+t(b—a)ecA, vt<]0,1],

es decir, para cualesquiera dos elementos a,b en A, el segmento de extremos a y b estd
contenido en A.

Obviamente el anterior concepto tiene sentido en cualquier espacio vectorial. Es inme-
diato comprobar que en R las bolas abiertas son conjuntos convexos, e igual ocurre con
las bolas cerradas. Como caso particular, por supuesto, se obtiene que los intervalos son
conjuntos convexos. Al fin y al cabo, intentamos abstraer una propiedad que tienen (y que de
hecho caracteriza a) los intervalos.

Para presentar la otra generalizacion de intervalo, la conexidn, nos inspiraremos en esta
otra caracterizacion topoldgica de los intervalos:

Proposicion 2.34. Sea C C R. Equivalen:

i) C es un intervalo.

ii) No existen particiones no triviales de C en abiertos relativos, esto es, si 01,0, son
abiertos en C tales que O1 N0y =0y C = 01U, entonces O =0 o bien Oy = 0.
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Demostracion:
i) = ii) Sea C un intervalo y, razonando por reduccién al absurdo, supongamos que C
es la unién disjunta de dos abiertos O; y O, de C no vacios. Sean entonces a € O1,b € O;.
Podemos suponer sin perder de generalidad que a < b. Como C es un intervalo, se tiene que
[a,b] C C. Definamos
¢ = sup([a,b]NOy).

Como [a, b] es cerrado, es claro que ¢ € [a,b] C C. Sic € Oy, entonces ¢ < b, y al ser [a,b] un
intervalo y O; un abierto de C, se tiene que existe 0 > 0 tal que

[c,c+O[C [a,b]
= [c,c+68[ Cla,b]NOy,
Je=68,c+8[NCCO

lo que contradice la definicion de c.

Un razonamiento andlogo (hdgase) muestra que ¢ ¢ O;, lo que lleva a contradiccion.
Hemos probado que un intervalo no admite particiones no triviales en abiertos relativos.

ii) = i) Si C no fuese un intervalo, entonces existirian nimeros reales x,y € C y un real
z ¢ C tales que x < z < y. Entonces, la particién

C=(]—c0,z[NC)U(]z,4oo[NC)

contradice ii). .

Definicion 2.35. Un conjunto C de un espacio métrico es conexo si verifica que la unica
particion de C en dos abiertos relativos es la trivial.

En la siguiente seccién probaremos que, en los espacios normados, todo conjunto convexo
es conexo, en particular, los segmentos y las bolas son conexos. Claramente un conjunto
formado por dos elementos no es conexo.

Por supuesto, la definicién de conexion puede darse en espacios topoldgicos.
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2.4. Funciones continuas.

Recordemos que “la” topologia de R" es la topologia de la norma.

Definicién 2.36 (campo escalar y vectorial). Sean M,N € Ny A C RY. Un campo escalar en
A es una funcién de A en R. Una funcién f = (fi,..., fu) : A — RM se llama campo vectorial
en A, y a los campos escalares f;, parai = 1,...,M, se les denomina campos escalares de f
o funciones componentes de f.

Definicion 2.37 (campo vectorial continuo). Sean M,N € N, A C RN, acA yf:A— RM
un campo vectorial. Se dice que f es continuo en el punto a si para toda sucesién {a,} en A
convergente a a, se tiene que la sucesion { f(a,)} converge a f(a), es decir:

[V{an} en A {an} — a] = {f(an)} — f(a)

donde la convergencia de las sucesiones es relativa a las topologias de RN y RM
Se dice que la funcién f es continua en B C A si lo es en todos los puntos de B. Se dice
que la funcién f es continua si es continua en A.

Como consecuencia inmediata del Ejemplo 2.13, el estudio de la continuidad de los cam-
pos vectoriales se reduce al de sus campos escalares componentes como se recoge en el
siguiente enunciado.

Proposicion 2.38 (Reduccién a campos escalares). Sean M,N €N, ACRY, f=(f1,...,fu):
A — RM un campo vectorial en A y a un punto de A. Entonces
f es continuo en a < f; es continuo ena, Vi=1,... .M.

El concepto de continuidad se extiende literalmente a funciones definidas entre espacios
métricos:

Definicion 2.39. Sean (E,d), (F,p) espacios métricos,A CE, f:A — F ya € A. Se dice que
la funcién f es continua en el punto a si

[¥{an} en 4, {an} % a] = {f(a)} & f(a)
Se dice que la funcién f es continua en B C A si lo es en cada punto de B. Se dice que f es

continua si es continua en A.

Como la convergencia de una sucesion es un concepto topoldgico, el concepto de con-
tinuidad también es topoldgico, es decir, depende de las topologias de los espacios métricos
pero no de las métricas concretas que se utilicen.

Los siguientes resultados se demuestran rutinariamente y se dejan como ejercicios.
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Proposicion 2.40 (Regla de la cadena para la continuidad). Sean E|, E,, E3 espacios métri-
cos, ACE) f:A— E), BCE,, g:B— E3ysupongamos que f(A) C B. Si f es continua
en un punto a de A 'y g es continua en f(a), entonces la composicion go f es continua en a.
Como consecuencia, si [ y g son continuas, entonces go f es continua.

Pongamos ahora de manifiesto la buena convivencia entre el dlgebra y la topologia de un
espacio normado (X, ||.||). Esto es,

1. La suma en (X,||.||) es continua, es decir, la aplicacién de X x X en X definida por
(x,y) — x+y. Enefecto, si {(x,,yn)} — (x,y), entonces

1Ge+) = ()| < [lx = xall 4 [y = yull <2 max {|lx =[], [[y = yall} — O.

2. El producto por escalares en X es continuo, es decir la aplicacion de R x X en X definida
por (A,x) — Ax. Enefecto, si {A4,} — A, {x,} — x, se tiene

[ = Anul| S {I(A = An)x+An(x = 20) | < |4 = A [[x]| 4| An] [l — 20| <
(Il + [An]) max {4 = An], [l = xal} — O,

donde se ha tenido en cuenta que {4, } es acotada.

En particular, el producto en R es continuo.

3. Lanorma ||.|| es continua, es decir la aplicacién de X en R definida por x — ||x||. Basta
tener en cuenta la desigualdad

el = el T < e = xa]

Ahora es inmediata la demostracion del siguiente resultado:
Corolario 2.41. Sean (E,d) un espacio métrico, (X,|.||) un espacio normado 'y
acACE.

i) Si f,g:A— X son continuasenay A € R, entonces f+ gy Af son continuas en a.

ii) Si f:A— Ryg:A— X son continuas en a, entonces fg es continua en a.

1
iii) Si f:A— Rescontinuaenay f(x) #0, Vx €A, entonces — es continua en a.

iv) Si f,g:A — R son continuas en ay g(x) # 0, Vx € A, entonces [ es continua en a.

Proposicion 2.42 (Continuidad de la restriccion). Sean E y F espacios métricos, BC A C E
y f+A— F,y consideremos la aplicacion restriccion de f a B, fijg : B — F definida por
fip(x) := f(x), Vx € B. Entonces f|g es continua en todo punto de B en el que f sea continua.
En consecuencia, si la funcion f es continua, entonces su restriccion a B también lo es.
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Es importante destacar que la continuidad no se transfiere a extensiones (las funciones
definidas en un s6lo punto son continuas, luego si la continuidad se transfiriese a extensiones,
concluiriamos que todas las funciones son continuas). Sin embargo, se tiene el siguiente
resultado parcial.

Proposicion 2.43 (Caracter local de la continuidad). Sean E,F espacios métricos, A C E,
f:A—F yb¢&BCA.SiBesun “entorno relativo” de b (existe r > 0 tal que B(b,r)NA C B)
Yy [ es continua en b, entonces f es continua en b. En particular, si f : E — F, BCE es
abierto y si f|p es continua, entonces f es continua en B.

Demostracion:
Sea r > 0 tal que B(b,r) NA C B. Si {a,} es una sucesién en A convergente al punto b,
entonces
dmeN: n>m= a, € B(b,r),

con lo que para n > m se tiene que a, € B. Asi {an+n, Inen €8 una sucesién en B que converge
al punto b, ya que es parcial de la sucesién {a,}. Por ser f|p continua en b se tiene que

{f(@mn) bners — £(b) ¥, por tanto, también { f(ax)} — £(b). .

Ejemplos 2.44 (funciones continuas).

1. Las proyecciones de RY en R son continuas, es decir las aplicaciones 1 : RY — R
(k=1,...,N) definidas por m;(x1,...,xN) = X.

2. Toda funcién polinémica de RN en R es continua.

3. Toda funcién racional R = — en N variables es continua en su conjunto de definicion:

{(xla"'axN) ERN: Q('xla"',xN) 7&0}

4. Las funciones elementales reales de variable real (exponencial, logaritmo, raices, fun-
ciones trigonométricas) son continuas en su dominio de definicion.

La siguiente caracterizacion proporcionard la manera satisfactoria de introducir en espa-
cios topoldgicos el concepto de continuidad en un punto.

Proposicion 2.45 (e-0-caracterizacion de la continuidad). Sean (E,d), (F,p) espacios métri-
cos, ACE, f:A— F yac&c A. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f es continua en a.

ii) Ve > 0,36 >0: { d(;’;i s } = p(f(x),f(a)) < &, equivalentemente

Ve > 0,36 >0: f(B(a,8)NA) C B(f(a),e).
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Demostracion:

i) = ii) Supongamos que no se verifica ii). Entonces existe un positivo & con la siguiente
propiedad:
d(ag,a) <6

V0 >0, Jas €A { p(flas), f(a) > & °

en particular
d(an,a) <
p(f(an),fla)) =&
Es inmediato que la sucesion {a,} en A asi definida converge hacia a mientras que { f(a,)}
no converge a f(a).

ii) = i) Sea {a, } una sucesién en A convergente hacia a. Fijemos € > 0 y tomemos § > 0
tal que

Vn e N, ElanEA:{

[x €A, d(x,a) < 8] = p(f(x),f(a)) <e.

Como {a, } — a, existe un natural m tal que si n > m se verifica que d(a,,a) < 8, y por tanto

p(f(an), f(a)) <e.

Hemos probado que f es continua en a. .

Es importante observar que, en la €-6-caracterizacién de la continuidad, el nimero pos-
itivo 0 depende tanto del nimero positivo € elegido, como del punto a de A prefijado. En
general, para un mismo € positivo pueden aparecer distintos 0 dependiendo del punto a de A
del que se trate.

En el caso en que, para cada € > 0 fijo pueda encontrarse un positivo 6 comun, vélido
para todos los puntos de A, la funcién gozard de propiedades adicionales que la diferencian
de las funciones que son Unicamente continuas.

Definicion 2.46 (continuidad uniforme). Sean (E,d) y (F,p) espacios métricos, A C E y
f A — F una funcidn. Se dice que f es uniformemente continua si

Ve>0,36 >0: [x,y €A, d(x,y) < 8] =p(f(x),f(y) <¢€

No es dificil comprobar que una funcién f : A — F es uniformemente continua si, y sélo
si, se verifica la condicion

an by € A, Vn €N, {d(an,b,)} — 0= p(f(an), f(bn)) — 0.

Es inmediato que si f es uniformemente continua, entonces f es continua. El reciproco
no es cierto, de hecho existen funciones continuas muy sencillas que no son uniformemente
continuas:

1
La funcién f : RT — R definida por f(x) = — es continua y, sin embargo, no es uniforme-
X

mente continua ya que para cada natural n se tiene que

(L) (2) -
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(Como consecuencia — puede no ser uniformemente continua aunque lo sea f).

La funcién f : R — R definida por f(x) = x? es continua y, sin embargo, no es uniforme-
mente continua ya que para cada natural n se tiene que

1
‘f<n+—> —f(n)
n
(Como consecuencia el producto de funciones uniformemente continuas no tiene por qué
serlo).

En general, el producto por escalares en un espacio normado (X, ||.||) es continuo pero no
es uniformemente continuo ya que para cada vector x no nulo y para cada natural n se tiene
1

() () 5 i) -s(m)| -

Es claro que toda restriccion de una funcién uniformemente continua también lo es.

> 2.

1

L= lIxll = Zlxdl-

Proposicién 2.47 (Caracterizacién de la continuidad global). Sean (E,d), (F,p) espacios
métricos, AC Ey f:A — F. Denotemos por 3F (resp. 34) la familia de los abiertos de F
(resp. abiertos relativos de A) y por Ff (resp. F4) la familia de los cerrados de F (resp.
cerrados relativos de A). Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f es continua, equivalentemente (Proposicion 2.45):

Va €A, Ve >0, 35a>0:{ d(x’ff)iga };» p(f(x), f(a)) < €.

ii) La imagen inversa por f de cualquier abierto de F es un abierto relativo de A:

0c3r= f10)e3,.

iii) La imagen inversa por f de cualquier cerrado de F es un cerrado relativo de A:
CeYr=> f_l(C) € Fy.

iv) La funcion f aplica valores adherentes de cualquier subconjunto de A en valores ad-
herentes de la imagen de dicho conjunto, esto es:

f(BNA) C f(B), VB C A.

Es importante destacar que en las sentencias ii) y iii) el calificativo relativo es obligado.
Si no fuese asi, entonces todos los conjuntos de un espacio métrico serian cerrados (cada
subconjunto S se puede escribir de la forma S = f~!({0}) donde f: S — R es la funcién
constantemente cero, y por tanto S es la imagen inversa por una funcion continua de un
cerrado), y en consecuencia también abiertos.

Si la funcién toma valores reales y estd definida en todo el espacio métrico, se tiene el
siguiente resultado que permite reconocer subconjuntos abiertos y cerrados de un espacio
métrico de forma muy sencilla.
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Corolario 2.48. Sean (E,d) un espacio métricoy f : E — R una aplicacion continua. De-
notemos por 3 (resp. ¥ ) la familia de los abiertos (resp. cerrados) de E. Entonces para todo
a € R se tiene que:

i) {xeE: f(x)<a}esS.
i) (x€E: f(x)>a} €.
i) {x€E: f(x) <a} e .Z.
) {x€E:f(x)>a}e.Z.

v) {x€E: f(x)=a}eZ.

Ejemplo 2.49. Los conjuntos

1
A:{(x,y)ERz: 0<x,y<—}
X

B={(x,y) €R?: 0 <x*+y* —sen (xy) <2, ye* >2}

son abiertos de R2.
En efecto, puesto que A = A1 N A, donde

A ={(x,y) cR?: 0<x}yAr={(x,y) cR?: xy < 1}

el resultado se sigue de la continuidad de la aplicacién proyeccién primera 7 : R? — Ry
de la aplicacién polinémica P : R> — R definida por P(x,y) = xy, y del hecho de que

A =71 (J0,+o0]) y Ay = P! (] — oo, 1]).

La prueba de que B es abierto es andloga a la anterior sin mas que considerar las funciones
continuas de R? en R

fry) =2 +% —sen (xy) , g(x,y) :=ye",
ya que
B=f"'(]0,2)Ng™" (]2, +e0).
Probaremos ahora que la compacidad y la conexion se conservan por funciones continuas.

Teorema 2.50 (Conservacion de la compacidad por continuidad). Sean E,F espacios métri-
cos, K un subconjunto compacto de E'y f : K — F continua. Entonces f(K) es compacto.
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Demostracion:
Sea {y,} una sucesién en f(K). Tomemos una sucesiéon {x,} en K tal que
f(xn) = yn, Vn € N. Al ser K compacto I{xs(,)} — x € K. La continuidad de f nos ase-

gura que {f(xg(n))} — f(x), es decir:
Wom} — f(x) € f(K).

Hemos probado que f(K) es compacto. .

Corolario 2.51 (Propiedad de compacidad). Sean E un espacio métrico, K un subconjunto
compacto de E'y f: K — R una funcion continua. Entonces f estd acotada y alcanza su
mdximo y su minimo absolutos.

Demostracion:
f(K) es un compacto de R, luego cerrado y acotado, de donde se deduce facilmente que
el conjunto f(K) tiene maximo y minimo. .

El siguiente resultado da condiciones suficientes para que una sucesion de funciones
que, en principio, converge s6lo puntualmente, converja de hecho uniformemente. La de-
mostracién que damos a continuacion es un buen ejemplo de utilizacion del axioma de Heine-
Borel.

Teorema 2.52 (Dini). Sean K un subconjunto compacto de un espacio métrico y {f,} una
sucesion mondtona de funciones continuas de K en R que converge puntualmente en K a una
funcion continua f. Entonces la convergencia es uniforme en K.

Demostracion.:
Sea € > 0. Para cada natural n definimos

U= {x €K : |fulx) — f(x)] < €}

La continuidad de las funciones f,, y f nos permite asegurar que U, es un abierto relativo
de K. La monotonia de la sucesién {f,} nos dice que {U,} es una sucesion creciente de
abiertos relativos. La convergencia puntual implica que dicha familia recubre K. Por tltimo,
la compacidad de K (axioma de Heine-Borel y la Nota 2.32), nos permite afirmar que existe
m natural tal que K = U,,,, y por tanto:

n>m=|fu(x)—f(x)| <€, VxeK.

El siguiente resultado prueba que las funciones continuas definidas en compactos son de
hecho uniformemente continuas.

Teorema 2.53 (Heine). Sean E y F espacios métricos, K C E un subconjunto compacto y
f : K — F una funcion continua. Entonces f es uniformemente continua.
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Demostracion:
Notemos por d y p las distancias de E y F, respectivamente. Supongamos que f no es
uniformemente continua. Entonces existe €, > 0 tal que

Vo6 >0, Ix5,ys €K : d(x5,y5) < 0y p(f(xs5),f(¥s)) > &o-

En consecuencia

1
Vn e N, EIxmyn €K: d(xnvyn) < ; y p(f<xﬂ>7f(yn)) > &.

Como K es compacto, El{xc(n)} — x € K. Se tiene, para cada natural n, que

1
d(ycr(n)ax) < d(ycr(n)axo(n)) +d(x0(n)>x) < G(n) +d(xo'(n)ax)7

de donde se deduce que {yc(n)} — x. Por dltimo, la continuidad de f nos asegura que

{fxom)} = fx) y {fOom)t — f(x)
lo que contradice que p(f(xn), f(yn)) > €, VYn € N. .

En el Apéndice D del tema se da otra demostracion del Teorema de Heine que usa el
Teorema de Heine-Borel-Lebesgue.

Queda claro que, en virtud de la Nota 2.32, en los enunciados del Teorema de Dini y de
Heine podemos suponer que K es un espacio métrico compacto (en lugar de un subconjunto
compacto de un espacio métrico).

Recordemos que si X e Y son conjuntos, A,BC Y,y f:X — Y, entonces

F(FHA) =ANf(X)
T AuB) = A ur '), fHAnB) = 1A)nfF(B).

Teorema 2.54 (Conservacion de la conexién por la continuidad). Sean E,F dos espacios
métricos, C un subconjunto conexo no vacio de E'y f : C — F continua. Entonces f(C) es
conexo.

Demostracion:
Sea f(C) = U UV una particién de f(C) en abiertos relativos. Si O es un abierto de F tal
que U = ON f(C), entonces

rfoy=rlonfe)=ronflfe)=r"o)nc=r"o0),

lo que prueba que f~!(U) es un abierto relativo de C. Analogamente f~!(V) también es un
abierto relativo de C. Asf, en vista del comentario anterior al teorema, {f~'(U), f~1(V)} es
una particion de C en abiertos relativos, y al ser C conexo uno de los dos es vacio. Como en
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este caso, al ser U,V C f(C), se verifica que f(f~'(U)) =U, f(f~'(V)) =V, concluimos
que o bien U = 0 o bien V = 0. Asi, la tnica particién de f(C) en abiertos relativos es la
trivial. .

La anterior proposiciéon generaliza el teorema del valor intermedio: “Una funcion real
continua definida en un intervalo si toma dos valores toma todos los intermedios” ;Por qué?

Corolario 2.55. Los segmentos en RN son conexos.

Demostracion:

El segmento [x,y] es la imagen del intervalo [0,1] por la funcién continua
f(t) =x+1(y—x). En general, los segmentos de extremos x e y ([x, Y], [x,¥[,]x,y],]x,y[) son
conexos (hagase!). .

A continuacién mostramos que un conjunto C que verifique la propiedad que aparece
en el Teorema 2.54, para cualquier funcién continua valuada en {0, 1}, ha de ser conexo. A
pesar de la sencillez de la prueba, esta caracterizacion resulta muy util para probar ciertas
propiedades de estabilidad de los conjuntos conexos.

Proposicion 2.56 (Caracterizacién de la conexion). Sea C un subconjunto no vacio de un
espacio métrico. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) C es conexo.
ii) Toda funcion continua de C en {0, 1} es constante.

Demostracion:
i) = ii) Es consecuencia del teorema anterior y de que los dnicos intervalos no vacios
contenidos en {0, 1} son {0} y {1}.
ii) = i) Supongamos, razonando por reduccion al absurdo, que C no es conexo. Sea C =
U UV una particién no trivial de C en abiertos relativos. Entonces la funcién f: C — {0,1}
definida por
flx) =

0 sixeU
1 sixeV

es continua (por el caracter local de la continuidad), y verifica f(C) = {0, 1}, y por tanto, ii)
no es cierta. .

Los siguientes resultados nos ayudan a probar la conexion de ciertos subconjuntos.

Proposicion 2.57. Todo conjunto comprendido entre un conexo y su cierre es conexo, es decir
si C es conexoy C C D C C, entonces D es conexo.
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Demostracion:

Si D = 0 es claro. Supongamos D # 0 y sea f : D — {0, 1} una aplicacién continua. Por
ser C conexo, en vista de la Proposicion 2.56 ha de ser fc constante. Como D C Cy fes
continua se tiene que

Por tanto, f es constante. n

Proposicion 2.58. Sea {C;: i € I} una familia de conexos de un espacio métrico tal que dos
cualesquiera tienen interseccion no vacia. Entonces | J;c; C; es conexo.

Demostracion:

Sea f : UgCi — {0,1} continua. Queremos probar que f es constante. Sean
x,y € U;er Ci- Existen entonces r,s € [ tales que x € Cr e y € C5. Como fic, ¥ fic, son con-
stantes y existe ¢ € C, N Cy concluimos que f(x) = f(c) = f(y). .

Corolario 2.59. Todo convexo de RN es conexo.

Demostracion:
Sea C un subconjunto convexo de RY y tomemos ¢ € C. Entonces C = U,¢c|c, x] es conexo
por ser unién de conexos con al menos el punto ¢ en comun. .
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2.5. Limite funcional.

Recordemos que “la” topologia de R sigue siendo la topologia de la norma.

Definicion 2.60. Sean (E,d) un espacio métrico y A un subconjunto no vacio de E. Se dice
que o € E es un punto de acumulacion de A si existe una sucesiéon {a,} de puntos de A
distintos de a y convergente a o, equivalentemente, si

B(a,e)N(A\{a}) #0, Ve > 0.

Denotaremos por A" al conjunto de los puntos de acumulacién de A. Se dice que un punto
a € A es un punto aislado de A si existe € > 0 tal que B(a,e) NA = {a}.

Es inmediato que todo punto adherente a A o es de acumulacién de A o es aislado. En
consecuencia los puntos de A o son de acumulacion o son aislados.

Definicion 2.61. Sean (E,d) y (F,p) espacios métricos, A C E, f: A — F, o un punto de
acumulaciéon de A y ¢ € F. Se dice que f tiende a ¢ cuando x tiende a o, y se nota f(x) — ¢
cuando x — ¢, si para toda sucesion de puntos de A distintos de & y convergente a Q, se
verifica que la sucesién imagen converge a ¢, es decir:

[V{a} enA, an# o, {an} S a]= {f(an)} > 0.

Supuesta la existencia de un tal ¢, de la unicidad del limite secuencial se sigue que tal ele-
mento es Unico, se llama limite de la funcion f en el punto @ y se nota

lim f(x) = (.

X—

Como consecuencia inmediata del Ejemplo 2.13, el estudio de la existencia del limite de
los campos vectoriales se reduce al de sus campos escalares componentes, tal como se recoge
en el siguiente enunciado.

Proposicion 2.62 (Reduccion a campos escalares). Sean M,N naturales,
ACRN, f=(f1,....fu) : A — RM un campo vectorial en A y o un punto de acumulacion de
A. Entonces

f tiene limite en o < f; tiene limite en o, Vi =1,...,M.

En tal caso,
i, £(5) = (lm, £, .., i, f ().

xX—Q

Proposicion 2.63 (Algebra de limites). Sean A C RN, o un punto de acumulacion de A,
f,g:A—RyA R Severifica:
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i) Sif,g tienen limite en o, entonces f+ gy Af tienen limite en ot y
lim (f + g)(x) = lim f(x)+ lim g(x),
xX—0 xX—o xX—0

lim (A)() =2 Jim ().

xX—Q

ii) Si f,g tienen limite en Q, entonces fg tiene limite en o y

lim (f)(x) = lim £(x) lim g(x)

X—0 xX—0

iii) Si f,g tienen limite en @, g(x) #0 Vx € A, y lim,_. o g(x) # 0, entonces ! tiene limite
enoy 8
f ) _ hmx—»a f(x)

x—0 g Climyg glx)

Notas 2.64.

a) Puesto que en los espacios métricos la convergencia secuencial depende sélo de la topologia,
se tiene que, al igual que ocurria con la continuidad, también el concepto de limite funcional
es de carécter topoldgico: depende de las topologias de los espacios métricos pero no de las
métricas concretas que se utilicen.

b) Puede ocurrir que el punto & no pertenezca al conjunto A, pero que sea de acumulacion.
En el caso en que o pertenezca a A, el valor que tome la funcién f en & no afecta para nada
a la existencia del limite, ni al valor de éste.

¢) Nétese que, en la Definicidn 2.61, basta exigir la condicion

[V{a,} enA | a, # o, {a,} 4 a | = {f(an)} es convergente.

. / . . -, . .
En efecto, si {a,} y {a,} son dos sucesiones que verifican la hipétesis anterior, entonces
., R ’ ’ / , . . .
la sucesion “mezcla” {ay,ay,az,a,,...,an,4a,,...} estd en las mismas circunstancias, y por
tanto, la sucesion imagen

/

{flar). f(ay), f(@), f(@r),.... flan), f(ay),---}

es convergente, lo que conlleva a que
lim f(a,) = lim f(a,).

La relacién entre la continuidad de una funcién en un punto y la existencia de limite
funcional en dicho punto se recoge en el siguiente resultado:

Proposicion 2.65. Sean E, F espacios métricos, A CE, f:A — F y a un punto de A.

i) Si a es un punto aislado de A, entonces f es continua en a.
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ii) Si a es un punto de acumulacion de A, entonces f es continua en a si, y solo si,

lim,—,, f(x) = f(a).

La demostracion se deja como ejercicio.

El siguiente resultado recoge el utilisimo proceso de cambio a coordenadas polares a
la hora de estudiar limites de funciones de dos variables reales. Claramente, via el uso de
traslaciones, no es restrictivo el llevar a cabo el estudio del limite en el punto (0,0).

Recordemos que la funcién paso a coordenadas polares es la funcién de R(}L x R en R?
definida por

(p,®) — (p cos ¥,p sen V),

que es una aplicacion sobreyectiva, aplica el eje {0} x R en (0,0), y que es periddica de
periodo 27 en la variable ©#. En consecuencia, esta aplicacién induce una biyeccién de la
franja RT x| — 7, ] sobre R?\ {(0,0)}. En efecto: dado (x,y) € R?\ {(0,0)} existe un dnico
(p,¥) € RT x] — , ] tal que

x=pcos ¥ ,y=p sen V.

De hecho, p y ¥ son el médulo y el “argumento principal” de (x,y), y (p,?) se pueden
obtener a a partir de (x,y) mediante las expresiones p = /x> +y?y

T sixe R7,y=0
¥=19 2 arctan en otro caso.

+x

Al par (p, ) se le llama coordenadas polares del punto (x,y).

Proposicién 2.66 (coordenadas polares). Sean f : R*\ {(0,0)} — R una funcién y ¢ un
numero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) lim(x,y)H(O,O) f(xvy) =L
i) Y€ >0,38 >0: 0 < ||(x,y)|| <O =|f(x,y)—{| <e&.
iii) limpy_o f(p cos ©,p sen ©) = L uniformemente en 0, es decir:

Ve>0,30>0: [0<p <8, 3R] =|f(pcosP,p sen ¥)—/{| <E.

iv) Para cualquier sucesion {p,} de positivos convergente a cero y cualquier sucesion de
reales {0y} (si queremos |¥,| < m), se verifica que

{f(Pn cos By, pp sen B,)} — L.
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Demostracion:
i) = ii) Se deja como ejercicio (véase la € — §-caracterizacién de la continuidad).
ii) = iii). Sea € > 0 fijo. Por hipétesis

36 >0:0<||(x,y)]2 < 8= |f(x,y)—{| <e.
Abhora, si p es tal que 0 < p < 0, entonces para todo real ¥ se verifica que
[(p cos ¥,p sen B)|=p <6,

luego se tiene que
|f(p cos ©,p sen V) — (| < e.

iii) = iv) Sean {p,} una sucesion de nimeros reales positivos convergente a cero y {3, }
una sucesion de numeros reales. Para € > 0 fijo, por hipotesis

30>0:(0<p<d6,9€R)=|f(pcosV,p sen ¥)—{| <e.
Como {p, } — 0, entonces
dmeN:n>m=0<p, <9,
y por tanto, en vista de la hipétesis
n>m = |f(pn cos Oy, pn sen B,) — L] < €.

En consecuencia,
{f(pn cos Oy, pn sen )} — L.

iv) = i) Sea {(x,,y,)} una sucesién en R?\ {(0,0)} convergente a (0,0). Para cada nat-
ural n tomemos py, := ||(xn,yn)|l2 y ¥ € R tal que

Xp = Pn €cOS Oy ,Yp = Pp S€N Uy,
De la continuidad de la norma se sigue que {p,} — 0, y por tanto por iv)

{fCensyn)} = {f (pn cos O, pu sen B,)} — L.

Corolario 2.67 (Limites direccionales). Sea f: R?>\ {(a,b)} — R. Si existe limy ) ap) f(3,5) =
¢ entonces, para todo ¥ €] — 1, | existe

lin})f(a—i—p cos O,b+p sen ¥) = /(.
p—

Los anteriores limites se llaman limites direccionales en la direccion §.
En consecuencia, de existir limite han de existir todos los limites direccionales y ser
iguales al limite.
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En la practica es usual para calcular los limites direccionales de f(x,y) en el punto (a,b),
considerar las rectas y = b+ m(x —a) (de pendiente m y que pasa por (a,b)) y hallar el limite
lim f(x,b+m(x—a)).

X—a
Obsérvese que de no existir un limite direccional o en el caso de que dos limites direc-
cionales sean distintos podemos afirmar que no hay limite. Supuesto que todos los limites

direccionales existen y son iguales, éste es el candidato a limite, aunque puede que no haya
limite (véase Ejercicio 2.27, g).
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2.6. Apéndice.

2.6.1. A) Teorema de Heine-Borel-Lebesque.

Teorema de Heine-Borel-Lebesgue. Sea K un subconjunto de un espacio métrico. Equiv-
alen:

i) K es compacto, esto es, toda sucesion de puntos de K admite una sucesion parcial
convergente a un punto de K.

ii) K verifica el axioma de Heine-Borel : todo recubrimiento por abiertos de K admite
un subrecubrimiento finito, esto es, si 7/ es una familia de abiertos de E tales que
K C Uyey U, entonces existenn € Ny Uy,--- U, € % tal que K C U}, U;.

En la demostracion del teorema anterior usaremos los dos siguientes resultados auxiliares,
de interés en si mismos:

Proposicion 2.68. Sea {x,} una sucesion de un espacio métrico E y x € E. Son equivalentes:
a) La sucesion {x,} admite una parcial convergente a x.
b) Para cada positivo €, el conjunto {n € N : x, € B(x,€)} es infinito.

Demostracion:
Por definicién de convergencia es claro que a) = b).
b) = a) Supongamos b) cierto y definamos ¢ : N — N de la siguiente manera:

o(l)=min{neN:x, € B(x,1)}.

Supuesto definido o (k), para k < n, definimos

1
o(n+1) =min {mGN m> o (n),x, € (x’n+1)}

Asi conseguimos una sucesion parcial {xc(n)} que, por la forma de construirla, claramente
converge a Xx. ]

Lema 2.69 (del nimero de Lebesgue). Sea K un subconjunto compacto de un espacio métri-
co. Entonces para todo recubrimiento por abiertos % de K existe r > 0 tal que

xeK=3U €% :B(x,r) CU.

En tal caso se dice que r es un niimero de Lebesgue asociado al recubrimiento U .
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Demostracion:
Si no existiera un nimero de Lebesgue, entonces habria un recubrimiento por abiertos %/
de K tal que

1
neN= (HXHEKiB(xn,;> ¢ U, VUG%).

Por hipétesis {x,} admite una parcial convergente a un elemento x de K. Por tanto, ha de
existir un conjunto U € 7 tal que x € U, y, por ser este conjunto abierto, para algtin positivo
p se verifica B(x,p) C U. Ahora, elegimos 1%, < £,y sabemos que existe n > N tal que

d(xn,x) < 5. Entonces, siy € B(x,,5), se tiene

d(xay) S d(X,Xn) +d(xn7y) < p

B(xn,%) C B(x,p) CU.

Como % < ]%, < %, obtenemos que B(x;, %) C B(xy, %) C U, lo que contradice la eleccién de

Xn.- [ ]

Demostracion del Teorema de Heine-Borel-Lebesgue.
i) = ii) Probamos primero que dado un positivo &, existe un subconjunto finito
F C K tal que K C U,cr B(x, €). De no ser asi, tomemos

x1 €K, xp€K\B(xy,€),

y en general,
Xpt1 € K\ UL B(x;, €).

Obtendriamos asi una sucesién en K verificando que d(x,,x,) > € si n # m, o sea {x,}
es una sucesion sin parciales convergentes (pues ni siquiera pueden ser de Cauchy), lo que
contradice la hipétesis.

Ahora probamos que K verifica el axioma de Heine-Borel. Fijamos un recubrimiento por
abiertos %7 de K. Sea r un nimero de Lebesgue asociado al recubrimiento. Sabemos que
existe un conjunto finito F C K tal que K C [J,cr B(x,r). Ahora bien, cada una de las bolas
anteriores estd contenida en algin abierto del recubrimiento por ser r un numero de Lebesgue,
por tanto, éste admite un subrecubrimiento finito, como queriamos demostrar.
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ii) = i) Sea {x,} una sucesién en K y supongamos que no admite ninguna parcial con-
vergente a ninguin elemento de K. Por la Proposicién 2.68, ha de ocurrir

yeK=3r,>0:{neN:x, €B(yr)} es finito.
Como la familia de conjuntos

{B(y,ry):y €K}

es un recubrimiento por abiertos de K, por hipétesis, deben de existir elementos
Y, " Vm tales que
K C B(y1,ry,)U---UB(ym,1y,,),

lo cual es una contradiccién, ya que en tal caso
m
N={neN:x, €K} C {nEN:xn c UB(yj,ryj)}
j=1

serfa finito, ya que cada una de las bolas B(y;, ry,) cuya union recubre K contiene a un nimero
finito de términos de la sucesion.
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2.6.2. B) Desigualdad entre la media geométrica y aritmética.

Proposicion. Sea n un natural mayor o igual que 2. Entonces

art+ax+...+tay
n

0<ay,a,....ap = Vaias...a, <

y la igualdad ocurre si, y solo si, a1 = ay = ... = ay,.
Demostracion:

Si alguno de los a; es nulo la proposicion es inmediata. También es inmediato que si todos
los a; son iguales se da la igualdad. Queda asi reducida la demostracion a probar la siguiente
implicacidn:

a1 +ay+...+ay
[0<ay,ap,....an, a; < ap | = Wayay...ap <

n
que a su vez se deduce de probar

[0 < X1,X0, Xy X102 Xy =1L, x1 <1 <xp]=n<xi+x+..+x, (%)
(basta aplicar (*) a los ndmeros x; = —2——,i = 1,2,...,n). Vamos a demostrar (*) por

induccion.
Comprobemos la implicacion para n = 2.
x<l<xm = (1-x)1-x)<0 < I+xx<x+x = 2<x+x.
Supongamos (*) cierta para n 'y probémosla para n+ 1. Sean

0 < X1,X2, 000y Xy Xy 15 X120 X X1 = 1, X1 < 1 < x0

y consideremos los siguientes n nimeros (x1x3),X3, ...,X,,X,+1. Es claro que todos son pos-
itivos y su producto vale 1. Tanto si todos son iguales (en cuyo caso son todos iguales a 1)
como si no (en cuyo caso aplicamos la hipétesis de induccién) tenemos que

n<xyx+x3+...+x,+Xp41

y por tanto (usando la desigualdad 1 +x1x; < x1 4 x> vista en la prueba para n = 2) concluimos
que
n+1<xix+x3+...+x,+x,01+1=
=(14+x1x0)+x34 .. + X5+ X541 <
<Xy +XxX2+x3+...+X+Xp41-
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2.6.3. C) Demostracion de la caracterizacion de la continuidad global.

Demostracion de la Proposicion 2.47.

i) = ii) Sea O C F abierto. Si f~!(0) es vacio no hay nada que demostrar. En otro caso
sea a € f~1(0) fijo. Tomemos &€ > 0 tal que B(f(a),€) C O. La hipétesis nos asegura la
existencia de un positivo 8, tal que

f(B(a,8,)NA) C B(f(a),é),
y en consecuencia
B(a,8,)NA C f71(0).

Hemos probado que f~!(0) contiene la interseccién de A con una bola centrada en cada uno
de sus puntos, luego f~!(0) es un abierto relativo de A.

it) = iii) Si C es un cerrado de F, entonces

A\f ()= 1(F\C)

es un abierto relativo de A, y por tanto f~!(C) es un cerrado relativo de A.

iii) = iv) Sea B C A. Por hipétesis, f~! (m) es un cerrado relativo de A que, eviden-
temente, contiene a B, por tanto, ha de contener al cierre de B en la topologia relativa a A,
esto es,

BnAcC f! (W) .

Aplicando f obtenemos f(BNA) C f(B).
iv) = i) Si no ocurre i), entonces

d(xs,a) <o

JaeA,deyg >0: V6 > 0,dxs € A verificando
@= o {p<f<x5>,f<a>>zso

y por tanto B := {x5 : § > 0} es un subconjunto de A tal que a € By f(a) ¢ f(B), y en
consecuencia no se verifica iv). .
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2.6.4. D) Otra demostracion del Teorema de Heine.

Muchas veces la compacidad se usa para “uniformizar” una condicién que a priori no
parece ser uniforme. Como muestra de esta idea, daremos una nueva demostracion del Teo-
rema de Heine, que es directa.

Teorema de Heine. Sea F un espacio métrico, K un espacio métrico compactoy f : K —
F una funcion continua. Entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Notemos por d y p las distancias de K y F, respectivamente. Por la €-0-
caracterizacion de continuidad, dado un positivo €, para cada punto x de K existe un positivo
O(x) tal que

y €K, d(y,x) <(x) = p(f(),f(x)) <e.
Ahora, variando el punto x, recubrimos el compacto por una unién de abiertos, sin méds que

considerar
K CUwxB <x, @) .

Por ser K compacto, se tiene que, en vista del Teorema de Heine-Borel-Lebesgue, pode-
mos obtener un  subrecubrimiento  finito. Esto es, existen elementos
X1,X2,-+-,X, € K tales que

(%) KC iL_nle <x,-,%>,

donde hemos notado por &; a los positivos que verifican la condicion de continuidad en el
punto x;.
Tomamos § = min{% :1 <i<n}ysixy €K verifican que d(x,y) < d, entonces, por

(%), se verifica que, para algun i se tiene x € B <x,~, %) , por tanto, como 6 < J; obtenemos que

x,y € B(x;,0;) y usando la continuidad de f en x; se tiene que

p(f(x),f(xn) <& p(f(y),flx)) <e.

Finalmente, usando la desigualdad triangular se deduce que

p(f(¥),f(x)) <2e.
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2.6.5. E) Foérmula para el argumento de un niimero complejo.

Proposicion. Para todo z = x +iy € C*, si definimos ¥ por

¥ = 2arctan si ze CH\R™
x+ 2|
V=rm si zeR™

entonces ¥ es el tnico niimero real en | — 7, | que verifica que

z=z| (cos ¥ +isen ).

Demostracion. Supuesto que existan dos elementos ¥, ¥y que verifiquen lo anterior, entonces,
se tendria que
cos ¥ = cos Yy, sen ¥ = sen vy,

por tanto,
cos(¥ — ) = cos ¥ cos Yy +senVseny = 1,

de donde ¥ — ¥y € 2nZ y como ¥, %y €] — 7, 7], entonces ¥ = y.
Comprobamos ahora la existencia y unicamente lo hacemos en el caso de que
z € C*\{R™}. Tomamos

V¥ = 2arctan ———

x+ |z
v _ Y
por tanto tan 3 = =, de donde
, O , ¥ cos?¥—sen’? 1—tan®2
cos = cos” — —sen” — = 5 5 = 5=
2 2 cos?S+sen?y  14tan’¥

_ Gt le)? -y P2y 20—y 2x(xtle)  x

P 2Pl 20 (el +x) el

Andlogamente se tiene

O ) 2sen§cos% 2tan%
send = 2sen — cos — = 5 5 = 5 =
2 2 sen? 5 + cos? £ 1 + tan? 5

Yy

207 G+e)
- — = =
gt Y HEERD
2y(x+z]) _ 2y(xtlel) oy

Va2 a2y 4+ 20z 20zf(z[+x) ]

Dado z € C* se llama argumento de z a todo nimero real ¢ que verifique la igualdad
7= |z|(cost +isent).
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2.8. Resumen de resultados del Tema 2.

Espacio normado. Si X es un espacio vectorial real, una norma en X es una funcién
|1l : X — R verificando

i) [[x]|=0<x=0.
i) ||Ax]| = |A| ||x]|, VA € R, Vx € X (homogeneidad).

iii) |lx+y| <|lx||+ |lyll, ¥x,y € X (desigualdad triangular).

El par ordenado (X, || -||) se llama espacio normado.

Espacio métrico. Una distancia (o métrica) definida en un conjunto no vacio E es una
funcién d : E x E — R que verifica:

l. d(x,y) =0=x=y.

2. d(x,y) =d(y,x), Vx,y € E (propiedad simétrica).

)
3. d(x,2) <d(x,y)+d(y,z), Vx,y,z € E (desigualdad triangular).

Al par ordenado (E,d) se le denomina espacio métrico.

Topologia de un espacio métrico. Sea (E,d) un espacio métrico.
Dado a € E,r > 0, la bola abierta (resp. cerrada) de centro a y radio r son los conjuntos
dados por

B(a,r):={x€E:d(x,a) <r}, B(a,r):={x€E:d(x,a) <r}.

La esfera de centro a y radio r es el conjunto S(a,r) := {x € E : d(x,a) =r}.
Un subconjunto O de un espacio métrico (E,d) se dice abierto si verifica:

Va € O,3r>0:B(a,r) C O.

Asi pues, un subconjunto es abierto si puede expresarse como union de bolas abiertas.
Todo espacio normado es un espacio topoldgico con la topologia asociada a la distancia
definida por d(x,y) := [[x —y||.

Convergencia. Una sucesion {x, } de elementos de un espacio métrico (E,d) es convergente
a x si {d(x,,x)} — 0. El concepto de convergencia es topol4gico, esto es, si en un espacio E
dos distancias d y d* generan la misma topologia, entonces las sucesiones convergentes en
(E,d)yen (E,d") son las mismas (y ademds tienen los mismos limites).

La convergencia en el espacio normado (%[a, D], ||.||~) se llama convergencia uniforme,
esto es,

s s (e >0, ImeN: n>m= | fulx) = Fx)| <&, Vx e a,b]].
Una sucesion {x,} de elementos de un espacio métrico (E,d) es de Cauchy si se verifica

Ve>0,dmeN:p,g>m=d(xp,x;) <€
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equivalentemente,
Ve>0,dmeN: [n>m, he N]|=d(x,4p,x,) < €.

Toda sucesion convergente es de Cauchy, pero el reciproco no es cierto. Aquellos espacios
métricos que verifican que toda sucesion de Cauchy es convergente se llaman completos. Un
espacio normado y completo para la métrica asociada a la norma es un espacio de Banach.

Normas equivalentes. Dos normas || - || y || - || en un mismo espacio vectorial X se dicen
equivalentes si existen constantes m, M > 0 verificando

ml|x|| < [ x[| < Mx]], vx € X,
equivalentemente, (Proposicion 2.20) si ambas normas generan la misma topologia.

Teorema de Hausdorff. Todas las normas en RV son equivalentes.

Como consecuencia, existe una tnica topologia en RV que proceda de una norma, a la que
llamamos topologia de la norma en R". Los abiertos en R" son las uniones de bolas abiertas
para cualquier norma.

Teorema de complitud. En R", toda sucesion de Cauchy es convergente, esto es, RV es
un espacio de Banach con cualquier norma.

Conjunto acotado. Un subconjunto A de un espacio métrico (E,d) se dice acotado si
A C B(xo,M) para convenientes xo € E, M > 0.
Toda sucesion de Cauchy es acotada.

Teorema de Bolzano-Weierstrass. R" verifica la propiedad de Bolzano-Weierstrass, es
decir, toda sucesion acotada en RV admite una parcial convergente.

Compactos. En R" los subconjuntos cerrados y acotados se llaman compactos.

Los compactos de RY se caracterizan como aquellos subconjuntos K en los que toda
sucesion de puntos de K admite una sucesion parcial convergente a un punto de K (Teorema
2.28). Esta caracterizacion es la que se toma como definicién de compacto en un espacio
métrico.

En un espacio métrico el Teorema de Heine-Borel-Lebesgue afirma que un subconjunto
K es compacto si, y s6lo si, verifica el axioma de Heine-Borel: todo recubrimiento por abier-
tos de K admite un subrecubrimiento finito, esto es, si % es una familia de abiertos de E
tales que K C Uyeq U, entonces existen n € Ny Uy, --- U, € % tal que K C J!_, U;. Esta
caracterizacion es la que se toma como definicién de compacto en un espacio topoldgico.

En general, si A es un subconjunto de un espacio métrico (E,d), los abiertos de A o
abiertos relativos son las intersecciones de los abiertos de E con A. A dicha topologia en
A se le llama la topologia inducida.

Nota: La compacidad de un subconjunto K de un espacio topoldgico es una propiedad
intrinseca del espacio topoldgico (K, topologia inducida).

Convexos. Un subconjunto A de RY es convexo si

la,b] :={a+t(b—a):t€|0,1]} CA, Va,bcA.
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Conexos. Un subconjunto C de R" es conexo si verifica que la tinica particién de C en
dos abiertos relativos es la trivial. Todo convexo de R es conexo.

Funcion continua. Sean (E,d), (F,p) espacios métricos, A CE, f:A— Fya€A.Se
dice que la funcién f es continua en el punto a si

(V{an} en A {an} % a] = {f(an)} > fla)

El concepto de continuidad entre espacios métricos es topoldgico.

El estudio de la continuidad de los campos vectoriales se reduce al de sus campos es-
calares componentes: Si f = (fi,...,fu) : A C RY — RM es un campo vectorial y a es un
punto de A, entonces

f es continuo en a < f; es continuoena, Vi=1,...,M.

Regla de la cadena para funciones continuas. Sean E|, E,, E3 espacios métricos, A C
E|, f:A— E), BCE, g:B— E3 y supongamos que f(A) C B. Si f es continua en un
punto a de A y g es continua en f(a), entonces la composicion go f es continua en a. Como
consecuencia, si f y g son continuas, entonces go f es continua.

Algebra de las funciones continuas. Sean (E,d) un espacio métrico, (X, ||.||) un espacio
normadoya €A C E.

i) Sif,g:A— X soncontinuasena y A € R, entonces f +g y Af son continuas en a.

ii) Sif:A— Ryg:A— X son continuas en a, entonces fg es continua en a.

) ) 1 )
iii) Si f:A— Rescontinuaenay f(x) #0, Vx € A, entonces — es continua en a.

iv) Sif,g:A— R son continuasenay g(x) #0, Vx € A, entonces ]—c es continua en a.
8

Caracter local de la continuidad. Sean E,F espacios métricos, ACE, f:A—Fy
b € B C A. Si B es un “entorno relativo” de b (existe r > 0 tal que B(b,r)NA C B) y fip es
continua en b, entonces f es continua en b. En particular, si f : E — F, B C E es abierto y si
J|p es continua, entonces f es continua en B.

€ — O-caracterizacion de la continuidad. Sean (E,d), (F,p) espacios métricos, A C E,
f:A— F ya € A. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) f escontinuaen a.

xX€eA

ii) Ve >0, E|3>O:{ d(x,a) < &

} = p(f(x),f(a)) < €, equivalentemente,

Ve>0,38>0: f(B(a,8)NA) C B(f(a),e).
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Como consecuencia de la caracterizacion de la continuidad global (Proposicion 2.47) se
tiene:

Sean (E,d) un espacio métrico y f : E — R una aplicacion continua. Denotemos por 3
(resp. %) la familia de los abiertos (resp. cerrados) de E. Entonces para todo a € R se tiene
que:

X

i) {x€E: f(x

Hf(x)
(%)
iii) {x€E: f(x)<a} € 7.
iv) {x€E: f(x) >
(x) =

v) {xeE: f(x

Los compactos se conservan por funciones continuas (Teorema 2.50) y, como consecuen-
cia las funciones continuas en un compacto valuadas en R alcanzan su minimo y su maximo
absolutos (Propiedad de compacidad: Corolario 2.51). Asimismo, los conexos se conservan
por funciones continuas (Teorema 2.54).

Teorema de Dini. Sean K un subconjunto compacto de un espacio métrico y { f,} una
sucesion mondtona de funciones continuas de K en R que converge puntualmente en K a una
funcién continua f. Entonces la convergencia es uniforme en K.

Continuidad uniforme. Sean (E,d) y (F,p) espacios métricos, AC Ey f:A — F una
funcidn. Se dice que f es uniformemente continua si

Ve>0,36>0: [x,y €A, d(x,y) <8]=p(f(x),f(y) <e

Teorema de Heine. Sean E y F espacios métricos, K C E compactoy f : K — F una
funcién continua. Entonces f es uniformemente continua.

Limite funcional. Sean (E,d) y (F,p) espacios métricos, A C E, f : A — F, & un punto
de acumulacién de A y ¢ € F. Se dice que ¢ es el limite de f en & (o que f tiende a ¢ cuando
x tiende a o, y se nota f(x) — £ cuando x — @), si

[V{an} en A, ay # &, {an} > @] = {flan)} B 1.
El concepto de limite funcional entre espacios métricos es también topoldgico.

Reduccién a campos escalares. Sean M, N naturales, AC RN, f = (fi,...,fu):A — R
un campo vectorial en A y o un punto de acumulacion de A. Entonces

f tiene Iimite en o < f; tiene limiteen @, Vi=1,...,M.
En tal caso,

lim f(x) = (lim £ (x),..., lim fis (x)).

xX—Q
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Algebra de limites. SeanA C RV, o un punto de acumulacion de A, f,g:A—RyA eR.
Se verifica:

i) Si f,g tienen limite en o, entonces f +g y A f tienen limite en @ y
lim (f 4 ¢g)(x) = lim f(x)+ lim g(x),
x—o x—o xX—Oo

lim (Af)(x) = A lim f(x).

X—0 X—

ii) Si f,g tienen limite en , entonces fg tiene limite en & y

lim (fg)(x) = lim f(x) lim g(x).

xX—0o xX—Q

iii) Si f,g tienen limite en o, g(x) # 0 Vx € A, y lim,_,¢ g(x) # 0, entonces % tiene Iimite
enay
~ limy g f(x)

x—o g a limxﬂa g(x) '

Relacion entre limite funcional y continuidad. Sean E,F espacios métricos, A C E,
f:A— F ya un punto de A.

i) Sia es un punto aislado de A, entonces f es continua en a.

ii) Si a es un punto de acumulacion de A, entonces f es continua en a si, y solo si,

limy_, f(x)=f(a).

Coordenadas polares. Existe una biyeccion de R™ x] — 7, 7] sobre R?\ {(0,0)}. Esto

es, dado (x,y) € R?\ {(0,0)} existe un tinico (p,®) € R* x] — &, ] tal que
xX=pcos¥,y=p sen V.

Al par (p, ) se le llama coordenadas polares del punto (x,y).

Proposicién (coordenadas polares). Sean f : R?\ {(0,0)} — R una funcién y ¢ un
numero real. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) lim(x,y)H(O,O) f(xvy) =L
i) Y€ > 0,30 >0: 0 < ||(x,y)|| < 8 = |f(x,y) —{| < &.
iii) limp_o f(p cos ©,p sen ¥) = ¢ uniformemente en ¥, es decir:

Ve>0,36>0: [0<p<d, deR]|=|f(pcosd,p sen ¥)—{| <e.
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iv) Para cualquier sucesion {p,} de positivos convergente a cero y cualquier sucesion de
reales {¥,} (si queremos |3¥,| < ), se verifica que

{f(pn cos Uy, P, sen 19;1)} — 4.

Limites direccionales. Sea f : R?\ {(a,b)} — R. Si existe

lim x,y) =14,
(xyy)—>(a7b)f( ?)

entonces, para cada ¥ €] — m, |, existe

limof(a-l-p cos O,b+p sen V) = (.
p—

Los anteriores limites se llaman limites direccionales en la direccion V.

En consecuencia, de existir Iimite han de existir todos los Iimites direccionales y ser
iguales al limite.

En la préctica es usual para calcular los Iimites direccionales de f(x,y) en el punto (a,b),
considerar las rectas y = b+m(x — a) (de pendiente m y que pasa por (a,b)) y hallar el limite

lim f(x,b+m(x—a)).

X—a






Acosta, Aparicio y Moreno 71

2.9.

Ejercicios del Tema 2.

Los problemas en los que aparezca el simbolo * se suponen conocidos. En clase nos
dedicaremos a los demas.

Se recomienda (con las debidas precauciones) el uso de Mathematica (o programas
similares) para dibujar las funciones que aparezcan en los problemas, especialmente en
los que se pretende estudiar la convergencia puntual y uniforme, y en los problemas de
calculo de limites.

2.1

2.2

2.3

Probar que en el espacio vectorial € ’[a,b] de las funciones reales continuas definidas
en el intervalo [a, b] la aplicacion

[1flleo := max {| f(x)] : x € [a, ]}

€S una norma.

Probar que la sucesion de funciones { f,,} definidas por
fu(x) :=x" ¥xe€0,1], Vn eN

converge puntualmente en [0, 1] pero no converge uniformemente en [0, 1[. Pruébese
que, de hecho, {f,} no admite parciales convergentes en ¢’[0, 1]. Sin embargo, { f,,}
converge uniformemente en [0, o] con 0 < ot < 1.

Indicacién: Usese la monotonia de {f} para probar que no hay parciales convergentes.

Consideremos el espacio vectorial €’[0,2] de las funciones continuas definidas en [0, 2].
Probar que

i) (€]0,2],]|.]|) es un espacio de Banach.

ii) (¢]0,2],].][1) es un espacio normado no completo, donde || f||; := f02 | f(x)|dx.

iii) ;Son equivalentes las anteriores normas?

Indicacién:

i) {fu} ||-]|-Cauchy = {f,(a)} es de Cauchy para todo a € [0,2]. El Teorema de
complitud nos sugiere la siguiente candidata a limite:

fla) :=tim fu(a), (a€[0,2)).

Utilizando la condicién de Cauchy “a tope” pruébese que f es acotada y que {f,}
converge uniformemente a f. El Teorema de conservacion de la continuidad por con-
vergencia uniforme asegura que f es continua.

ii) Pruébese que si g(a) # 0, entonces, usando la continuidad de g en a, existe 8 > 0

tal que [ |g(x)|dx > &2‘”'5.
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24

2.5

2. Continuidad y limite funcional.

Sea { f,} la sucesion decreciente de funciones continuas dada por

¥ sixe]0,1]
f”(x)'_{l sixell,2 el

Probar que {f,,} es ||.||i-Cauchy utilizando que

/Ozlfm—fnls/()lfn:ﬁ.

Para demostrar que dicha sucesién no es convergente en (%[0,2], ||.||1), obsérvese que
si f fuese la funcion limite, entonces para cada 0 < a < 1 se tendria

OSA|ﬂ§ALM+AIﬁ—ﬂ§aﬂWHWh—ﬂhHQ

de donde se deduce que f(a) =0y por continuidad f(1) = 0.

Por otra parte
2 2
o< [(t=fi= [ 1= fI< 1=l —0
obliga a que f(1) = 1.

iif) Para cada natural n basta considerar la funcién

_f —nx+1 sixe[0,1]
falx) = { 0 sixe [l 2]
También se puede usar que la norma || - || es completa y | - |; no lo es.

Probar que la sucesion de funciones

Falx) = (1+$)", VxR, VneN

gn(x) :=n(Yx—1), VxeR", VneN
convergen puntualmente en su dominio pero no uniformemente.

Probar también que convergen uniformemente en todo intervalo compacto.
Indicacién: Usese la desigualdad entre la media geométrica y aritmética para probar la
monotonia de la sucesion y apliquese el Teorema de Dini. En el segundo caso puede
calcularse ||g || (en acotados) derivando.

a) Constriyase una sucesion { f,,} de funciones en la esfera unidad de %[0, 1] tal que
1fp = falle =1, VP #4q.
Indicacién: Témese, por ejemplo,

1 six € [0,21—2]
1 six € [0,1]

filx) = Hx) =8 —22(x— %) six € [%, %]
—2(x—1) sixe[}1]

0 six e [3,1].
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2.6

2.7

2.8

2.9

b) (Es compacta la bola unidad cerrada de €’[0, 1]?

Sea A un subconjunto de un espacio de Banach. Probar que equivalen las
siguientes afirmaciones.
i) A es completo.

ii) A es cerrado.

Probar que el cierre de un subespacio de un espacio normado es un subespacio y que
los subespacios de R" son cerrados.

Indicacion. Véase el Ejercicio 2.6.

Pruébese que no existe mas espacio normado de dimensién N que RY con una conve-
niente norma. Es decir, si (X, ||.||) es un espacio normado de dimension N, entonces
existe una norma ||. ||| en RY y una biyeccién lineal

: N
S+ G — (RE LD
isométrica (i.e., || f(x) ||| = ||x|| para todo x en X). Dediizcase que en todo espacio finito-
dimensional hay una tnica topologia que proceda de una norma.

Indicacién: Sea f : X — RY una biyeccion lineal (jdescribase!). Basta comprobar que
Il £(x) ]| := ||x|| es una norma en R

Sea N un niimero natural y sean o, 01, ..., 0y nimeros reales distintos. En el espacio
vectorial X de todas las funciones polindmicas de grado menor o igual que N definimos:

N
/1] ¢Zk;)|f(06k)|, (f € X).

Probar que

i) |||l es una norma en X.
ii) La topologia que genera esta norma no depende de la eleccion de los reales .

iii) Una sucesion {p,} en X converge uniformemente en un intervalo [a,b] si, y s6lo
si, existen N + 1 nimeros reales distintos del intervalo [a,b], Bo, b1, .-, Bn, tales
que {pn(Bx)} converge parak =0,1,...,N.

Indicacién. Usese que si NV es un nimero natural, xg, ..., xy son nimeros reales distintos
y Yo,-...,yN Son numeros reales cualesquiera, existe un unico polinomio p de grado
menor o igual que N tal que

yi = p(x;) parai =0,1,....,N.
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2.10

2.11

2.12

2.13

2.14

2. Continuidad y limite funcional.

De hecho el polinomio p viene dado por la expresién

N o TT:(x—
r#z(x xr)
X)= — .
p) ig(’)ylnr#i(xi_xr>
Sean M un subespacio vectorial de (RM,|-|) y xo € RY. Probar que existe

mgy € M que materializa la distancia de xo a M, es decir,
||xo — mp|| = dist (xo, M) := inf{||xo —m|| : m € M}.

(Se dice que los subespacios de RY son proximinales, por verificarse lo anterior).

Indicacién: Justificar la existencia de una sucesion acotada {m,} en M tal que

{||x0 — my||} — dist (xo,M).

Sea M un subespacio propio de RV . Probar que existe un vector x de la esfera unidad
tal que dist(x,M) = 1.

Indicacién: Sea xg € RV \ M y sea mg € M tal que ||xo — mo|| = dist (xo,M). Considerar

el vector normalizado de xg — my.

Probar que todo espacio normado X es homeomorfo a su bola abierta B(0, 1), es decir,
existe una biyeccion bicontinua (continua con inversa continua) de X sobre B(0,1).

Indicacién: Véase el Ejercicio 1.5.

Sean E, F espacios métricos, A C E'y f : A — F una funcién. Probar que si f conserva
las sucesiones convergentes, entonces f es continua.

Sea (E,d) un espacio métrico. Pruébese que

i) Ladistanciad : E x E — R es continua.

ii) S1 A C E es un subconjunto no vacio, definimos
dist(x,A) = inf{d(x,a) :€ A} (x€E).

Pruébese que la funcién x — d(x,A) es continua en E. De hecho, la afirmacién
anterior es consecuencia de la siguiente desigualdad:

|dist(x,A) — dist(y,A)| < d(x,y), Vx,y €E.
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2.15

2.16

2.17

2.18

Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico (E,d). Se define el didmetro de
A como

diam (A) = sup{d(x,y) : x,y € A} € R} U{+oeo}.

Pruébese que:

1. diam (A) = diam (A).

2. A= {x€ E: dist(x,E\A) >0} y A={xe€E: dist(x,A) = 0}. Deducir que
en un espacio métrico todo conjunto abierto se puede expresar como una unién
numerable de conjuntos cerrados y que cada conjunto cerrado se puede expresar
como una interseccion numerable de abiertos.

3. Si x es un vector de un espacio normado y r > 0, entonces B(x,r) = B(x,r) y
diam (B(x,r)) = 2r. ;Son ciertas las anteriores igualdades para un espacio métri-
co cualquiera?

Indicacion: Usar el Corolario 2.48 y el Ejercicio 2.14.

Lema de Uryshon para espacios métricos.

Sean A y B subconjuntos no vacios, cerrados y disjuntos de un espacio métrico E.
Probar que existe una aplicacién continua f : E — R verificando:

0<f<1, f(A)={0}, f(B) = {1}.
Deducir que existen subconjuntos abiertos U,V de E tales que:
ACU,BCV.,UNV=0.
Indicacién: Considérese la funcion

B dist(x,A)
~ dist(x,A) +dist(x, B)

f(x) (x€€E).

Para probar la continuidad de esta funcion, tsese el Ejercicio 2.14.

Decimos que una familia de subconjuntos de un conjunto tiene la propiedad de la
interseccion finita si la interseccion de cualquier subfamilia finita tiene interseccion
no vacia. Probar que un espacio topolégico K es compacto si, y solo si, toda familia
{F;}ier de cerrados de K tal que Nje7(F;) = @ no verifica la propiedad de la interseccion
finita.

Pruébese que una funcién real f € €'[a,b] es uniformemente continua. De hecho,
existe una constante M > 0 tal que

1f(y) = f(x)| <My —x|, Vx,y € [a,b].

Indicacién: Teorema del valor medio.
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2.19 Sea A un conjunto no cerrado de un espacio métrico (E,d). Probar que existe una
aplicacion continua f : A — R que no es uniformemente continua.

Indicacién: Fijado xg € A \ A, considerar la funcién

fla):= dax0)’ (a€A)

y utilizar el Ejercicio 2.14.

2.20 Sea f:R* x R* — R la funcién definida por:

Y/ T
f(x,y) = (x+y)sen ~ sen 3
i) Estudiar la existencia de limite de la funcién f en los puntos (0,0), (0,1) y (0, 7).

ii) (Es f uniformemente continua?

2.21 Limite a lo largo de una curva.

Sean E, F espacios métricos, A un subconjunto de £, o un punto de acumulacién de
Ay f:A— F.Seay:[0,1] — E una aplicacion continua verificando que ¥(]0, 1]) C
A\{a}y y(0) = a. Probar que si existe el limite lim,_, ¢ f(x), entonces existe el limite
lim, o f(7(¢)) y ademds

lim /(x) = lim £((1).

X—0 t—0
2.22 Limites iterados.

Sean [,/ intervalos de R que tienen a 0 como punto de acumulacidn,
A=1xJ\{(0,0)}y f:A— R. Consideremos las siguientes afirmaciones:

ar) [x € I\{0} = 3limy_o f(x,y) := fi(x)
az) [y € J\{0} = 3lim,—o f(x,y) := f2(y)
b) Ilim( ) (0,0)f(x,y) = L.
Probar que ;) y b) implican que f; tiene limite ¢ en 0. Los limites
lim (i lim (li
lim (lim £(x,y)), lim (lim f(x,y)).

cuando existen, se llaman limites iterados de f en (0,0).

2.23 * Estudiar la existencia de los limites iterados y del limite en (0,0) de las siguientes
funciones definidas en R?\ {(0,0)}:

X% —y? 3 {ysen)—lc sio x#0 |

<

flxy) = g(x,y) = s wlny) =19 G x—0°

x%+y?’ (x2+)2)2

2.2 | .
X7y xS 0 Xy
l/t(xyy) = X2 +y2’ v(x,y) = { Y . y% 5 h(x7y) =

o
2]
P

<

I
o
=
[3S)
_|_
<
[\S]
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2.24 * Estudiar la existencia de limite en (0,0) de las siguientes funciones reales definidas,
en cada caso, en un subconjunto apropiado de R?:

2 2
X x°y 1 1
f(xay): 5 g(x7y): 5 h(x,y)z <_+_> sen ()Cy)
x2+yt (x2+y2)3 X2 y?
3,3
X’ +y
= t 5 3 = .
u(x,y) = cot x sen y; v(x,y) Fea:

2.25 * Estudiar la continuidad de la funcién f : R? — R dada por

x%si x| < |yl
yisilx| > |y

fx,y) :{

Indicacién. Obsérvese que min {x?,y?} = Z[x> +y — x> —y?|]. También puede pro-

barse que f es continua en los puntos (x,y) tales que |x| = |y| y usar el cardcter local
de la continuidad.

2.26 * Estudiar la continuidad de la funcién f : R> — R3 definida por

22 log(1+|x|)

fle,y)=|e 7, ,sen y cos x | .
V1+x2+yt

2.27 * Estudiar la existencia de limite en (0,0) de las siguientes funciones definidas en

Rt xR* N
sen x+sen y X o
xX,y) = —— ; g(x,y)=- sen (x" + ;
f(x,y) P g(x,y) 5 (x"+»7)
xe’ + ye* y
) = gy e B(2).
(x,y) P O(xy)=x E (7

2.28 * Estudiar para qué nimeros positivos ¢ la funcién

) = S50 ) € B {(0.0)

tiene limite en (0,0).

2.29 * Demostrar que

lim ex—eyle_b lim 1—c0sxcosy:

(xy)—(0b) X T )= 00)  (/x2 42
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2.30 * Estudiar la existencia de limite en (0,0) de las siguientes funciones reales definidas,
en cada caso, en un subconjunto apropiado de R?:

flx,y) = A3y + 27, g(x,y) = 204272 —y),
’ (x24y2)2 72 (x24+y2)2
y(x2+y?) X2 +y?

h(x7y):T’ M(X,y): )C2-|-y2+1—1'

2.31 * Sea K un cuerpo un cuerpo conmutativo con una relacion de orden < verificando

i) a,b e R=a<bob <a (orden total),
ii) la,b,c € R, a <b]|= a+c < b+ c (compatible con la suma), y
iii) [a,b,c €R, a<b, 0<c]= ac < bc (compatible con el producto)

Se dota a K de la topologia del orden (los abiertos de K son las uniones de intervalos
abiertos). Probar que las siguientes afirmaciones son equivalentes

i) K verifica el axioma del supremo.

ii) K verifica el axioma de Bolzano (Toda funcién continua definida en un intervalo
que toma valores positivos y negativos se anula).

iii) K es conexo.

Como consecuencia R es el tinico cuerpo ordenado que verifica el axioma de Bolzano,
y también es el tinico cuerpo ordenado conexo



Acosta, Aparicio y Moreno 79

2.10. Soluciones a los ejercicios del Tema 2.

2.1

2.2

2.3
24

Lo dnico no rutinario es la propiedad triangular que se deduce de

[(f+) ) < [F)]+ g < 1flleo +lIglow, Vx € [, b].

La sucesion { f,, } converge puntualmente a la funcién

f:00,1] = R, f(x) ::{ (1) ziiii .

(fu—F)(1=1)=(1-1)" — ¢~ luego no hay convergencia uniforme en [0, 1].
Por ser f, monétona, si admitiese una parcial convergente, ella seria convergente en
contra de lo probado.

log €

Para probar la convergencia uniforme en [0, ¢t|, dado € > 0 témese m = e a
08

Seguir las indicaciones.
No hay convergencia uniforme en R, pues

[fa(n) = f(0)| = 2" = €"| = +oo, | fu(=2n) = f(=2n)| = |(=1)" —e™"|.
Noétese que la sucesion {|(—1)" —e~2"|} no tiene limite.

Ademis se tiene |g,(n") —g(n")| = |n(n—1—1log n)| — oo,
[gn(n™") —g(n™")| = [1+n(log(n) —1)| — +ee.

Prueba de la monotonia: Dado x € [—a, a], para n > a se tiene que

X
—' < 1, por tanto,
n

usando la desigualdad de las medias para

X
alz...:anzl—kz, an+1 =1,

s TR
n n+1 n+1

esto es, paran > a, se tiene

se obtiene

Ja(x) < fat1(x), Vx € [—a,a].

Basta ahora aplicar el Teorema de Dini a la sucesion de funciones anterior. Para el caso
de la segunda sucesién de funciones, se usa la misma técnica, obteniéndose para cada

x€eRT
ny/x+1
n+1

8nt1(x) < gu(x) & "W <

Y
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2.5

2.6

2.7

2.8

29

2.10

2. Continuidad y limite funcional.

expresiones que se deducen de la desigualdad entre la media geométrica y la aritmética
sin mds que observar que

(145) = (143) 1y w91

a)
1 six € [0, 5]
. n 1 : 1 1
fn(‘x) T _2 (x_ 2n—1) S1x € [2_"7 211—]]
0 sixe [znl,l,l]

an||°° :fn(o) =1, ”fn—i-h_anDo = (fn_fn—kh)(#) =1

Rutinario. Proposicién 2.16.

Rutinario.
Seguir las indicaciones y aplicar el Teorema de Hausdorff.

i) Rutinario.

ii) y iii) Por el ejercicio anterior, todas las normas en X son equivalentes ya que la
dimensién de X es N + 1.
Por definicién de infimo, existe una sucesién {m, } en M tal que
{llx0 — my||} — dist (xo,M).
La sucesion {m,} es acotada pues como
dm e N:n>m=|xo—my,| <dist (xo,M)+1
se tiene que
n>m=||my|| < ||m,—xol| + ||x0|| < dist (x0,M)+ 14 ||x0].

Ahora, por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, 3 {ng(,)} — mo € RY. Como M es
cerrado, por ser un subespacio finito-dimensional, se tiene que my € M. Finalmente

{HXO _mo'(n)H} — dist (xo,M)
= ||xo —mo|| = dist (x0,M).
{[lx0 = me )|} — llxo —mol|
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2.11 Noétese x:= %. Se tiene que dist(x,M) < ||x|| = 1 y para todo m € M se verifica
X0 —m
que 0—mp
e ml = ‘ Xo—mo H _ llxo—(mo+llxo —molim)|| _ dist(xo,M) _ :
[lxo —mo| |10 — mo| = [lxo = mol|
2.12 Considérense f : X — B(0, 1) dada por f(x) := 1+x|| || y su inversa
x
- Y
F10) = =
1= |ly]

2.13 Sea {a,} una sucesion en A convergente a un punto a € A. La sucesioén

{a17a7a27a7a37a7 }

es claramente convergente hacia a, luego por hipotesis también es convergente la suce-
si6n
{f(al)af(a)7f(a2>7f(a)=f<a3)7f(a)7"'}‘

Como la subsucesién de los términos pares converge a f(a), igual le ocurre a la de los
términos impares, es decir, {f(a,)} — f(a).

2.14 i) La continuidad de la aplicacion distancia se sigue de:
|d(x,y) = d(n, yn)| < 1d(x,7) = d(y,20) |+ [d (X, y) = d(xn, yn)| <
d(x,xn) +d(y7yn) S 2 d((x’y)v (-xmyn))

ii) Notese que dados elementos x,y € E'y a € A se verifica:
dist(x,A) < d(x,a) <d(x,y)+d(y,a),
y reorganizando los términos de la desigualdad anterior tenemos
dist(x,A) —d(x,y) <d(y,a), Va € A.
Tomando infimo en la expresion anterior se obtiene
dist(x,A) —d(x,y) < dist(y,A),

esto es,
dist(x,A) — dist(y,A) < d(x,y).

Basta intercambiar los papeles de x e y para obtener
|dist(x,A) —dist(y,A)| < d(x,y),

de donde se deduce inmediatamente la continuidad de la funcion
x — dist(x,A).
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2.15

2. Continuidad y limite funcional.

1. Suponemos que A es acotado, pues en otro caso queda la igualdad oo = oo, Es

claro que diam (A) < diam (A). Para probar la otra desigualdad, sean x,y € A
y tomemos dos sucesiones {x,},{y,} en A con {x,} — x, {y,} — y. Para cada
natural n, se tiene

d(x,y) < d(x,xn) +d(xXn, yn) +d(yn,y) < d(x,x,) + diam (A) +d(yn,y)
y en consecuencia, tomando limites d(x,y) < diam (A),Vx,y € A, equivalente-
mente diam (A) < diam (A).
x€A < [IHa,} — xcona, €A] < dist(x,A) =0.

XEA = x¢ E\A < dist(x,E\A) > 0.

En consecuencia,

A=) {y € E :dist(y,A) < %}

neN

A= {xGE dist(x,E \ A) >
neN

S | =

. Por ser el cierre de un conjunto el menor cerrado conteniéndolo, se tiene que

B(x,r) C B(x,r).

Para la otra inclusion, nétese que si d(x,y) = r, entonces y € B(x, r) pues

{x+ ?(Y X)}—y,

y para cada natural n es

x+ nn?(y—x) € B(x,r).

Del primer apartado se sigue que
diam (B(x,r)) = diam B(x,r) = diam (B(x,r)) = 2r,
ya que si a,b € B(x,r),
d(a,b) <d(a,x)+d(x,b) <r+r=2r,

y por tanto
diam (B(x,r)) < 2r.

La otra desigualdad se sigue de que, dado s € Sx se tiene que

x—rs,x+rs€B(x,r) y d(x+rs,x—rs)=|_2rs|| =2r.

Con la métrica trivial se tiene que diam (B(x,1)) =0, y si ademds E tiene mds
de un punto B(x,1) = {x} # E = B(x,1).
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2.16 Dado un subconjunto @ # A de un espacio métrico, es facil comprobar que la funcién

2.17

2.18

2.19

2.20

x — dist(x,A),
es continua (Ejercicio 2.14).
Definimos entonces la funcién f : R — R por
dist(x,A)
fO) == : :
dist(x,A) + dist(x, B)

que estd bien definida pues A y B son cerrados disjuntos. De la continuidad de la apli-
cacion distancia se deduce la continuidad de f. Es inmediato que esta aplicacion veri-
ficaque 0 < f <1, f(A) ={0} y f(B) = {1}. Por iltimo, sean

U::{er;f(x)<%}, V= {er:f(x)>%}

que son abiertos por la continuidad de f y que claramente verifican A CU, B CV'y
unv =0.

Vx e E,

Usese el axioma de Heine-Borel y el paso a complementos.
Seguir la indicacion.
Sea xg € A\ A. Es claro que f(a) := m, Va € A, es continua. Sea {a, } una sucesién

en A tal que d(xg,a,) < 1, Vn € N. Se tiene entonces que la sucesién {f(a,)} no estd
acotada (n < f(ay), Vn € N), lo que impide que f sea uniformemente continua. En
efecto, si f fuese uniformemente continua, fijado € > 0 existiria 6 > 0 tal que

oy €A,d(x,y) < 8] = |f(x) = fY)| <&

de donde se deduce que la funcion f conservaria las sucesiones de Cauchy.

i) Como |f(x,y)| < [[(x,y)]|1 se tiene que lim(, ) (0,0) f(x,y) = 0.
Para (x,y) € R* x R* cerca de (0,1) se tiene

£ ()] < 2[sen %1,

luego lim(x,y)ﬂ(o,l) f(xvy) =0.

Veamos que f no tiene limite en (0, 7). Sea a, = (ﬁﬂ, ), Vn € N. Entonces

mwsenl simespar
—msen 1 sinesimpar

flay) = (%%—n’)(—l)”sen 1 — {

ii) Para probar que f no es uniformemente continua basta utilizar que hay dos suce-
siones que convergen a (0, 7) cuyas sucesiones imdgenes tienen limites distintos. En
efecto

{d(aan,an—1)} — 0y {|f(am)— flazm—1)|} — 27 sen 1.
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2.21

222

2.23

2.24

2. Continuidad y limite funcional.

De existir limite tienen que existir los limites a lo largo de cualquier curva y ser iguales
al limite. La demostracion es inmediata por sucesiones:

{tn} = 0,00 7 0] = [{7(ta)} — 0, ¥(tn) # & = {f(¥(t)) — lim f ().

La afirmacién de b) equivale a la siguiente condicién

0<[|(x,3)[]e < &
(x,y) €A

Supongamos que se verifica a;. Fijemos x € I\{0} con |x| < §. Al tomar limite cuando
y — 0 en la expresion anterior nos queda | f1 (x) —¢| < € o, lo que es igual, lim,_q fi(x) =
¢. Hemos probado que lim,_.o(lim,_¢ f(x,y)) = ¢. La demostracién del otro caso es
andloga.

V8>(),E|5>O:{ }:>\f(x,y)—€|§8.

f: Como lim,_o(limy_o f(x,y)) = 1y limy_o(lim,—0 f(x,y)) = —1 no existe limite.

3
g: De lim,_,0g(x,y) = <|§—|> se sigue que no existe lim,_,o(lim,_og(x,y)) y por tanto
tampoco g tiene limite.

h: Los limites iterados valen cero, pero como h(t,t) = % (sit > 0), concluimos que no
existe limite.

u: Los limites iterados valen cero, luego de existir limite este es cero.

Jxy|? .
u(x, < + — 0= lim u(x,y)=0.
|u(x,y)| = PEa 4( %) ol ™o (x,y)

v: No existe lim,_,ov(x,y). Como limy_o(lim,_ov(x,y)) = 0, de existir limite este es
cero. De [v(x,y)| < |x| se sigue que lim(, ) (0,0)v(x,y) = 0.

)—
w: No existe lim,_ow(x,y). Como lim,_,o(limy_ow(x,y)) = 0, de existir limite este es
cero. De [w(x,y)| < [y| se sigue que lim(, ,)_,(9,0) w(x,y) = 0.

Sumando las dos ultimas funciones obtenemos una funcién que no tiene limites iterados
y sin embargo tiene limite.

f: Como f(0,t) =0y f(t>,1) = 2 no existe limite.

g:Como g(0,7) =01y g(t,t) = ‘t—|2%ﬁ no existe limite.

(
h: Como h(t,t) — 2y h(2t,t) — % no existe limite.
u: Como u(t,t) — 1y u(t,—t) — —1 no existe limite.

v: Como v(t,0) = ¢, de existir limite ha de ser cero.

P+ L \y |
= + <+ =lEyh

< =
’V(X,y)| — X2+y2 x2+y2 x2+y2 X2 y

luego limy. ) _(0,0) v(x,y) = 0.
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2.25

2.26

2.27

2.28

f(x,y) = min {x?,y?} = %[x2 +y? — |x? —y?|] y por tanto continua por la continuidad
de los polinomios, del valor absoluto, la regla de la cadena, etc.

También se puede hacer directamente teniendo en cuenta el caricter local de la con-
tinuidad y el estudio de la funcién en las bisectrices de los cuadrantes.

La funcién f es continua por serlo cada unas de sus tres campos escalares componentes.

Para encontrar el candidato a limite o demostrar que no existe, estudiense los limites
direccionales pues de existir limite han de existir todos y ser iguales al limite. De haber
candidato a limite, para probar si tal candidato es o no el limite hay que acudir a la
definicidn y utilizar convenientes acotaciones.

frlime ) 0,0) f(x,0) = 1.

sen x+sen y 1l < sen x —x seny —y 0
—_— — ﬁ .
x+y B X y
2,2 2,2 ) )
g g(x,y) = *a ;fy ) Se(r; (21;?) ). Como el segundo factor tiene limite 1, basta estudiar el

primero, g1, que tiene limite direccional cero en todas las direcciones. Pero g no esta

acotada en un entorno de (0,0) (ya que g1 (2, n%) =n+ nls) por lo que no existe el limite.

h: lim(x@_)(o’o)h(x,x) =1.

xe’ 4-ye*
X+y

_4§W—H+M—HHQ

luego lim, y)_(0,0) A(x,y) = 1.
@®: Como 0 < E(%) < % = 0 < ®(x,y) <y se tiene que lim(w)ﬂ(o,o) ®(x,y) =0.

Acotaciones utiles:

xy| < 3(x2+y2), V(x,y) € R2, |sen x| < |x|,|arctan x| < |x|, Vx € R.
2

Se tiene que |sen(xy)| < |xy| < 3(x*+)?) con lo que

1
a<l=|flxy)|<=+y)"%= lim x,y) =0.
ey = 567 +y) (W)H(O’O)f( y)

sen(x?)
2x2

—

Por otra parte, si @ = 1 no existe limite pues f(x,0) =0y f(x,x) = %

. . L. sen(x?) y2(1-a) P
Y si @ > 1 tampoco existe el limite ya que f(x,x) = — 5 "5 ho estd acotada.
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2.29
e —e -1 1-eV e —1 I —ev
+ = +y — 1-b,
X X X X yx

pues % — 1 si x — 0 (derivada de la exponencial).

1 —ev

yXx

(x,y) = (0,b) = xy - 0=

(cos x)(1 —cosy)+1—cosx
/x2_|_y2

1—cosy 1 —cos x
y +

1 —cosxcosy

N

< |1 —cos y|+ |1 —cos x| <

S e

— 0 (derivada del coseno).

X

2.30 f: f(x,0) =1, £(0,y) =0, luego no existe limite.

g: Como g(x,0) = 2x, de existir limite este es cero.
1g(p cos ©,p sen B)| = p|2cos®® + 2sen’ ¥ (2cos* ¥ —sen’ ¥)| < 8p,

luego limy ) (0,0)g(x,y) = 0.
h: Como h(x,0) = 0, de existir limite este es cero.

\h(p cos ©,p sen ¥)| = p?|rg B

Sea {p,} — 0. Para cada n, sea ¥, con 0 < ¥, < 7 tal que p>tg ¥, = 1. La proposicién
del cambio a coordenadas polares nos prueba que no existe limite de /4 pues

sup{pztgﬁ:0<19<g}:+°°, Vp > 0.

u: Como u(x,0) = ﬁ =Vx2+1+1 — 2, de existir este limite, valdria 2. De

lu(pcos ¥,psen ¥) —2| = |/p2+1—1|<esi0<p < ¢, se concluye que

lim u(x,y) =2.
(x,y)—(0,0) ()

2.31
Es el conocido Teorema de los ceros de Bolzano. Sea f : [a,b] — K una funcién con-
tinua verificando que

fla) <0< f(b).
Sea
C:={x€lab]: f(x) <0}
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que es no vacio y mayorado. Sea
c:=sup C.

Probemos que f(c) = 0. Es claro que ¢ € [a,b] y que f(c) <0,y en consecuencia ¢ < b.
Supongamos, razonando por reduccion al absurdo, que f(c¢) < 0. Por continuidad de la
funcidn f en c, existiria 6 > 0 tal que

flc+6) <0,
lo que contradice la eleccion de c.
ii) = iii)

Razonando por reduccion al absurdo, supongamos K es la unién disjunta de dos abier-
tos O1 y O no vacios. Tendriamos entonces que la funcién f : K — K definida por

—1, Vx e Oy
flx) = ’
1, Vx € Oy
seria continua (cardcter local de la continuidad) tomaria valores positivos y negativos

y no se anularia. Hemos probado que si K verifica el axioma de Bolzano, entonces K
€s conexo.

iii) = 1)

Sea A C K no vacio y mayorado. Notamos M(A) el conjunto de sus mayorantes.
Veamos que K\ M(A) es abierto. En efecto si m € K\ M(A), existe a € A tal que
m < a, con lo cual

| —,a[Cc K\M(A).

Si suponemos que M(A) no tiene minimo, serfa también abierto. En efecto si M €
M(A), existiria M’ € M(A) con M’ < M, y en consecuencia

M, — [C M(A).

Tendriamos entonces que { K\ M(A),M(A)} seria una desconexién de K. Hemos proba-
do que K es conexo, entonces K verifica el axioma del supremo.
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2.11. Breve biografia de los matematicos mencionados en
los temas 1y 2

Arquimedes de Siracusa, (287-212 a.C.).

Naci6 en Siracusa, Sicilia. Estudié con los sucesores de Euclides en Alejandria, con los
que se mantuvo después en contacto y les comunicaba sus avances. Fue bastante conocido
por sus contemporaneos como el inventor de algunas “eficaces” maquinas de guerra.

Es considerado como uno de los més grandes matematicos de todos los tiempos. Usé
el método de exhauccidn, que fue el origen de la integracion, y que le permitié calcular
areas, volimenes y superficies. Di6 una aproximacion del nimero 7, asi como un método
para aproximar raices cuadradas. En mecénica, descubri6 resultados fundamentales sobre el
centro de gravedad de cuerpos. El famoso resultado que lleva su nombre, da el peso de un
cuerpo inmerso en un liquido.

Muchos de sus trabajos han sobrevivido hasta la actualidad, como: Sobre equilibrios en
el plano, Cuadratura de la pardbola, Sobre la esfera y el cilindro, Sobre espirales, Medida de
un circulo.

Arquimedes muri6 durante la toma de Siracusa en la Segunda Guerra Punica.

Bolzano, Bernhard (/781-1848).

Fil6sofo, 16gico y matemdtico checo de origen italiano. Ademads de sus importantes traba-
jos en el campo de los fundamentos de la 16gica, anticipd importantes concepciones relativas
a la teorfa de conjuntos y cred la primera funcién continua no derivable en ningtin punto.

Borel, Emile (/871-1956)

Matemaético y politico francés. Ocupo los cargos de diputado (1924) y ministro de Mari-
na (1925). Trabaj6 con éxito en diferentes areas de la Matematica, especialmente sobre fun-
ciones complejas, topologia, variable real y teoria de la medida. Algunas de sus aportaciones
fueron fundamentales para la moderna teorfa de la integracion.

También actué como representante de la comunidad matematica al publico general.

Trabajoé como profesor en la universidades de Lille y la Sorbona y en la “Ecole Normale
Supérieure”. Publico6 mds de 300 trabajos, entre articulos y libros. También fue editor de
una importante coleccion de libros, en la cual publicé su obra “Lecons sur la théorie des
fonctions”. En 1921 fue nombrado miembro de la Académie des Sciences y presidente de
ésta en 1934; recibi6 la primera medalla de oro de la CNRS.

Como conferenciante impresionaba, con su aire de distincion y dignidad. Parece ser que
la demostracién del Teorema de Heine-Borel-Lebesgue (caracterizacion de la compacidad en
RM) se debe tnicamente a él.

Cantor, Georg (1854-1918).

Matematico alemdn de origen ruso. Se le considera el creador de la llamada teoria de con-
juntos y de la teoria de los nimeros transfinitos. Su obra impulsé una revisiéon en profundidad
de los fundamentos de las matematicas.
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Cauchy, barén Augustin (/789-1857).

Matematico francés. Autor de mas de 700 memorias en diversos campos de la ciencia,
introdujo métodos rigurosos en el campo del andlisis y cre6 la llamada teoria de las funciones
analiticas.

Dedekind, Richard (/831-1916).

Matemadtico aleman. Alumno de Gauss, e introductor en el campo del analisis de las
nociones que permiten precisar el concepto de nimero inconmensurable. Se le deben trabajos
relativos, entre otros, a las integrales eulerianas, a los nimeros irracionales, a las ecuaciones
y funciones algebraicas, etc.

Dini, Ulisse (1845-1918)

Matematico italiano nacido en Pisa. Se doctor6 en Ciencias en 1864. Desde 1866 desem-
ped varias catedras en la Universidad de Pisa, entre otras la de Andlisis Matematico y Fisica
Matematica. Fue diputado del Parlamento italiano y senador. Escribi6 varios articulos y tres
libros: Analisi infinitesimali (1878), Fondamenti per la teorica delle funzioni di variabili re-
ali (1878) y Sopra la serie de Fourier (1880). Sus conocidos teorema y criterio aparecen,
respectivamente, en el primer y tercer libro.

Euclides (asio 300 a. C.)

Matemadtico griego, fundador de la escuela de Alejandria (afio 322 a. C.). Ademds de
sus aportaciones a otros campos del saber como la dptica, su principal obra fue la llamada
Elementos, considerada la obra de geometria por excelencia, un completo tratado sobre la
geometria cldsica y la légica, y que contiene el famoso postulado que lleva su nombre. Esta
obra ha sido usada durante varios siglos, y en ella Euclides recogio6 el trabajo de Pitdgoras e
Hipdcrates, entre otros.

Euclides establecio6 postulados (conjunto de hipdtesis de trabajo) a partir de los cuales de-
mostraba resultados. También fue autor de varias obras mds sobre geometria plana, geometria
esférica y perspectiva. Posiblemente ha sido el matematico més influyente en la historia de la
geometria. Tal influencia llegé6 incluso hasta Galileo o Newton.

Hausdorff, Felix (/868-1942)

Matematico alemdn que desarrollé nociones bdsicas como las de limite, continuidad,
conexion y compacidad. Fundamenté la topologia. En 1897 empez6 a publicar sus traba-
jos sobre geometria, nimeros complejos y probabilidad. También se intereso en el trabajo de
Cantor sobre teoria de conjuntos y en el de Hilbert. Una de sus revolucionarias ideas, los espa-
cios de dimensién no entera, juegan un importante papel en la teoria de los sistemas dindmi-
cos y en la descripcion de los populares fractales. Su interés no se limitaba a las matematicas,
sino que alcanzaba también, por ejemplo, al arte o la filosofia.

Heine, Heinrich Eduard (/821-1881)

Matematico aleman. Heine hizo sus principales contribuciones de las matemaéticas en el
campo del andlisis (polinomios de Legendre, funciones de Bessel y Lamé, etc.). Formul6 el
concepto de continuidad uniforme y el Teorema de Heine-Borel-Lebesgue. Fue alumno de
Gauss en la universidad y su tesis doctoral fue dirigida por Dirichlet. Activo miembro de la
Academia Prusiana de Ciencias, recibi6 la Medalla de Gauss en 1877.
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Kronecker, Leonard (/823-1891).

Alumno en Berlin de Kummer, se opuso a las teorias de Cantor, Dedekind y Weierstrass.
Fue uno de los mds celebres algebristas del siglo XIX. Kronecker consider6 la aritmética
fundada en los numeros naturales como la unica verdadera “creacion divina”. Estudid las
propiedades de los niimeros y la teoria de los cuerpos de niimeros algebraicos. A €l se debe el
resultado que establece que un sistema de ecuaciones lineales no homogéneas es compatible
si, y solo si, la matriz de los coeficientes tiene el mismo rango que la matriz que se obtiene
al adjuntar a la anterior la columna de los términos independientes. También introdujo la
llamada funcién 6 de Kronecker, que vale uno o cero, segiin dos elementos sean iguales o
distintos, es decir,

1 sii=}],
517] -
0 sii#j

Lebesgue, Henri (1875-1941)

Matemadtico francés. Desarroll6 durante la primera década del siglo XX la integral que 11-
eva su nombre. Entré en 1894 en la “Ecole Normale Superieure”; Borel era en aquella época
profesor y Lebesgue sigui6 las ensefianzas de Borel acerca de numerosas materias, en par-
ticular los trabajos de Cantor y la definicion de medida. Lebesgue tomé conciencia de la
falta de rigor del curso de Borel. Se cuestion6 los métodos tradicionales de la Matemdtica
y tras su graduacion, estuvo trabajando de forma intensa durante dos afios en la bibliote-
ca.;Cémo se desarrollaron sus primeros trabajos? El cuenta “mi teoria de la integracién data
de la época en que yo tenia veintiuna horas de clase (y veintitrés afios)”. Dicha teoria per-
mite integrar una clase mas amplia de funciones que la integral de Riemann, y también con
mejores propiedades de convergencia. Lebesgue no lidera ningin grupo de investigacion. Sin
embargo sus habilidades pedagdgicas eran muy reconocidas.

Ademads, es autor de numerosos trabajos sobre teoria de funciones de variable real.

Peano, Giuseppe (/858-1932).

Loégico y matemdtico italiano. Ademas de la exposicion rigurosamente deductiva de diver-
sos campos de las matematicas, cred un sistema de simbolos para la descripcion y enunciados
de las proposiciones ldgicas y matemadticas sin necesidad de recurrir al lenguaje ordinario.

Weierstrass, Karl (1815-1897).

Matematico alemdan. Desarroll6 un trabajo de gran rigor en el campo del andlisis y fue
la cabeza de la escuela de analistas que acometié la revision sistemdtica de las diferentes
ramas del andlisis mateméatico. Su nombre ha quedado indisolublemente unido a la teoria de
funciones elipticas.
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Capitulo 11

Derivacion






Tema 3

Campos escalares y vectoriales
derivables. Reglas de derivacion.

La manera natural de extender a campos vectoriales el concepto de funcién real de vari-
able real derivable es introducir el concepto de derivada en el sentido de Fréchet:

Un campo vectorial f definido en A C RY y con valores en R es derivable, en el sentido
de Fréchet, en un punto a interior de A si existe T € .2 (RN, RM), el espacio de los campos
vectoriales de RY en RM | verificando

o S0~ @ - T a)

X lx—a

=0

en cuyo caso la aplicaciéon T es Unica, se denomina la derivada de la funcién f en el punto
a 'y se nota por Df(a). Los conceptos de derivabilidad y derivada son algebraico-topoldgicos
(no dependen de las normas elegidas en RY y RM).

Asi el estudio de la derivada de Fréchet para campos vectoriales requiere estar familia-
rizado con el espacio de Banach .Z(RY, RM) de los campos vectoriales lineales de RV en
RM  Empezamos estableciendo el isomorfismo que existe entre este espacio vectorial y el las
matrices .#j«n(R). Dicho isomorfismo hace corresponder a la composicién de campos el
producto de las correspondientes matrices.

Es claro que el inico campo vectorial lineal acotado es el nulo y que dos campos vectori-
ales lineales que toman los mismos valores en la esfera unidad coinciden (!Hagase!). A cada
T € £ (RN, RM) le asignamos el nimero real

1T} = max{ |7 ()| - [|x]| = 1}.

Probamos que tal aplicacién es una norma en .2 (RY,RM), y que para T € Z(RVN,RM) se
tiene
1Tl < ITI] [lxll, ¥x € RY

con lo que todo campo vectorial lineal es lipschitziano; probamos también que ||T| es la
constante de Lipschitz de 7' (véase Definicion 3.2).
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Estudiamos también los isomorfismos topolégicos en RY
Iso (RY) = {T € Z(RY) : det Ay # 0}

que serdn esenciales a la hora de establecer el Teorema de la funcién inversa. Probamos que
Iso (RY) es un abierto de .Z(RY) y que la aplicacién inversién J : Iso (RY) — Z(RV) dada
por

J(T):=T"1, VT €Tso (RY)

€s continua.
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3.1. Elespacio de Banach £ (R" RY),

En lo sucesivo, para cada dos naturales N y M, .2 (RN, RM) denotar el espacio vectorial
de los campos vectoriales lineales de RN en RM es decir, el conjunto de las aplicaciones
T : RN — RM tales que

T(x+y)=T(x)+T(y), T(Ax) =AT(x), Vx,y e RN VA €R,

con las operaciones usuales de suma y producto por escalares. En el caso de que N = M
escribiremos simplemente .Z(RV) en lugar de .2 (RN, RV).

Conviene dejar sentado desde el primer momento que el espacio vectorial .2 (RY,RY) y
el espacio vectorial .#)s«n(R) de las matrices M x N de ndmeros reales son matematica-
mente indistinguibles. Para cada T € .Z (RN, RM) definimos A7 € .#xn(R) por

G.1.1) Ap = (T,-(ej)> iy
1<j<N
donde Ty, ..., Ty son los campos escalares componentes de 7 y {ey,...,ex} es la base canoni-

ca de RV, La aplicacién de Z(RY,RM) en .#y;«n(R) definida por T — A7 es un isomor-
fismo de .Z(RY,RM) sobre .#y1«n(R), cuyo inverso es la aplicacion de .#js«n(R) sobre
Z (RN, RM) definida por A — T, donde T} es la aplicacion lineal de RN en RM dada por

(3.1.2) <TA(x)>l = Ax', Vx e RV,

En particular, si 7 € .Z(R",R), entonces A7 € R" y si A € RV, entonces la correspondiente
aplicacion Ty actia de la forma siguiente

(3.1.3) Ta(x) = (Ax), Vx € RV,
donde hemos notado por (-|) el producto escalar en RY.
Ademis esta identificacion de .2 (RN, RM) con .#js«n(R) tiene la importante siguiente
propiedad. Si T € Z(RV,RM) y § ¢ Z(RM RP), entonces
(3.1.4) A(st) =AsAr,

donde, como es usual, notamos por yuxtaposicién la composicién de los operadores Sy 7', es
decir
(ST)(x) = S(T(x)),¥x € RY.

En efecto, si x € RY se tiene que

(AsAr)¥ = As(Are') = A5 (T(x)) = (S(T(0)) = (ST)(®)' = A
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Sabemos que un campo vectorial es continuo si, y sélo si, lo son sus campos escalares
componentes. En el caso particular de campos vectoriales lineales esto es automatico, pues
en vista de 3.1.3, los campos escalares componentes son polinomios.

Es claro que si M # N, entonces no existen biyecciones lineales de R sobre RY. Ademis,
las biyecciones lineales de RV sobre RY son automiticamente bicontinuas, es decir, son
homeomorfismos lineales. Es usual la siguiente nomenclatura:

Definicion 3.1 (Isomorfismo topolégico). Si X e Y son espacios normados, una aplicacion
T : X — Y es un isomorfismo topoldgico si T es una aplicacion biyectiva, lineal y continua
cuya inversa también es continua.

Por el comentario anterior a la definicion, toda biyeccién lineal T : RN — RN es un iso-
morfismo topoldgico. En lo que sigue, notaremos Iso (RY) al conjunto de los isomorfismos
topolégicos de RV sobre RV,

A partir de 3.1.4 se obtiene que
Iso (RM) = {T € Z(R") : det Ay # 0}

y si T € Iso (RY), entonces
-1
A(Tfl) — (AT) .
Veremos enseguida que los campos vectoriales lineales son de hecho algo més que uni-
formemente continuos.

Definicion 3.2 (funcién lipschitziana). Sean (E,d) y (F,p) espacios métricos. Una funcién
[+ E — F es lipschitziana si 3K > 0 tal que

p(f(x),f(y)) <Kd(x,y), Vx,y€E. (*)

A la menor de las constantes que verifican la condicién (x) se le llama la constante de
Lipschitz de f. Evidentemente las funciones lipschitzianas con constante de Lipschitz 0 no
son otra cosa que las funciones constantes.

Es inmediato probar que las funciones lipschitzianas son uniformemente continuas. En

efecto, dado € > 0, si f es lipschitziana de razén K, sea 0 := KLH Se tiene que

[d(x,y) < 8] = p(f(x),f(y) <Kd(x,y) <e.

La funcién f: R — R definida por
fx) =Vl (xeR)

es uniformemente continua y, sin embargo, no es lipschitziana. En efecto, si x,y € R, se tiene

que
VIR < Vix=y+ [ < VIx=y[+ D,
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es decir
VI =V < VIx=yl,

y en consecuencia, intercambiando los papeles de x e y, que

‘\/m—\/MIS\/Ix—yI

de donde se deduce inmediatamente que es uniformemente continua (jHagase!).

Si fuese lipschitziana de razén K > 0, tendriamos que

1 1
— —0|<K-,VneN
Vn n
o lo que es lo mismo
n<K>vVneN

y los naturales estarian acotados.

Ejemplos 3.3 (funciones lipschitzianas).
a) Sea (X,| - ||) un espacio normado. Son lipschitzianas las siguientes aplicaciones:

» Lanormaen X:
el =l | < flx =yl

= Lasumaen X:
[ (e1 4y1) = (2 +22) ] < Mler =22/ + [ly1 = y2] < 2 (x1,31) — (x2,2)[oo-

= Sabemos que el producto por escalares ni siquiera es uniformemente continuo.

b) Sea (E,d) un espacio métrico. Son lipschitzianas las siguientes aplicaciones:
= [a distancia de E:
|d(x1,y1) —d(x2,y2)| < |d(x1,y1) —d(y1,%2)| +[d(y1,x2) —d(x2, 2] <

d(x1,x2) +d(y1,y2) <2d((x1,1), (x2,2))-

= La distancia a un subconjunto no vacio A de E:
|dist(x,A) — dist(y,A)| < d(x,y).
En efecto, para x,y € E, se tiene
d(x,a) <d(x,y)+d(y,a), VYa€cA,

y en consecuencia
dist(x,A) < d(x,y) +dist(y,A),
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o lo que es lo mismo
dist(x,A) —dist(y,A) < d(x,y).

Ahora, intercambiando los papeles de x e y, se tiene la desigualdad
dist(y,A) —dist(x,A) < d(x,y),

que unida a la anterior lleva a

| dist(x,A) — dist(y,A) | <d(x,y).

En consecuencia, si (E,d) es un espacio métrico, A un subconjunto no vacio de E
y a un nimero real, entonces los conjuntos

U:={x€E:dist(x,A) >a} y V:={xeckE: dist(x,A) <a}.

son abiertos (ver caracterizacion topoldgica de la continuidad global).

La siguiente proposicién prueba que una aplicacién lineal de RY en R¥ es lipschitziana,
y ademds da la constante de Lipschitz.

Proposicion 3.4. Sean N, M € Ny T : RV — RM [ineal. Entonces se verifican las siguientes
afirmaciones:

i) ||T|| alcanza el mdximo en la esfera unidad y en consecuencia podemos definir

1T := max{[|T (o) [ - [|x]| = 1}

ii) T es lipschitziana, de hecho se verifica que
(3.1.5) ITCI < 1T |12, vx € RY.
Ademds
I7[l =min{K >0 [|T(x)]| <K]Jx||, ¥x € RY} = max{[|T(x)]| : [|x]| < 1}.
La primera igualdad nos asegura que ||T|| es la constante de Lipschitz de T.

Demostracion:

i) Como T es continua y la esfera unidad es compacta, i) es consecuencia de la continuidad
de la aplicacion norma, de la regla de la cadena para funciones continuas y de la propiedad
de compacidad.

ii) Es claro que

HT(H H)H < ||Tl, ¥x € RM\{0},
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y usando que 7 es lineal, tenemos
7)< T [lxll, ¥x € R¥\{0}.

Dado que esta tltima expresion es también valida para cero, podemos escribirla equivalente-
mente en la forma
N
1T < T [lx[l, v € R

De la anterior desigualdad se deduce que T es lipschitziana, ya que si x,y € R", obtenemos
IT(x) =T = 1T =)l < I llx=ll,

es decir, T es lipschitziana.
Sea ahora K > 0 tal que

ITG)] <K |lx, vVxeRY.
Se sigue que ||T'|| = max{||T(x)|| : ||x|| =1} <K,y por tanto
|7 = min{K >0 ||T(x)|| <K [lx]|, Vx € RY},

es decir, ||T|| es la constante de Lipschitz de T'.
Finalmente, la propiedad de compacidad nos asegura que 7 alcanza el mdximo en la bola
unidad cerrada. Es claro que

1T < max{{|7 ()] = [l <13
y 3.1.5 nos asegura que también
max{[|T(x)[| - flxl| < 1} <[ T].

Hemos probado que
1T = max{{|T ()] = []x]] <13

El teorema de Hausdorff nos asegura que todas las normas definibles en el espacio vecto-
rial 2 (RN, RM) son equivalentes (es de dimensién M x N). En el siguiente resultado presen-
tamos la forma usual de normar este espacio.

Teorema 3.5 (El espacio de Banach .Z (RN RM)). La funcién que a cada aplicacion lineal
T : RN — RM le hace corresponder el niimero real

171 := max{[|T G| =[xl = 13

es una norma en £ (RN, RM), denominada norma de operadores. Ademds £ (RN ,RM) es un
espacio de Banach.
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Demostracion:
Veamos que la funcién || - || : Z(RY,R”) — R es una norma. Para T, € .Z (RN, RM) y
A € R, se tiene:
1)
T =0= (|T@)| <|IT||x]l,7x e RY) = T =0.
ii)

AT = max{[[(AT)(x)[| : [[x]| = 1} = max{[A[|T ()| - [lx]| = 1} = [A[ | T]].
iii)
1T +8) @) = 1T (x) + S| < (N7l + IS < T [l + S]] [lx]], vx € RY,
donde se ha usado 3.1.5. Hemos probado que
1T +S) @) < (ITI+ 1S 1], vx e RY
y en consecuencia, en vista de la proposicion anterior, concluimos que
1T+ S| < 1T+ [IS]]-

Finalmente . (RY,RM), al ser de dimensi6n finita, es completo para cualquier norma, en
particular, para la norma de operadores. .

Hallense la norma de operadores de .Z((R?,]|.|1),R), Z((R?,||.|]2),R) (dsese en este
caso la desigualdad de Cauchy-Schwarz, Apéndice A) y .Z((R?,|.||~),R).

El siguiente resultado generaliza el hecho de que R* sea abierto, ya que Iso (R) se iden-
tifica con R* (;Por qué?).
Proposicion 3.6. Iso (RY) es un abierto de £ (RM).

Demostracion:
La aplicacién de .Z(R") en R definida por

T —detAr (T € Z(RY))
es continua (jH4agase!). En consecuencia
Iso (RN)={T ¢ Z(RY): detAr #0}
es un abierto de .Z(RV). .

Veamos para finalizar esta seccion que, al igual que la aplicacién de R* en R dada por
x — % es continua, también la aplicacién de Iso (RY) en Z(RM) dada por T — T~ ! es

continua.

Proposicién 3.7 (Continuidad de la aplicacién inversién). La aplicacién inversién J :1so (RV) —
L (RN) definida por
J(T): =T, VT elso (RY)

es continua.
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Demostracion:
Si S, T € Z(RN), es claro que ST € .Z(RY). Veamos ahora la relacién entre las normas
de los tres operadores. Para x € R" se tiene que

ISTYC = [IST NI < ISIIT Il < [ISIIT ([l

y por tanto,

(3.1.6) ST} < [ISIIT]

Sean T € Iso (RY) y {T;,} una sucesién en Iso (R") convergente a T. Para cada natural n
se tiene que, en vista de la desigualdad anterior

V() =D =T, =T =T (T =) T < T INT =Tl 1771

de donde se deduce la continuidad de J en T sin mds que comprobar que la sucesién {||7,, (|}
estd acotada. Para cada natural n tenemos, usando la desigualdad recién obtenida concluimos
que

’ 1 ‘: [ |
[ 1Tt
1 -l
IT=HAT

-1 _ -1
BN AT s J—

171z

Por tanto
1 1

lim = ,
[Vl | VA

€n consecuencia
- ~1 -1
lim || 7,7 = (|7,

y en particular, la sucesién {||7,!||} estd acotada. .
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3.2. Concepto de derivada.

El concepto de derivada es de los que més han influido en el desarrollo de la matemaética.
Nuestro objetivo es el estudio de la derivabilidad, asi como el cdlculo de la derivada cuando
ello proceda, de las funciones f : A — RY, donde A C RY, siendo M y N dos naturales
prefijados.

Esencialmente el estudio de la derivabilidad de un campo vectorial f en un punto a
responde al problema de si f es aproximable por una funcién afin (continua) en el pun-
to a, es decir, por una funcién g de la forma g(x) = ¢+ T(x), ¥x € RY, donde c € RM y
T € Z(RN,RM). La parte lineal de la mejor aproximacién afin de la funcién f en el pun-
to a es la derivada de ésta en a y las propiedades de esta mejor aproximacién (equivalen-
temente de la derivada) repercuten de manera natural sobre las propiedades locales de la
funcién en el punto a. Asi, el cdlculo diferencial es una potente herramienta para estudiar
el comportamiento local de funciones. El cdlculo diferencial para aplicaciones entre espacios
normados fue iniciado por Fréchet en 1.925, si bien la paternidad ha de ser compartida con
muchos otros matemadticos como Stolz, Young, etc.

Empezaremos recordando la nocién de derivada para funciones reales de variable real, asi
como su interpretacion geométrica.

Definicion 3.8 (derivada de funciones reales de variable real). Sean A C R, a € ANA'y
f:A — Runa funcién. Se dice que f es derivable en el punto a si existe

i T~ £(@)

X—a X—da

Y

en cuyo caso el valor de tal limite se nota f’(a) y se denomina la derivada de 1a funcién f en
el punto a.

La derivabilidad de una funcién tiene la siguiente magnifica caracterizacion en términos
de existencia de una mejor aproximacion afin, cuya interpretacion es clara.

Proposicion 3.9 (Caracterizacion de la derivabilidad). Sean ACR,acANA’y f:A — R
una funcion. Equivalen:

i) f esderivable en a.

ii) Existe una funcion afin (continua) g : R — R verificando que g(a) = f(a) y que

fx) —glx) _ o

a

lim
x—a X

En ese supuesto la funcion g es vinica y viene dada por

§(x) = fa) + f'(a)(x—a), Vx € R.



Acosta, Aparicio y Moreno 105

La Definicién 3.8 y la Proposicion 3.9 pueden extenderse literalmente a funciones vecto-
riales de una variable real.

Definicion 3.10 (derivada elemental para funciones de R a RM). Sean M un natural, A C R,
acANA'y f: A— RM unafuncién. Se dice que f es elementalmente derivable en el punto

a si existe
f(x) = f(a)

Y

lim
x—a X—a

en cuyo caso el valor de tal limite (un vector de RM) se denomina la derivada elemental de f
en el punto a y se nota f'(a). Se dice que f es derivable elementalmente en un subconjunto
B C A si es derivable elementalmente en cada punto de B.

Sea A1 C A el conjunto de puntos donde f es derivable elementalmente. La aplicacion
x — f'(x) de A; en RM se denomina la aplicacion derivada elemental de fy se nota f’.

Proposicion 3.11 (Caracterizacion de la derivabilidad elemental). Sean M un natural, A C R,
acANA'y f=(f,....fu) : A — RM una funcion. Equivalen:

i) f esderivable elementalmente en a.
ii) fi,...,fm son derivables en a.
iii) Existe una funcion afin (continua) g : R — RM verificando que g(a) = f(a) y que

lim 7 =8 _

X—a X—dAd

En ese supuesto, f'(a) = (f{(a), ..., fy;(a)), la funcion g es iinica y viene dada por

g(x) = fa)+(x—a)f'(a), Vx €R.

Demostracion:
i) < ii) Basta observar que para x € A\{a} es

fx)—fla) _ (fl(x)—fl(a) fM(x)—fM(a)>

)
X—da X—d X—da

y aplicar entonces la Proposicion 2.62 sobre la reduccion del limite a campos escalares.
ii) < iii) Es consecuencia inmediata de las Proposiciones 3.9 y 2.62. ]

El intento de llevar la Definicién 3.10 al caso en que el dominio de la aplicacién sea un
subconjunto de un espacio de dimension mayor que 1 tropieza con la imposibilidad de dar
sentido al limite que en ella aparece. Sin embargo, la caracterizacion de la derivabilidad de
una funcién en un punto por la existencia de una mejor aproximacién afin a la funcién en
el punto (afirmacién iii) de la proposicion anterior) es perfectamente trasladable al ambito
deseado si se cae en la cuenta de que
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L fWs ) —e)
x—a  xX—a x—a  |x—d

=0.

La anterior propiedad tiene sentido para funciones definidas en un subconjunto A de RV y
con valores en RM, sin mds que sustituir el valor absoluto por una norma ||| en RY y la
funcion afin de R en R por una funcién afin de RN en R¥.

Parece pues que en el ambiente siguiente: A C RY, a ¢ ANA’,y f:A — RM la funcién
f debe considerarse derivable en a cuando exista una funcién afin (continua) g : R¥Y — RM
verificando que g(a) = f(a) y que

L) ()
A el

=0.
Como quiera que una tal aplicacion afin g ha de tener la forma
g(x) = f(a)+T(x—a), Vx € RY

para conveniente aplicacién lineal T : RY — R la condicién anterior es equivalente a

Lo )~ f(@) ~T(x—a)

*a [lx —all

=0.

Es importante observar que la condicion anterior es topoldgica, es decir involucra sola-
mente las topologfas de RV y RM y no las concretas normas que se tomen. En efecto, fijada
una norma en RV, al ser la nocién de limite topolégica concluimos que la condicién es inde-
pendiente de la norma elegida en RY. Ahora si ||| es otra norma en R", entonces se tiene
parax € A\{a} que

f)=fla)=Tx—a) _|lx=all fx)=fla)=Tx—a)

[lx —all [lx —all llx—all

llx—all

[lx —all
sigue, teniendo en cuenta de nuevo que la nocién de limite es topoldgica, que

L S0 f@-Ta—a) [0~ (@)~ T—a)

x—a lx —all *a llx —all

y como por la equivalencia de || - || y ||| - ||, existen O < k, K tales que k < <K, se

=0.

Examinamos a continuacion la repercusion que tiene la propiedad anterior sobre la con-
tinuidad de f en a. De ella deducimos que
lim f(x) — f(a) =T (x—a) =0,
X—a
lo que prueba que f es continua al ser 7 continua.
Para garantizar la unicidad de la aplicacion lineal T : RY — RM verificando la condicién
requerida, necesitamos poder acercarnos al punto a en cualquier direccion, esto es, si para

cada x € S(RV) notamos
Ay={teR: a+mxeA},
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deberd ser 0 € A} para todo x en S(R") (véase Ejercicio 3.2). Es importante notar al
respecto que la condicién topoldgica mds expeditiva para garantizar la anterior propiedad
es que a sea un punto interior de A y esta condicion serd asumida en adelante. En este caso,
sea § > 0 tal que B(a,8) CA.Parax€ S(R¥)yt € Rcon0 < [t| < &, se tiene que a+tx € A

y
_ fla+1x) = f(a) = 1T ()|

]

Hf(aHX)—f(a)

t

70

|fla+1tx)— fla) —T(a+tx—a)|
|la+tx—al|

de donde deducimos que
flat1x)—f(a)

) tim DL

expresion que nos asegura la unicidad de T dado que una aplicacion lineal estd determinada
por el comportamiento en la esfera unidad (jHagase!).
Estamos ya en condiciones de definir de manera coherente el concepto de derivada.

Definicion 3.12 (funcién derivable Fréchet). Sean M,N € NA C RV, a EIZ, yf:A— RM
una funcion. Se dice que f es derivable (en el sentido de Fréchet) o diferenciable en el punto
a si existe una aplicacion lineal T de RN en RM verificando

(%) limf(X)—f(a)—T(x—a) -0

x—a [lx —all

donde || - || es cualquier norma en R". En tal caso la aplicacién T es tnica, se denomina la
derivada de una funcion en un punto o diferencial de f en a'y se nota por Df(a). Se dice que
f es derivable en un subconjunto B C A si es derivable en cada punto de B.

Sea A} C A el conjunto de puntos donde f es derivable. La aplicacién x — Df(x) de A;
en .Z (R, RM) se denomina la aplicacién derivada de f y se nota Df.

Se dice que f es de clase €' en a, y se nota f € C'(a), si f es derivable en un entorno de
a'y la aplicacién Df es continua en a. Se dice que f es de clase C! en un subconjunto B C A
si es de clase C! en cada punto de B.

Se dice que f es de clase C! cuando lo sea en todos los puntos de su conjunto de definicién
(que necesariamente serd abierto). Notamos por C!(A) al conjunto de las funciones de clase
C! en el abierto A.

Queda claro que si N > 2 se deriva en puntos interiores, lo que por comodidad, no siempre
se resaltard en adelante.

Notas 3.13.
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1. Resaltamos que los conceptos de derivabilidad y de derivada de una funcién en un pun-
to involucran sélamente las topologias de RY y RM y no las normas concretas elegidas.
Es decir, son conceptos algebraico-topoldgicos.

2. Obsérvese que la Proposicion 3.11 tiene ahora la siguiente lectura para puntos interi-

[e]
ores: Sean A CR,a €A, M Ny f=(f1,...,fu) :A — RM una funcién. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es derivable elementalmente en a.
ii) fi,...,fm son derivables en a.

iii) f es derivable en a.

Ademads en el caso de que f sea derivable en a, la relacion entre ambas derivadas viene
dada, en virtud de (*), por

Df(a)(x) =xf'(a), ¥x € R,
mientras que la funcién afin g viene dada por
g(x) = (f(a) —af'(a)) +xf'(a)

(nétese que Df (a) es la aplicacion lineal asociada a g). En particular, se obtiene que
Df(a)(1) = f'(a) = (fi(a), ... fiu(a))-
3. Si f es derivable en el punto a, entonces f es continua en a.

De acuerdo con la definicion, el estudio de la derivabilidad de una funcién en un punto
conlleva dos problemas: el conocimiento de 7 dado por (*) y la verificacién de (**).

Fijado un vector no nulo x, se dice que la funcién f es derivable en a en la direccion de x

Si existe
L flati) — f(@)
t—0 t

Y

en cuyo caso el valor de tal limite (que es un vector de RM) se nota f’(a;x) y se denomina
la derivada de f en a en la direccion de x. Para x = 0 el anterior limite tiene sentido y vale
cero, por lo que es natural definir también f’(a;0) = 0. La condicion (*¥) se traduce ahora
diciendo que la condicién necesaria para que f sea derivable en a es la existencia de f'(a;.),
o sea deben existir todas las derivadas direccionales de f en a, siendo en tal caso la candidata
a derivada de f en a la aplicacién T dada por T (x) = f(a;x) para todo x € RV (supuesto que
sea lineal). Es inmediato (jHagase!) que si la funcion f es derivable en a en las direcciones
de los vectores de la esfera unidad, también lo es en la direccién de cualquier vector x, y en
tal caso

X

f(az) = [l (a7 ). Ve € RM {0},

]
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3.3. Campos escalares derivables. Vector gradiente.

Proposicion 3.14 (Reduccion de la derivabilidad a campos escalares). Sea
ACRN, y f=(f,....fu) : A — RM un campo vectorial. Entonces f es derivable en

a €A si, y solo si, cada campo escalar componente es derivable en a, en cuyo caso

Df(a)(x) = (Dfi(a)(x),....Dfu(a)(x)), Vx € R".
Ademds f € C'(a) si, y solo si, f; € C'(a) parai=1,... M.

Demostracion:
El enunciado es consecuencia de que para una aplicacién lineal T = (T1, ..., Tys) de RN en
RM se verifica para cada x € A\ {a}

_ (fl(X)—fl(a)—Tl(x—a) fM(X)—fM(a)—TM(x—a))
lx—a lx —all
y de la Proposicién 2.62. De la misma proposicion se deduce también que la continuidad en
a de la aplicaciéon D f se reduce a la continuidad de las aplicaciones Df1,...,Dfy en a, ya que
son las componentes de la aplicaciéon Df. .

En vista del resultado anterior, en el resto de la seccidon, estudiaremos los campos escalares
derivables. Salvo mencién expresa en contra, los resultados que se obtengan son validos
también para campos vectoriales.

Definicién 3.15 (Derivadas parciales. Vector gradiente). Sea A C RY, a € Ay f un cam-
po escalar en A. Para cada 1 <i < N, supongamos que a; es un punto de acumulacién del
conjunto

A= {x,- eR: (al,. Qi 1, XAy ]y ,aN) GA}.

Si la funcién de A; en R definida por x; — f(ay,...a;—1,x;,aii1,...,ay) es derivable en g;, se
dice que f tiene derivada parcial respecto de la variable i-ésima en el punto a. En tal caso el
valor del limite

lim f(al,. A1, X541, - - ,aN) —f(a)

Xj—a; X;—a;
se denomina la derivada parcial de f respecto de la variable i-ésima en el punto a y se nota
D;f(a) (o también %(a)).

Es consecuencia de la definicién que el cdlculo de la derivada parcial respecto de la vari-
able i-ésima del campo escalar f en un punto genérico x = (xi,...,xy) se ha de llevar a cabo
derivando la funcion real de variable real que resulta al considerar constantes las variables x;
(j # i) y por tanto las reglas de derivacion ordinarias se podran utilizar.

Si A’ C A es el conjunto de puntos donde f tiene derivada parcial respecto de la vari-
able i-ésima, entonces el campo escalar en A’ definido por x +— D;f(x) se denomina la
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aplicacion derivada parcial de f respecto de la variable i-ésima y se nota D;f (o también

9y
a.Xl ) . . . . . . .
Se dice que el campo escalar f tiene gradiente en el punto a si admite derivadas parciales

en a con respecto de todas las variables, en cuyo caso definimos el vector gradiente de f en
a por:

Vf(a):= (D f(a),...Dyf(a)) € RV,

Si C es el conjunto de puntos de A donde f tiene gradiente, entonces el campo vectorial en C
definido por x — V f(x) se denomina aplicacion gradiente de fy se nota Vf.

Proposicion 3.16 (Condicién necesaria de deriv. y candidata a derivada). Sean A C RN y f
un campo escalar en A derivable en un punto a. Entonces f tiene gradiente en a con

Dif(a)=Df(a)(e;), Vie {l,...,N},

donde {ey,...,ex} es la base candnica de RV,
En consecuencia,

Df(a)(x) = (Vf(a) | x), Vx e RY.

Demostracion:
Paraic {1,...,N} se tiene que
fla+ (xi—ai)ei) — f(a)

Df(a)(es) = tim L) =@ —

t—0 t Xi—a; X;i —aj

lim f(ala"'7ai—17xi7ai+la"'7aN) _f(a)

Xi—a; X;i —aj

=D;f(a),

donde se ha utilizado (*) de la seccién anterior. El resto es consecuencia de la linealidad de

Df(a) u

Notas 3.17.

1. La condicién anterior no es suficiente. El campo escalar en R?

X0

(=22 46 (x,y) # (0,0), £(0,0)=0

f(x,y) =

tiene gradiente en (0,0) igual a (0,0) y, sin embargo, no es ni tan siquiera continuo en
(0,0) (témese y = x?).

2. Supongamos que el campo escalar f es derivable en a y tiene derivada no nula. Puesto
que
Df(a)(x) = (Vf(a) |x), VxeRY
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se deduce de la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Apéndice A) que
D@ < ||vr@)|] xl2

y que, para x € RV\{0}, la igualdad se alcanza si, y sélo si, existe A € R* tal que
x = AV f(a), de donde se deduce que la derivada de f en el punto a es mdxima en la
direccion dada por el vector gradiente.

3. Obsérvese que las derivadas parciales no son otra cosa que las derivadas direccionales
segun los vectores de la base candnica. Es claro que pueden existir las derivadas par-
ciales y no existir una derivada direccional (véase el Ejercicio 3.4).

Proposicién 3.18 (Condicién suficiente de derivabilidad). Sean A C RY,

ac Ay f un campo escalar en A. Supongamos que V f existe en un entorno de a y que
Vf es continuo en a. Entonces f es derivable en a.

Demostracion:
Dado € > 0, por hipétesis, existe § > 0 tal que

xcA
lx—alli <d=<¢ IVf(x)
|le(x)_le(a)| Sgu para i= 17"'7N'

Para x = (xq,...,xy) € RN tal que 0 < ||x —a||; < 8 podemos escribir

f(x)—fla)=(Vf(a) |x—a) =

(f(at,-...aim1,%i Xis1,- ., xn) — fai, ..., ai—1,ai,%i11, .., xn) — Dif (a) (xi — a;))

=

Il
—

1

luego, si probamos que para cada i € {1,...,N} se verifica que

|f(a17-"7ai—17xi7xi+la"'7xN) _f(ala"'7ai—17aiaxi+17"' ,XN) _Dif(a)(xi_aiﬂ <
< £|xi—a,~|,
entonces tendremos que

N
) = £la) = (V@ —a)| < Y elxi—ai = ellx—als
i=1
y en consecuencia f serd derivable en a.

Veamos que son ciertas las citadas desigualdades. Si x; = a;, la desigualdad es obvia.
Supuesto x; # a;, podemos aplicar el Teorema del valor medio para encontrar y; entre x; y a;
tal que

flar, i1, Xi Xig 1, xn) = fat, .o @im1, @iy Xig 1, XN) =
Dif(an,...,ai-1,yisXit1,-- - Xn) (% — ai),

de donde se deduce la desigualdad anunciada a partir de las condiciones impuestas a d. .
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Ejemplo 3.19. La condicién suficiente del anterior resultado no es necesaria. En efecto, el
campo escalar f : R> — R definido por

1
NS

es derivable en (0,0). En efecto, es inmediato que

5y = (2 +32) ( ) V() € B\ {(0,0)},  £(0,0) =0,

D, f(0,0) =D,£(0,0) =0

y que
f(x,y)

NS

Sin embargo V f no es continuo en (0,0). En efecto, como para (x,y) # (0,0) se tiene

— 0, cuando (x,y)— (0,0).

1 X 1
Dif(x,y) =2x sen( )— cos(—),
(x,) 242 X2 4 y2 x24y?

basta observar que
Dif(-=.0) = 2 sen (nm) — cos (nm) = (~1)"", Yn € N
nmw nmw

para concluir que D f no es continua en (0,0). Como f(x,y) = f(y,x), para cualquier (x,y),
igual le ocurre a D> f.

Probaremos enseguida que un campo escalar es de clase C! si, y sélo si, tiene gradiente
continuo. Sin embargo, no hemos obtenido ninguna caracterizacion de la derivabilidad de un
campo escalar en términos del gradiente. A continuacién resumimos toda la informacién para
el estudio de la derivabilidad de campos escalares.

Nota 3.20 (Estudio de la derivabilidad de campos escalares). Sean A C RV, a EIZ y f un cam-
po escalar es A. Para el estudio de la derivabilidad de f en a se sugiere seguir los siguientes
pasos:

1. Existencia de Vf(a). Si no existe Vf(a) entonces f no es derivable en a. En caso con-
trario, la candidata a derivada es la aplicacién x — (Vf(a) | x).

2. Continuidad de f en a. Si f no es continua en a, entonces no es derivable en a. De ser f
continua en a, entonces f puede ser no derivable en a (véase la funcion g del Ejercicio
3.3, que es continua, con gradiente y no es derivable en (0,0)).

3. Continuidad de las derivadas parciales. Si V f es continuo en a entonces f es derivable

en a. No se puede deducir de esto que f es de clase €' en a, salvo que se globalice
como se prueba en el teorema siguiente.
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4. Definicién de derivabilidad. Segin que la expresion

f(x) = fla) = (Vf(a) | x—a)

[lx —all

tienda a cero o no, cuando x — a, f es derivable o no.

Teorema 3.21 (Caracterizacion de los campos escalares de clase €. Sean A un abierto de
RNy f un campo escalar en A. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) fEEA).

ii) Vf € €(A), esto es, f tiene gradiente en cada punto de A 'y el campo vectorial V f es
continuo.

Demostracion:
1) = 1ii) Puesto que f es derivable, por la Proposicién 3.16 se sigue que f tiene gradiente
en cada punto de A, y ademds para cada 1 <i < N, se tiene

Dif(a) =Df(a)(e;), Va €A,

luego
Dif =E, oDf,

donde E,, : ¥ (RN ,R) — R es la evaluacién en el vector e;, esto es,
E.(T) =T(e), ¥T € L®",R),

aplicacion que es lineal y (automdticamente) continua. En vista de la regla de la cadena para
funciones continuas, obtenemos que D;f es continua. Finalmente, como las funciones D;f
son las componentes de V f, concluimos que V f es continuo a.

ii) = 1) Por la Proposicién 3.18, f es derivable. Ademds se tiene que

Df(a) =Dy f(a)m +---+Dyf(a)my,

donde m; es la proyeccion k-ésima de RN, paral <k <N.
Equivalentemente,
Df=o10oD|f+ -+ ayoDnf,

donde, paracadai=1,2,--- ,N, a; : R — Z(R¥ R) es la aplicacién lineal (continua) defini-
da por a;(t) = tm;. Basta, en consecuencia, utilizar la regla de la cadena para funciones contin-
uas y que la suma de funciones continuas es continua para concluir que Df : A — Z (RN R)
es continua. .
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3.4. Campos vectoriales derivables. Matriz jacobiana.

Definicién 3.22 (matriz jacobiana). SeanA C RN, a €Ay f:A — RM un campo vectorial.
Se dice que f tiene matriz jacobiana en el punto a si cada uno de los campos escalares
componentes tiene gradiente en dicho punto, en cuyo caso se define la matriz jacobiana de f
en a por

Difi(a) .. Djfi(a) .. Dnfi(a)

Jr(a) = le,f(a) Djﬁ.(a) DN.J‘Czj(a) =(Difi@) | <<y -

Difu(a) ... Djfu(a) ... Dnfu(a)
En el caso M = N al determinante de la matriz jacobiana se le denomina determinante jaco-
biano.

Obsérvese que los N nimeros que componen la fila i-ésima de la matriz jacobiana son las
componentes del vector V f;(a), en consecuencia, en virtud de las Proposicién 3.14 y 3.18, si
el campo vectorial admite matriz jacobiana continua en el punto a, entonces es derivable en
dicho punto y, en virtud de la Proposicién 3.14 y del Teorema 3.21, si A es abierto y el campo
escalar admite matriz jacobiana continua, entonces es de clase ¢!, La condicién necesaria de
derivabilidad y la candidata a derivada se codifican en el siguiente resultado.

Proposicién 3.23. Sean AC RN y f: A — RM un campo vectorial. Si f es derivable en

a €A, entonces f tiene matriz jacobiana en a 'y
(DF(@)(x)' = Jp(a)¥, Vx e RY.

Demostracion:

Los campos escalares componentes de f son derivables en a. En consecuencia, en virtud
de la Proposicién 3.16, dichos campos escalares tienen gradiente en a, es decir f tiene matriz
jacobiana en a. Se tiene ademads que

Apf(a) = (Dfi(a)(e;)) 1<i<M = (D, fi(a)) 1<i<M "
1<j<N 1<j<N

donde se ha utilizado la Proposicion 3.14. El resto es consecuencia de la igualdad (3.1.2) de
la seccion 3.1. .
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Ejemplos 3.24.
1) Toda funcién constante de RV en RM es de clase €' con

Df(a)=0, VacR".

2) Toda aplicacién lineal 7 de RN en RM es de clase €' con

DT (a)=T, VYacR".

3) Toda aplicacién bilineal 7 de RM x RN en RP (es decir, lineal en ambas variables) es
de clase €' con derivada dada por

DT (a,b)(x,y) = T(x,b) +T(a,y), ¥(a,b),(x,y) € RM x RV,

Calculemos en primer lugar las derivadas de T en las direcciones de la base candnica.
Para ello si {ey,...,ey} es la base canénica de RM, y {f},..., fv} es la base canénica
de RY, entonces {(e1,0),...,(ex,0),(0,f1),...,(0, fv)} es la base canénica de RM x

RN . Claramente se tiene
T((“Jb) +t(ei70)) — T(avb) _ T((a+tei7b)> — T(a7b)

t B t
T(a,b)+1tT(ei,b)) —T(a,b

(a7 )+ (8;7 )> (a, ) :T(el7b) (i:17"'7M)7

es decir,
T' ((a,b);(e;,0)) =T(e;,b) (i=1,...,M)

Haciendo el mismo tipo de cdlculo obtenemos que
T'((a,0);:(0,f)) =T(a.f;) (j=1,...,N).

Hemos probado que

T] (el,b) T1 (eM,b) T] (a,fl) T] (a,fN)

Jr(a,b) = Tr(e1,b) ... Tlem,b) Tr(a,fi) ... Tia,fn)
T a, B R
Tp(el,b) Tp(eM,b) Tp(a,fl) Tp(d,fN)

Por tanto de ser T derivable en (a,b), su derivada en (a,b) habria de ser, en virtud de
la Proposicién 3.23,

(x,y) — (Jr(a,b)(x,y)") =T (x,b) +T(a,y).

Como la matriz jacobiana es continua, basta tener en cuenta el comentario que sigue a
la Definicién 3.22, para concluir que 7 € €1 (RM x RV).

Otra forma:
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Una aplicacion bilineal T verifica que
IT G| < ATV, ¥(x,y) € RY < RY,

donde
IT|| = max {||T (x,y)| : |Ix]| = |yl =1}
(jPruébese!). Asi

I7(6) ~ T(asb) - T(x—a,b)~Tay—b)|| _ [T(x—ay—b)] _
IG—a,y=0)] Ior—ay—2)] ~

Tl allly =8l _ ITUIG—ay =B _ o
le—ay-8 = Je—ay-p) _Tllt=ay=bl.

donde se ha utilizado la desigualdad comentada. Basta tomar limite en (a,b) para con-
cluir que 7 es derivable en (a,b) y su derivada es la aplicacién que se ha enunciado
antes. La aplicacion DT : RMTN = RM x RV —— Z(RM x RN RF) es claramente lineal
(por la bilinealidad de 7)), por tanto hemos probado que T € %' (RM x RN).

La aplicacién suma ¢ : RY x RNV — R dada por
o(a,b)=a+b, Ya,becR",
y la aplicacion producto por escalares dada por
n(A,a)=Aa, YA €R,acR",

son de clase C!, por ser, en el primer caso lineal, y en el segundo una aplicacién bilineal.
Por tanto, se tiene

Do(a,b) =0, VYa,b cRY, Dn(a,a)(A,x)=ax+Aa, Vo, €R, Va,x € RV.
La aplicacién inversién J : Iso (RY) — Z(R") dada por
J(T)=T""', VT € Iso (RV)
es de clase ¢! con derivada definida por
DJ(T)(S)=—-T7'sT7!, Vs ¢ Z(RV).

En efecto, es claro que la aplicacion que se anuncia como DJ(T) es una aplicacién
lineal. Para S, T € Iso (RY) se verifica que

stort -t Y s-mrY=st-1'4+1 1 (s—TT ! =

=s i r-srt+ri(s-nyrt=0"t-sHEs-r)r '
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6)

Asi,

b (s
Nl

<=t =sTHHT =0 (S—T),

donde se ha utilizado la continuidad de J.

Finalmente, veamos que
DJ :1so (RY) — Z(ZRY), Z(RY))

es continua. Escribamos DJ = ®o (J,J), donde @ : Z(RY) x Z(RY) — £ (L (RN))
(se entiende .Z (L (RN), Z(RN))) esta definida por

®(F,G)(S) = —FSG, VF,G,S € Z(RY).
En efecto, para T € Iso (RY) y S € Z(RV), tenemos que
(@o (L,N)NT)(S) =T, 771 (S)=-T1sT~! =DJ(T)(S).

Como P es una aplicacion bilineal (entre espacios de dimension finita), ® es continua.
De la continuidad de J se sigue la continuidad de la funcién vectorial (J,J), luego DJ
es continua en virtud de la regla de la cadena para funciones continuas.

Cualquier norma || - || : RY — R no es derivable en 0 (lo que generaliza la no deriv-
abilidad del valor absoluto en 0). En efecto, si x es un vector no nulo, entonces si t € R*
se tiene que
lex] -0
t
funcion que no tiene limite cuando ¢ — 0. Luego no existe ninguna derivada direccional.

t
= i,
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3.5. Reglas de derivacion.

1) Linealidad.
Sean A C RV y f,g: A — RM funciones derivables en a y A € R. Entonces f+ gy
A f son derivables en a con

D(f+g)(a) = Df(a) +Dg(a)

D(Af)(a) = ADf(a).

Ademis, si f,g € €' (a), entonces f+g,Af € €' (a).
La comprobacién se deja como ejercicio.

2) Regla de la cadena.
SeanA CRY,BCRM f:A — RM tal que f(A) C By g: B— R”. Supongamos que
f es derivable en a y que g es derivable en f(a). Entonces la composiciéon 7 = go f es
derivable en a con

Dh(a) = Dg(f(a))oDf(a)
y en consecuencia
In(a) = Jg(f(a))Js(a).
Ademis, si f € €'(a),g € €' (f(a)), entonces h € €' (a).

Demostracion:
Notemos b = f(a). Puesto que f es derivable en a y g es derivable en b, existen funciones

r:-A—DR, s:B— R,
tales que r es continua en a con r(a) = 0, s es continua en b con s(b) =0, y

{ 1F(x) = f(a) = Df(a)(x—a)|| = r(x)[[x—al|, VxeA

lg(y) —g(b) —Dg(b)(y —b)|| =s(y)|ly—0bl, VyeB.

Para x € A se tiene

1h(x) = h(a) — (Dg(b) o Df(a))(x —a)|| =
18(f(x)) — g(b) — Dg(b)(f(x) —b) + Dg(b)(f (x) — f(a) = Df(a)(x —a))|| <
18(f(x)) — 8(b) = Dg(b)(f(x) = b) || + || Dg(b)(f (x) — f(a) = Df(a)(x —a)|| <
s(f(x)) IIf(X)—f( )+ [DgB)] r(x) [lx —all =
(f()) [1f(x) = fa) = Df(a)(x —a) + Df(a)(x — a) | + [|Dg(b) || r(x) [lx—al <
s(F) [Ilf (x) = f(@) = Df (@) (x—a)|| + [Df (a)|[[lx — all] + | Dg () l|r(x)[|x — a]| =
s(F) [ r(x) [lx—all + [IDf (@)llllx —al[] + [|Dg(B)]| r(x) [lx—all

de donde se sigue el resultado, pues lim,_,r(x) = 0, y, como f es continua en a, también
lim,_,,s(f(x)) =0.

)
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Supuesta la continuidad de Df en a y la de Dg en b, probaremos ahora la continuidad de
Dhen a. Por ser g de clase ¢! en b, existe € > 0 tal que g es derivable en B(b, €) C B; usando
que f € €' en a, existe 8; > 0 tal que f es derivable en B(a,6;) C A. La continuidad de f en
a nos asegura la existencia de &, > 0 tal que f(B(a, 8,)) C B(b,€). Tomando 6§ = min{d;, 5, }
tenemos, aplicando la férmula que ya hemos probado

Dh(x) = Dg(f(x))oDf(x), Vx € B(a,d).

En consecuencia, Dh = ® o (Dg o f,Df), donde ® es la aplicaciéon bilineal de
ZRM x RP) x Z (RN, RM) en (RN, RP) definida por

O(T,S) =ToS, Y(T,S) € Z(RM RP) x Z(RY RM).

Asi pues, Dh es continua por la regla de la cadena para funciones continuas y la regla de
continuidad de las funciones vectoriales (Dgo f es continua en a pues f es continua en a 'y
Dg es continua en f(a) y Df es continua en a). .

Notas 3.25.

a) Es interesante observar la forma que adopta la regla de la cadena cuando se involucran
derivadas elementales.

i) Enel caso A C R -1 B C RM —£, RP se tiene que

(80f) (a) = Dg(f(a))(f'(a)).

En efecto,

(80.f)'(a) = D(go f)(a)(1) = Dg(f(a))(Df(a)(1)) = Dg(f(a))(f'(a)),

donde se ha utilizado la Nota 3.13.2.

ii) En el caso

ACR-LBCR-ESR

se tiene que
(g0.f)(a) = f(a)g'(f(a)),

y por tanto, la regla de la cadena recién enunciada generaliza la conocida para
funciones de variable real. En efecto, por el caso anterior

(80.f)'(a) = Dg(f(a))(f'(a)) = f'(a)Dg(f(a))(1) = f'(a)g'(f(a)),

donde se ha vuelto a utilizar la Nota 3.13.2.
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b) Veamos ahora la regla de la cadena para las derivadas parciales.

Las entradas de J,(a) vienen dadas por

M
Djhi(a) = Y Digi(f())Djfi(a), (1<i<P 1<j<N),
k=1

expresion que se conoce como regla de la cadena para las derivadas parciales.

Si consideramos el caso P = 1, con lo que g y & son campos escalares, la anterior
expresion se escribe

M
Dih(a) =) Dig(f(a))Djfe(a), (1<j<N),
k=1

o bien, si notamos por xp,--- ,xy las coordenadas en RY, y por y;,---,ym las coorde-
nadas en R™ | se tendr4

oh M g 9 fi

-—(a)=) 5-(fl@)5—(a), (I1<j<N). (%)

8xj /;1 8yk 8xj
Si se identifican las variables con las funciones, es decir,

ZEZ(ylv"' 7yM);
w=z(y1(xr, - ,xn), L ym(xn, e xn)) = wlxg, e xw)

queda finalmente

ow M 9z Ay .
3_xj(a) :];a—yk(f(a))a—xj(a)a (I<j<N),

expresion en la que se debe saber reconocer ().

Ejemplo. Sea z = z(x,y) un campo escalar derivable. Si cambiamos a coordenadas po-
lares, esto es, hacemos
{ x=pcost

y=psent ’

entonces la funcién w(p, ) := z(pcos¥},psent}) es derivable y sus derivadas parciales
vienen dadas por

g—g = %(pcosﬁ,psenﬁ)cosﬁ—kg—;(pcosﬁ,p sen ) sen ¥

3—:; = —%(pcosﬁ,p sen®¥)p sen ¥ + %;(pcosﬁ,psenﬁ)pcosﬁ

Proposicion 3.26 (Carécter local de la derivabilidad y de la derivada). Sea A C RY,a EIZ y
f:A— RM. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f esderivable en a.

ii) fjy es derivable en a para algiin entorno U C A del punto a.

Ademds, en caso de que sean ciertas las afirmaciones anteriores, entonces las derivadas de
ambas funciones (f y la restriccion de f a U) coinciden.
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Demostracion.:
Es consecuencia del caracter local del limite. "

Nota. Supongamos que el conjunto A es unién disjunta de dos subconjuntos A; y Ay y
fi:A — RM, hiAy — RM son campos vectoriales tales que

| filx) st xeA
f(x)—{ f(x) si x€A;

Por el resultado anterior, la derivabilidad de f en A; y en A; no es mds que la derivabilidad

de fi en A; y de f» en A, respectivamente (cuyo estudio posiblemente se puede llevar a
cabo mediante el uso de las reglas de derivacién). En los puntos de (Fr(A;) UFr(A2)) NA,
posiblemente haya que hacer un estudio particular.

Proposicion 3.27 (Derivacién de la funcion inversa).

a) SeaAC RN, a E,f\ y f: A — RN un campo vectorial. Supongamos que f es inyectiva,

derivable en a 'y que f(a) €f(A), entonces

det Jr (a) #0
" es continua en f(a)

Y es derivable en f(a) < {

Ademads, si se verifica lo anterior, se tiene

Df ' (f(a))=Df(a)",

yen COI/LSECLtel’lCiCl,

Jr1(f(a) = Jf(a)_l.

b) Sean A y B subconjuntos abiertos de RN y f un homeomorfismo de A sobre B. Si
f €% (a) para algiin a € A con det J¢(a) # 0, entonces ' € €'(f(a)).

Demostracion:
a) = f ! es continua en f(a) por ser derivable. Como

fof ' =lIdsuy, f~lof=1dy,
la regla de la cadena nos da
Df(a)oDf™!(f(a)) =Idgy, Df~'(f(a))oDf(a)=Idgy
con lo que Df(a) € Iso (RY) y Df~!(f(a)) = Df(a)~", por tanto det J¢(a) # 0.

< Al ser f derivable en a, existe una funcién r : A — R continua en a con r(a) = 0 que
verifica ademds

1F(x) = f(a) = Df(a)(x—a)|| = r(x) |[x—all, Vx € A.
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Se tiene que
x—a=Df(a)” (Df(a)(x~a))
(3.5.1) = Df(@)”! (Df(@) (v —a) — () — f(@) + (f(x) ~ ()
= —Df(a)” (f(x) ~ f(a) - Df (@)(x—a)) ) + Df (@) " (£(x) - f(a).
En consecuencia,
x—a—Df(a)"'(f(x) - f(a) = —Df(a)" (f(x) - f(a) - Df(@)(x—a))
y por tanto
(3.52) lx—a= D@ (£(x) = F@)I| < [IDF(@) " () lx—all
También se sigue de 3.5.1 que
lx—all < IDS(@) ™| () = all + DS~ 1)~ f(a)]| =
= (1=r(0) IDF@7I] ) Ix—all < IDS@) | /)~ f(a)]

y cuando r(x) < m tendremos
IDf (@)~
||X—CIH < 1— r(x) ||Df(a)_1 || Hf(x) _f(a)”
y por tanto, en vista de 3.5.2,
IDf (@)~

lx—a—Df(a)~" (f(x) — f(a))l| < r(x) o 1f(x) = f(a)]l

I —r(x) |Df(a)
de donde se sigue el resultado, pues lim,_,, (x) = 0 (;Por qué?).

b) Como Iso (RY) es un abierto por la Proposicién 3.6, la continuidad de la aplicacién
x +— Df(x) en el punto a garantiza la existencia de un abierto U de R" tal que

acUCA y Df(x)€lso (RY), Vxe U.

El apartado a) asegura que f~! es derivable en cada punto de V := f (U) (que es un abierto
de RN tal que f(a) €EVCB) y

Df ') =Df(r ') ", wev

En consecuencia, Df ! =JoDfo f~!, 1o que prueba la continuidad de Df~! en f(a) y, por
tanto, £~ € €1(f(a)). .



Acosta, Aparicio y Moreno 123

Notas 3.28.

1. Este resultado generaliza para puntos interiores el visto para funciones reales de una
variable real. En efecto, si / C R es un intervalo y f: I — R es una funcidn (real de

variable real), a el y b= f(a).
Supongamos que f es continua, inyectiva y derivable en a. Entonces b es un punto
interior de f(I) y las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f'(a) #0y f~!es continua en b.

ii) f~! es derivable en b.

Ademds, en caso de que se cumplan i) y ii) se tiene: (f~1)/(b) = % En efecto,

1

Df(a) €150 (R) & f'(a) #0 y Df '(b) =Df(a) ' = (f 1) (b) = )’

2. Es bueno resaltar que la regla antes establecida no es el Teorema de la funcién inversa.
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3.6. Interpretacion geométrica del concepto de derivada.
Hiperplano tangente.

Definicion 3.29. Una variedad afin es el trasladado por un vector de un subespacio vectorial.

SeanA C RNy f:A — RM. Si f es derivable en el punto a, entonces la variedad afin de
RN x RM que pasa por el punto (a, f(a)) con variedad de direccién Graf (Df(a)), esto es

(a,f(a)) +Graf (Df(a))
que coincide con la grafica de la aproximacién afin
g(x) = f(a)+ Df(a)(x—a)
En efecto,

{(r.g(x)) :x €RY} = {(a+ (x—a), f(a) + Df(a)(x~a)) :x R}
= (a,f(a)) + Graf (Df(a)).

Dicha variedad afin de RV x RY es la “mds préxima” a Graf (f) en el punto (a, f(a)). Se de-
nomina variedad afin tangente a la grdfica de f en el punto (a, f(a)). Obsérvese que la apli-

cacién x — (x,Df(a)(x)) de RN en Graf (Df(a)) es un isomorfismo y en consecuencia la
variedad affn tangente a la grifica de f en el punto (a, f(a)) es afinmente isomorfa a RV.

Un subconjunto H de un espacio vectorial X es un hiperplano vectorial si es un subespa-
cio maximal, es decir, si H # X y el inico subespacio vectorial que contiene estrictamente a H
es X. El Teorema de extension de la base nos permite afirmar que los hiperplanos vectoriales
son los subespacios de codimension uno. El trasladado A por un vector a de un hiperplano
vectorial H se llama un hiperplano (afin), es decir, A = a+ H. Para la caracterizacién de los
hiperplanos vectoriales y de los hiperplanos (afines) véase el apéndice C.

Supuesto que un campo escalar f es derivable en a, la variedad afin tangente a la gréfica
de f en el punto (a, f(a)) es el hiperplano de R¥*! dado por

{(a,f(a))+ (x,Df(a)(x)) : x€ RNY.
En virtud de la Proposicién 3.16 este hiperplano se escribe ahora
{(a,f(@)+ (x,(Vf(@)x)) :x e RV} = { (x,f(a) +(Vf(a) yx—a)) xe RN} .

Por tanto, el hiperplano tangente a la gréifica del campo escalar f en el punto
(a,f(a)) = (ai,...,an, f(a1,...,an)) es el hiperplano de ecuacion

XN+l = f(a) +D1f(a) (x1 — Cll) + ... +DNf(a)(xN — ClN).

A continuacién caracterizamos la variedad afin tangente a la gréfica de una funcién en
un punto, en particular, los hiperplanos tangentes. Para ello recordamos, en primer lugar, que
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una curva en RY es una aplicacién continua 7y de un intervalo 7 de R en RY. Normalmente la
forma mds cémoda de visualizar una curva es considerar su imagen (en R", al menos cuando

N < 3) en lugar de su grdfica en RV 1. Supongamos que ¥ es derivable en un punto 7y € I
con ¥ (ty) # 0, entonces la recta que pasa por el punto ¥(fy) con direccion (1), esto es,

{r(to) +7 (10) : t €R}

es la recta tangente a 'y en el punto Y(to).

Claramente Im () = 7tgn (Graf (7)) (donde hemos identificado de forma natural RV +1 =
R x RM). Si la curva se visualiza en R", es natural visualizar también en R” la tangente en
un punto como la proyeccién de la recta tangente a la grafica de y en el punto (¢, ¥(f)). Esta
viene dada por

{(t0,7(r0)) + (1,17 (10)) : 1 € R} = {(t0,7(t0)) + (1,7 (t0)) : 1 € R}
y su proyeccion es
{r(t0) +17(t0) : t € R},
que es la recta tangente a ¥ en ¥(fo) cuando ¥ (19) # 0.
Seguidamente mostramos que para un campo vectorial derivable f, la variedad afin tan-

gente a la gréfica de f en el punto (a,f(a)) coincide con el conjunto de todas las rectas
tangentes a las curvas cuya imagen estd contenida en Graf (f) y que pasan por el punto

(a, f(a)).

Proposicion 3.30. Sea A C RN un abierto y f : A — RM una funcion derivable. Sia € A y
ueRN xRM, equivalen:

i) u € Graf (Df(a)).
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ii) Existen 8 >0y y:[—8,8] — RN xRM continua tal que
¥([=6,6]) C Graf (f), 1(0)=(a,f(a)) y ¥(0)=u
Demostracion:

i) = ii) Notaremos por 7; y 7 a las proyecciones de RV x RM sobre R y R respecti-
vamente. Si u € Graf (Df(a)), sea § > 0 tal que

la— 8 (1), a+ 8m (u)] C A
y consideremos la curva y: [~8,8] — RN x RM definida por
¥(t) = (a+1my(u), fla+tm (u))).
Es claro que ¥([—8,8]) C Graf (£), 7(0) = (a. f()) y
Y (0) = (m1(u), Df (a)(mi (u))),

donde se han utilizado las reglas elementales de derivaciéon. Por otra parte, como
u € Graf (Df(a)), entonces u = (71 (u), Df(a)(m (u))) y en consecuencia ¥ (0) = u.

ii) = 1) Supongamos ahora que 7 es una curva verificando las condiciones requeridas en
ii). Entonces, como Im () C Graf (f), se verifica que

fomoy=moy
y las reglas elementales de derivacion nos aseguran que
Df(a)(m1(Y(0))) = m(¥(0)),
esto es, u = Y (0) € Graf (Df(a)). .
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3.7. Apéndice A) Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Proposicion.
&) < [Ixl2 [I¥l2, Vx,y € RY,

donde (-|-) denota el producto escalar en RV, esto es

(x[y) : Z Xk Yk

y la igualdad ocurre si, y solo si, los vectores son linealmente dependientes.

Demostracion:
Sean x,y € RY. Si y = 0 se da la igualdad y la condicién (;Por qué?). En caso contrario,
la desigualdad de Cauchy-Schwarz equivale a probar

0 < GO — (dy)>
N )

Y

desigualdad que probamos a continuacion. En efecto

(x|x) (v]y) — (x]y)?
(ly) = ()

i,
), )

!y) (ly)
= (xx) — (xly) + ( )
( ) (yly)
!y) ( x|y )
= (x|x y)+ | —=
- )
:( <wyx_ >)
(¥1y)
Finalmente, si por ejemplo y = a.x para conveniente & € R, entonces

(xy)? = (xlox)® = o[ |x[13 = [lx]]3 o]z = [1x]1Z 3113
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3.8. Apéndice B) Normas duales.

Proposicion. Si consideramos en RY la norma ||.||, (resp. ||.||. ||.||-), entonces la norma
de operadores en (RN R) = RN es ||. || (resp. ||-||2, ||| 1)-

Demostracion:
Sabemos que los espacios vectoriales .Z(RY,R) y RY son matematicamente indistin-
guibles via la correspondencia que a cada a € R" le asigna la forma lineal

x+— (alx).

1. Eldual de (R",||.||;) es isométricamente isomorfo a (RY, . |-).

Se tiene que
|(alx)] < llalle ]l (a,x € RY),

y en consecuencia
lall < flall<.

Por otra parte si k € {1,...,N} es tal que ||a|| = |ax|, tomado xp = e se tiene también
que
lall = [(alxo)| = lax| = [|a]|~

Hemos probado que ||a|| = ||a||~ y que la norma dual se alcanza en xy.

2. Eldual de (RY,||.|2) es isométricamente isomorfo a (RY, |.|2).

La prueba es andloga al caso anterior. La primera desigualdad es en este caso la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz y el punto donde se alcanza la norma dual es por ejem-

plo
a
X0 = :
lall2
3. Eldual de (RY,||.||-) es isométricamente isomorfo a (RM,||.||;).

La prueba es también andloga al primer caso siendo ahora xq (vector donde se alcanza
la norma dual) cualquier vector que verifique

lxo(k)| =1, axxo(k) >0, ke{l,..,N}.
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3.9. Apéndice C) Hiperplanos.

Proposicién. Sea H un subconjunto de RY. Equivalen las siguientes afirmaciones:
i) H es un hiperplano vectorial.
ii) H es el nucleo de una forma lineal no nula.

Ademads, dos formas lineales no nulas determinan el mismo hiperplano vectorial, si y solo si,
son proporcionales.
Demostracion:

i) = ii) Seae € RN\ H. Se tiene que RY = H@ < e >, es decir:

VxeRN e H, AL eR: x=h+Le.
La aplicacién f : RY — R definida por
f(x)=A si x=h+Ae (heH,A€R)

es un funcional lineal no nulo cuyo niicleo es H.

i) = i) Sea f un funcional no nulo tal que H = Ker(f). Se tiene que H es un subespacio
vectorial de RY. Probemos que H es maximal. Supongamos que S es un subespacio vectorial
de RY que contenga estrictamente a H. Fijado y € S\ H, se tiene para cada vector x € RY que

Y Y
xz(x—fx—>+fx— es
W5 1)
ya que x—f(x)ﬁ EHy f(x)ﬁ € S. Hemos probado que S = RY.
Por ultimo, sean f,g funcionales lineales no nulos. Si existe un real A tal que g = A f,
es claro que Ker(f) = Ker(g). Reciprocamente, si Ker(f) = Ker(g), dado un vector a €

RN\ Ker(f) se tiene que g = % fyaquex— % a € Ker(f),Vx € RV, y por tanto
x
Ozg(x)—%g(a), Vx e RV,

Corolario. Un subconjunto A de RY es un hiperplano, si y sélo si, existen un funcional
no nulo f y un nimero real o tales que

A={xeR": f(x)=a},
es decir, existen Ay, ...,An, o € R tales que
A= {X S RV : Aixi+...+Anxy = (X}.

Demostracion.:
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Supongamos que A = a + H para convenientes a € RY y H hiperplano vectorial. Si f es
un funcional no nulo tal que H = Ker(f), entonces se verifica que

A={xeR": f(x)=f(a)}.

Reciprocamente, supongamos que A = {x € RV : f(x) = a} para conveniente « € R.
Puesto que f es sobreyectiva (jHagase!), podemos elegir a € R" tal que f(a) = a. Se tiene
entonces que

A=fla)={xeR": f(x) =a}={xeR": x—acKer(f)} = a+Ker(f).

Proposicién. Sean f un funcional lineal no nulo y x un vector de RV, entonces

dist<x0,f—1(a)> - %

En consecuencia, si el funcional f viene dado por
F(x) =Ax; +... +Ayxy, Vx € RN (AT + ... +A% >0)
y se considera en RY Ia norma euclidea, entonces la férmula anterior es

B |A1X()(1) + ... +ANXO(N) — OC’

dist (X(),A) =
2 2
\AZ+ LAY
Demostracion:

Basta probar que dist(xg, Ker — /(o) . En efecto, sea a tal que f(a) = o, entonces,
>asta probar que / IEil
en virtud de la linealidad de f, se tiene que

dist <x0, I (a)) = dist(xo — a, Ker(f)).
Al ser f lipschitziana de razén || f||, se tiene para cada x € Ker(f) que

[f(x0) = [f (o =x)| < [[£1[ll2c0 — ] (%)

de donde se deduce que

1/ Cxol < dist (xo, Ker(f)).

[val

Por definicién de norma de un aplicacion lineal, existe una sucesion {x,} en la esfera unidad
de (RY, |- |)) tal que || ]| < " [£(xa)],¥n € N. Al ser {xo ~ f(xo) m} una sucesion en
Ker(f), se tiene para cada n natural que

n+1 |f(xo)l
n|fll°

<

(a0 Ker(1) < a0 (0= o) 72251 = £
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de donde deducimos tomando limites que dist (xo, Ker(f )) < ‘f‘f;ﬂ” . Hemos probado que

dist(xo, Ker(f)) = M

1A

Noétese que también se puede razonar que la desigualdad (*) es, de hecho, una igualdad por
alcanzarse la norma de operadores.

La ultima expresion se deduce de la anterior sin mds que recordar que la norma euclidea
es autodual. .

3.10. Referencias recomendadas.

[BRV], [Cra], [Fe], [FeSal, [ I DTy [ Ik
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3.11. Resumen del resultados del Tema 3

X(RN,RM) = ,/foN(R).

El espacio vectorial .Z(RY,RM) y el espacio vectorial .#j«n(R) de las matrices
M x N de numeros reales son matemadticamente indistinguibles. Para cada 7 en
L (RN RM) definimos A7 € .#yxn(R) por

Ar = (7}(6_,')) 1<i<M’
1<j<N

donde Ty, - - , Ty son los campos escalares componentes de 7'y {ey, ..., exn } es la base candni-
ca de R". La aplicacién de .Z(RY,RM) en .45 n(R) definida por T — Az es un isomor-
fismo de .Z(RY,RM) sobre .#)1«n(R), cuyo inverso es la aplicacién de .#j;xn(R) sobre
Z (RN, RM) definida por A — T donde T} es la aplicacién lineal de RN en RM dada por

<TA(x)>t = Ax VxRV,

Isomorfismo topolégico. Si X e Y son espacios normados, una aplicacién
T : X — Y es un isomorfismo topologico si T es una aplicacion biyectiva, lineal y con-

tinua cuya inversa también es continua. Si X =Y = R" toda aplicacién lineal y biyectiva es
un isomorfismo topoldgico. Notaremos Iso(R") al conjunto de los isomorfismos de RY en
RN,

Iso(RY) :={T € Z(R") :det Ay #0}.

Funcién lipschitziana. Sean (E,d) y (F, p) espacios métricos. Se dice que f: E — F es
lipschitziana si existe K > 0 verificando

p(f(x),f(y)) < Kd(x,y), Vx,y€E.

La menor constante que verifica esta desigualdad se denomina la constante de Lipschitz de
T.

El espacio de Banach . (R" R). Norma del espacio .Z (R RM).
La funcién que a cada aplicacion lineal T : RY — RM le hace corresponder el niimero real

1T := max{[|T () | - [lx]| = 1}

es una norma en . (RN, RM), denominada norma de operadores. . (RY RM) es un espacio
de Banach. Ademads se verifica que

TG < T[], vx € RY

IT)| = min{K > 0: || T(x)|| < K|lx]], ¥x € R} = max{||T (x)]| : |x]| < 1}.

La primera igualdad nos asegura que ||T|| es la constante de Lipschitz de T'.
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Proposicién. Iso (RY), el conjunto de los isomorfismos de R en RY, es un abierto de
Z(RN) y la aplicacién inversion J : Iso (RY) — £ (RN) definida por

J(T):=T"1, VT clso (RY)
es continua.

Funcién derivable Fréchet. Sean M,N € N, A C RV, a €A,y f: A — R una funcién.
Se dice que f es derivable (en el sentido de Fréchet) o diferenciable en el punto a si existe
una aplicacién lineal T de RY en R verificando

i S0~ f@) = T(x—a)

x—a [lx —all

=0

donde se consideran normas cualesquiera en RY y RY. En tal caso la aplicacién T es tnica,
se denomina la derivada de la funcién f en el punto a o diferencial de f en a y se nota por
Df(a). Se dice que f es derivable en un subconjunto B C A si es derivable en cada punto de
B.

Sea A| C A el conjunto de puntos donde f es derivable. La aplicacion x — Df(x) de A;
en .Z (RN, RM) se denomina la aplicacién derivada de f o la diferencial de f y se nota Df.

Se dice que f es de clase C' ena, y se nota f € C! (a), si f es derivable en un entorno de
a'y la aplicacién Df es continua en a. Se dice que f es de clase C' en un subconjunto B C A
si es de clase C' en cada punto de B.

Se dice que f es de clase C' cuando lo sea en todos los puntos de su conjunto de definicién
(que necesariamente serd abierto). Notamos por C! (A) al conjunto de las funciones de clase
C! en el abierto A.

Reduccién de la derivabilidad a campos escalares. Sean A un subconjunto de RV y

(@)
f=(f1,....fu) :A — RM un campo vectorial. Entonces f es derivable en a €A si, y s6lo
si, cada campo escalar componente es derivable en a, en cuyo caso

Df(a)(x) = (Dfi(a)(x),...,Dfu(a)(x)), Vx € R".
Ademis f € C'(a) si, y sélo si, f; € C'(a) parai=1,...,M.

Derivadas parciales. Vector gradiente. Sea A C RV, a € Ay f un campo escalar en A.
Para cada 1 <i < N, supongamos que g; es un punto de acumulacion del conjunto

A= {x,- eR: (Cll,. i1, X, i1y ,ClN) GA}.
Si la funcién de A; en R definida por x; — f(ay,...ai—1,X;,ait1,-..,ay) es derivable en a;,

se dice que f tiene derivada parcial respecto de la variable i-ésima en el punto a. En tal caso
el valor del limite

lim flai,...ai—1,xi,aiq1,...,an) — f(a)

Xi—d; Xi—aj

se denomina la derivada parcial de f respecto de la variable i-ésima en el punto a y se nota
D;f(a) (o también %(a)).
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Es consecuencia de la definicién que el cdlculo de la derivada parcial respecto de la vari-
able i-ésima del campo escalar f en un punto genérico x = (xi,...,xy) se ha de llevar a cabo
derivando la funcion real de variable real que resulta al considerar constantes las variables x;
(j # i) y por tanto las reglas de derivacion ordinarias se podran utilizar.

Si A" C A es el conjunto de puntos donde f tiene derivada parcial respecto de la vari-
able i-ésima, entonces el campo escalar en A’ definido por x + D;f(x) se denomina la
aplicacion derivada parcial de f respecto de la variable i-ésima y se nota D; f (o también g—f;).

Se dice que el campo escalar f tiene gradiente en el punto a si admite derivadas parciales
en a con respecto de todas las variables, en cuyo caso definimos el vector gradiente de f en a
por:

Vf(a):= (Df(a),...Dyf(a)) € RV,

Si C es el conjunto de puntos de A donde f tiene gradiente, entonces el campo vectorial en C
definido por x — V f(x) se denomina aplicacién gradiente de f y se nota Vf.

Estudio de la derivabilidad de campos escalares.

SeanA C RN, a E,Z y f un campo escalar en A. Para el estudio de la derivabilidad de f en
a se sugiere seguir los siguientes pasos:

1. Continuidad de f en a. Si f no es continua en a, entonces no es derivable en a. De ser f
continua en a, entonces f puede no ser derivable en a (véase la funcion g del Ejercicio
3.4, que es continua, tiene gradiente y no es derivable en (0,0)).

2. Existencia de Vf(a). Si no existe Vf(a), entonces f no es derivable en a. En caso

contrario, la candidata a derivada es la aplicacion x — <V fla) | x) :

3. Continuidad de las derivadas parciales. Si V f es continuo en a entonces f es derivable
en a. No se puede deducir de esto que f es de clase ! en a, salvo que se globalice.

4. Definicién de derivabilidad. Segin que la expresion

fx) = f(a) = (Vf(a) | x—a)

|lx —all

tienda a cero o no, cuando x — a, f es derivable o no.

Matriz jacobiana. Sean A C RV, a € Ay f: A — RM un campo vectorial. Se dice que
f tiene matriz jacobiana en el punto a si cada uno de los campos escalares componentes tiene
gradiente en dicho punto, en cuyo caso se define la matriz jacobiana de f en a por

Difi(a) .. Djfi(a) .. Dnfi(a)
Jr(a) == Dlﬂ(“) D,-f,-'(a) DNﬁ(a) = (Djfi(a)) l<i<M -

Difu(a) .. Difu(a) .. Dnfula)
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En el caso M = N al determinante de la matriz jacobiana se le denomina determinante jaco-
biano.

[¢]
Proposicién. SeanA C RV y f: A — RM un campo vectorial. Si f es derivable en a €A,
entonces f tiene matriz jacobiana ena y

(Df(a)(x)) = Jr(a)x, Vx € RV,

Conviene recordar:

- Toda aplicacién lineal 7 de RY en RM es de clase €' con

DT(a) =T, YacRY,

- Toda aplicacién bilineal 7 de RM™ x RN en RP (es decir, lineal en ambas variables) es
de clase €' con derivada dada por

DT (a,b)(x,y) = T(x,b) + T(a,y), ¥(a,b),(x,y) € RM x RV,

- La aplicacién inversién J : Iso (RY) — Z(R") dada por
J(T)=T"', VT €Iso (RV)
es de clase €' con derivada definida por

DJ(T)(S)=—-T7'sT7!, vs ¢ Z(RV).

- Linealidad.
SeanA C RV y f,g: A — RM funciones derivables en a y A € R. Entonces f + gy
A f son derivables en a con

D(f+g)(a) = Df(a)+Dg(a)

D(Af)(a) = ADf(a).
Ademis, si f,g € €' (a), entonces f+g,Af € €' (a).

- Regla de la cadena.
SeanA CRNY,BCRM, f:A — RM tal que f(A) C By g: B— R". Supongamos que
f es derivable en a y que g es derivable en f(a). Entonces la composiciéon 4 = go f es
derivable en a con

Dh(a) = Dg(f(a))oDf(a)
y en consecuencia
In(a) = Jg(f(a))Jy(a).
Ademds, si f € €1(a),g € €'(f(a)), entonces h € €' (a).
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- La derivabilidad es un concepto local.

- Derivada de la funcién inversa.
(¢}
SeaACRN acAy f:A— RN un campo vectorial. Supongamos que f es inyectiva,
o

derivable en a y que f(a) €f(A), entonces

det Jr(a) #0

-1 .
f~ " esderivable en f(a) < { 71 es continua en f(a)

Ademas, si se verifica lo anterior, se tiene

Df ' (f(a)) =Df(a)"",

yeén consecuencia,

Je1(f(a)) =Jp(a)~".

Si ademds A y B son subconjuntos abiertos de RV, f es un homeomorfismo de A sobre
By f € €'(a) paraalgin a € A con det J(a) # 0, entonces £~ € €1 (f(a)).

Interpretacion geométrica. Si un campo escalar f es derivable en un punto a, entonces la
grdfica de f tiene un hiperplano tangente en el punto (a, f(a)) que viene dado por la expresion

i1 = fa)+Dif(a)(xi —ar) +...+ D f(a)(xw —an).

Dicho hiperplano coincide con el conjunto de todas las rectas tangentes en (a, f(a)) a las
curvas cuya imagen estd contenida en la grdfica de f y que pasan por el punto (a, f(a)).
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3.12. Ejercicios del Tema 3

3.1

3.2

3.3

34

3.5

Sea T € Z(R?) y supongamos que

(€ )

es la matriz asociada a 7' en términos de la base canénica. Pruébese que si consideramos
las normas || ||1 y || || en R? se obtiene que la norma del operador T viene dada por

max{[a|+c], | +1d| } (para | |1

max{|a| +[Bl,|c| +1d| } (para | ||

Probar que si en la definicién de derivada en un punto el espacio normado R" es de
dimensién mayor que 1 y no exigimos que el punto a sea interior, en general, no se
puede asegurar que la aplicacion lineal que aparece en la definicion sea Unica.

Indicacién: Estudiar la derivabilidad en el punto (0,0) de la aplicacién

f:Rx{0} — R, f(x,0)=x, VxeR.

Estudiar la continuidad, existencia de derivadas direccionales y derivabilidad en el ori-
gen de las siguientes funciones:

Xy
f(xvy) =24 \V/(X,y) € Rz\{(oa())}? f(0,0) =0,
x“+y
xz)’ 2
g(x7y) = m: V(X,y) eR \{(070>}7 g(070) = 07
x2y2 2
I’L(X,y) = mv V(X,y) eER \{(070)}7 h(070) =0.
Y 6(+2 1 12
(" +y7) 2
k(x, , V(x,y) € R 0,0)}, k(0,0) =0.
(o) == ) ER{(0.0)), K0.0)
Justificar que una funcién racional de N variables es de clase €' en su conjunto de

definicion.

Sea f : R?> — R la funcién definida por:
O 4xly
flxy) = Bl (x,y) # (0,0); f(0,0)=0.

Estudiar la continuidad y derivabilidad de f.
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3.6 Para a € R* sea fy : R? — R la funcién definida por:

xy|*

e (x,y) # (0,0); f«(0,0) =0.

fa(x,y) =

Estudiar la continuidad y derivabilidad de f,.

3.7 Estudiar la continuidad y derivabilidad en (0,0) de la funcién f : R*? — R definida

por:
1 —cosx cosy

si (x,y) 7 (0,0); f(0,0)=0.

3.8 Sean f un campo escalar definidoen A C RN y a E:l. Probar que equivalen:

i) f esderivable en a.

ii) Existen h: A — RN continuaenacon h(a) =0y b c RV:
f(x) = f(a) = (blx—a) = (h(x)|x—a), ¥x € A

donde (.|.) denota el producto escalar usual de RV,

3.9 Sean A un abierto de RV y f un campo escalar definido en A con derivadas parciales
acotadas en A. Probar que f es continuo. Dar un ejemplo que muestre que un tal campo
escalar puede no ser derivable.

Indicacién: Considerar el campo escalar definido en R? por

Xy

fx,y) = JE? si (x,y) #(0,0); f(0,0)=0.

3.10 * (Condicion suficiente de derivabilidad).

Sean A C R?, (a,b) cA y f:A — R un campo escalar. Supongamos que D f existe
en un entorno de (a,b) y es continua en (a,b) y que existe D, f(a,b). Probar que f es
derivable en (a,b).

Estudiar un resultado andlogo para campos escalares de N variables.

Indicacién: Sea € > 0, tomese 6 > 0 tal que

(x,y) €A

ale(xuy)

[D1f(x,y) = D1 f(a,b)| <&

[f(a,y) — f(a,b) = Daf(a,b)(y—b)| < €|y —D|

[(x,y) = (@a=b)[1 <& =
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3.11

3.12

3.13

3.14

Para (x,y) € R? con 0 < ||(x,y) — (a,b)||1 < 8, se puede escribir
f(xy) = f(a,b) = D1 f(a,b)(x—a) — Dy f (a,b)(y—b) =
[f(xay) _f(a7y) _le(aab)(x_a) ]+ [f(a,Y) _f<a7b) _DZf(avb)(y_b) ]

y basta aplicar el teorema del valor medio al primer sumando (cuando x # a) para
probar la derivabilidad de f en (a,b).

SeanA C Ry f,g:A — R3 funciones derivables en a GIZ. Consideremos las funciones
h:A—Ry@:A— R3 definidas por

h(x) := (f(¥)[g(x), @(x):=f(x)Ag(x), VxecA
(h es el producto escalar de f'y g, @ es el producto vectorial de f por g). Calcular 4’ (x)
y ¢'(x).
Sea f un campo escalar derivable en A = R™ x R™. Considérese el campo escalar &
definido en Q = R*x]0, [ por
h(p,¥):= f(pcos ¥,psen ¥), V(p, ) € Q.

Probar que equivalen

0 0
i) xa—;t(x,y) —ya—ic(x,y) = f(x,), V(x,y) € A.

... dh
i) 55(p, ) =h(p,d), V(p,¥) € Q.
Deducir que las soluciones de i) son de la forma:
flxy)= o (\/x2 +y2> exp (arctan%) ,

donde @ : R™ — R es una funcién derivable.

Sea f: RY — RM derivable en cero y homogénea de grado 1, es decir:
f(tx) =tf(x), Vx € R¥\ {0}, vt € RT.

Probar que f es lineal.

Teorema de Euler.
Sea p un niimero real. Una funcién f: R¥\{0} — R se llama homogénea de grado p
si verifica:

ftx) =1Pf(x), Vx e RV\ {0}, Vr e RT.

Demostrar que para una funcién derivable f: RV\{0} — R equivalen:
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i) f es homogénea de grado p.

i) [Df(x)](x) = pf(x), ¥x € RM\{0}.

3.15 * La identificacién canénica de (C, |.|) con (R?,||.]|>) nos permite tener una visién real
de una funcién f: C — C. A saber, la funcién f: C — C dada por

x+iy=2z = f(z) =u+iv,
puede verse como f : R? — R? dada por
(6,y) = f(x,y) = (u(x,y),v(x,y))-
Probar que para zo = a + ib equivalen las siguientes afirmaciones:
i) f esderivable en (a,b) con J(a,b) = ( A —B )

B A
f(z) = f(z20)

<Z—20

i) lim, ., —A+iB.

3.16 * Sean A un abierto convexo de RV y f: A — R" una funcién derivable en A verificando
que:

N
Y. Difj(x)hihj >0, ¥x € A, Yh € RV\{0}.
i,j=1

Probar que f es inyectiva.

3.17 *

a) Probar que || - ||; es derivable sélo en los puntos del conjunto

R*\{(x,y) € R? : xy =0}

VI () = <ﬂ|§_|) |

Estudiar la derivabilidad de ||.||; en RY.

con

b) Probar que ||.|| es derivable en los puntos del conjunto R?\{(0,0)} con

X y
V2 V)

Estudiar la derivabilidad de ||.||» en RY.

V- l2Gey) = (
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c¢) Probar que ||.|| es derivable sélo en los puntos del conjunto

R\{(x,y) € R?: x| = |y}

con
0.2) silyl > |x]
V[ fwley) =4 > P .
0) sily <l

ma

Estudiar la derivabilidad de ||| en R,

3.18 *Sean A C RN, a EIZ y f:A — RM una funcién. Probar que equivalen las siguientes
afirmaciones:

1. f es derivable en a.

2. Existe f’(a;-), dicha aplicacién de RV en R es lineal y

o flat )~ fla)

t—0 t

= f'(a;x)

es uniforme en x variando en cualquier subconjunto acotado de RY.

3.19 * Probar que si
)C6 /x2 _|_y2
(y—x2)2 46"

fla+tu) - f(a)

t

fxy) = ¥(x,y) € R*\{(0,0)}, £(0,0)=0

— 0 no es uniforme cuando u varia en la

y a = (0,0), entonces lim,_

esfera unidad euclidea de R2.
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3.13.

Soluciones a los ejercicios del Tema 3.

3.1 Sea (x,y) € R?, entonces

T(x,y) = (ax+by,cx+dy).

Por tanto

1T eyl = laor+by| +ex+dyl < (Jal + el ) b + (1ol +1d] ) vl <

< (Il + Dyl ) max{ lal +[e], [b] +[d }-

Asimismo, se tiene, para (x,y) € B(0,1)

I7 (3 9) e = max{ Jax + by ex+ dy| } < max{[a| + o], |e] +|d| }.

Es muy fécil comprobar que las dos desigualdades que hemos obtenido para la norma
del operador son de hecho igualdades. En el primer caso, basta evaluar el operador en
los vectores de la base canénica, en el segundo en los vectores (1,1),(1,—1).

3.2 Sea f: R x {0} — R definida por f(x,0) = x, Vx € R. Compruébese que f admite por

3.3

“derivada” en (0,0) cualquier T de la forma (1,b) con b € R.

1
= f no es continua en a = (0,0), pues f(y*,y) = —,Vy € R*. f no tiene derivada

2y
en a segun el vector u = (1, 1), pues
flatw)—fla) flt,r) 1

; == :t+t3,weR*.

En consecuencia f no es derivable en a.

g es continua en a = (0,0), pues |g(xy)| < |y|, V(x,y) € R?. g admite en a todas
las derivadas direccionales. En efecto, fijado u € R?\{(0,0)}, tenemos que si u =
(x,y), entonces

glat+m)—gla) glxty)  x%y

t ot X4y
y tomando limite cuando t — 0 (distinguiendo los casos x = 0 y x # 0) se obtiene
que

six#0
six=0

e ¢ ={ 3

g no es derivable en a pues la aplicacién de R? en R (x,y) — ¢’(a; (x,y)) no es
lineal (si lo fuese seria de la forma Ax + By, lo que no permite (*)).
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= /1 es continua en a, pues |h(x,y)| < y?, V(x,y) € R%. h admite en a todas las
derivadas direccionales. En efecto, fijado u € R?\{(0,0)}, tenemos que si u =
(x,y), entonces

h(a+tu)—h(a)  h(tx,ty) tx%y?

t I R
y tomando limite cuando # — 0 (distinguiendo los casos x = 0 y x # 0) se obtiene

que A'(a;-) = 0, luego hay candidato a derivada. & es derivable en a. En efecto
para u # 0 se verifica

h(u) —h(a) — KW (a;u—a)  h(u) x%y? o(x.y)
= = == x’y
Ju—all lull (24 y4) /2242
con
yZ
9(0y)] < —2— < bl
x“+y

= k es continua en a, pues |k(x,y)| < x*>+y?%, ¥(x,y) € R k admite en a todas las
derivadas direccionales. En efecto, fijado u € R?\{(0,0)}, tenemos que si u =
(x,y), entonces

k(a+tu) —k(a)  k(tx,ty) £x8(x% +y?)

t t (y—tx2) 2140’

y tomando limite cuando r — 0 (distinguiendo los casos y = 0 e y # 0) se obtiene
que k'(a;-) = 0. Y tiene candidata a derivada pues k’(a;-) es lineal. k es derivable
en a. En efecto para u # 0 se verifica

u)—k(a)—k(a;u—a u x0y/x
k(u) —k(a) —k (asu—a)  k(u) VTI?-ﬁ¢@w

e ol a2

ylo(x,y)| < /x2+y2

3.4 Sabemos que una funcién racional de N variables estd, de forma natural, definida en
un conjunto abierto de RY y es continua. Como las derivadas parciales de una funcién
racional son también funciones racionales definidas en el mismo conjunto, concluimos
que las derivadas parciales de una funcion racional son continuas y por tanto en virtud
del Teorema 3.21 la funcién es de clase €' en su conjunto de definici6n.

3.5 Estudio en (0,0).

Continuidad: Como

x° +x2y

2| S P =1y, v y) € R’

|/ (x,y)] <
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3.6

deducimos que f es continua en (0,0).

)
Derivabilidad: Es inmediato que D f(0,0) = 1y D,f(0,0) =0, con lo que si

flx,y) —x x(xy —|y|)

e 1| TN I gy aras

se tiene que
-
= A W)
que no tiene limite cuando x — 0. Hemos probado que la funcién f no es derivable en
(0,0).
Estudio en el eje de abscisas salvo el punto (0,0).
Consideremos el punto (a,0) con a # 0.

Continuidad: Como cociente de continuas con denominador distinto de cero f es con-
tinua en (a,0).

Derivabilidad:
Iyl
f(a7y> _f(aa()) —a a-— 7
y a+ |yl

que no tiene limite cuando y — 0. Asf no existe D, f(a,0) y en consecuencia f no es
derivable en (a,0).

Estudio fuera del eje de abscisas.

La funcién es de clase €’! pues tiene derivadas parciales continuas.

De

—1 1 1 3
T(szryz) < —xy < §(x2+y2) = §(x2+y2) sz—xy+y2 < §(x2+y2)

se tiene que

2xy|*
< —— < <
— 3(x2+y2) —f(x7y) — x2+y2 —

2|xy|06 - (x2_|_y2)06—1
2

Estudio en (0,0).

Continuidad: f es continua <=1 < o

24,2 o—1
l<a=|f(x,y)| < (x 2 ) — 0 luego continua.
0<a<1=1<f(xx),vx€|0,1] y por tanto no continua.

3
Derivabilidad: f es derivable <= 3 <o
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3.7

3. Campos derivables. reglas de derivacion.

3

o
3 2492 2
3 g Wyl _ (P
2 /xz +y2 20—1
3 1 fx,x) .
<<= ——=<—=.Vx€|0,1 or tanto no derivable.
e ARV NN 10,1[yp
También puede estudiarse la continuidad y derivabilidad mediante el paso a coorde-
nadas polares. jHagase!.

— 0, luego derivable.

Estudio en los ejes coordenados salvo el punto (0,0).
Continuidad: f es continua para cualquier o¢ > 0.

El numerador es continuo, el denominador también y no se anula.
Derivabilidad: f es derivable < 1 < .

En efecto, por razones de simetria, basta estudiar la funcién en un punto de la forma
(a,0) con a # 0. Es claro que D; f(a,0) = 0. Por otra parte

f(a7y)_f(a70) |a|a |y|a (*)

y a>—ay+y> y

que tiende a cero cuandoy — 0 pues 1 < o. Asi D, f(a,0) = 0. Se tiene que

ja+ x|
~ la+x)?=(a+x)y+y

fla+x,y)

VAP

Para 0 < a0 < 1 la expresion () no tiene limite, es decir no existe D, f(a,0) y por tanto
la funcion f no es derivable en (a,0).

— 0.

0<

‘a,1

2] ly

Estudio fuera de los ejes coordenados.

La funcién es de clase €’! pues tiene derivadas parciales continuas.

Continuidad: f es continua en (0,0).

La funcién g(x,y) = 1 —cos x cos y, Vx,y € R es claramente de clase €' en R2. Como
D;g(0,0) = D,g(0,0) =0, se tiene

f es continua en (0,0) < g es derivable en (0,0),

y por tanto f es continua en (0,0).
Derivabilidad: f no es derivable en (0,0).

f(x,0) 1-cosx 1-—cosxx
2

x  xk T  2 |x

que no tiene limite cuando x — 0 ya que el primer factor tiende a % y el segundo no
tiene limite. Asi no existe D f(0,0) y por tanto f no es derivable en (0,0).
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3.8 Esinmediato que para funciones reales de variable real equivalen las siguientes afirma-
ciones:

i) f esderivable en a.

ii) Existen h: A — R continua en a con h(a) =0y b € R:
f(x)—f(a)—b(x—a) =h(x)(x—a),Vx € A.

Se trata de probar que esta caracterizacion sigue siendo cierta para campos escalares
sustituyendo el producto de nimeros reales por el producto escalar de vectores:

i) f esderivable en a.

ii) Existen h: A — R" continua en a con h(a) =0y b € R™
f(x) = f(a) = (blx—a) = (h(x)|x —a),Vx € A.
i) = ii) Por hipétesis existe 7 : A — R continua en a con r(a) = 0 tal que:
f(x) = fla) = (Vf(a)lx—a) = r(x)|lx—al}2, Vx €A,
Es fécil probar que b = Vf(a) y la funcién h: A — R” definida por

r(x)(x—a)

ETE—— six a
h(x) = Hx—a||2 7£
0

six=a
cumple la afirmacion ii), pues para todo x € A

(h(x)|x —a) = r(x)[lx — all2, [|A(x)[]2 = |r(x)].
i) = i) La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos asegura

[f(x) = f(a) = (blx = a)| = | (h(x) |y — a)| < [[A(x)|[2]lx = al]2

expresion que nos dice que la funcién f es derivable en a y que Vf(a) = b.

3.9 Sea a € A. Consideremos r > 0 tal que ||x —al|; <r= x € A. Parax € RN con |x —
all; < rse tiene:

fx) = f(a) = f(x1,x2,...,xn) = f(x1,X2,..., Xn—1,aN)+

fxr,x0,. ., xn—1,an) — f(x1,X2,. .., Xy_2,aN—1,an )+
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3.10

3. Campos derivables. reglas de derivacion.

Si para algin i € {1,...,N} es x; = a;, entonces el correspondiente sumando es nulo.
En otro caso aplicando el teorema del valor medio podemos encontrar y; entre x; y a;
tal que

f(ala"'aai—laxiv"'axN) —f(al,...,ai,Xj+1,...,XN) —
Dif(ar,...ai—1,YiXit1,-- -, Xn) (Xi — a;).

En consecuencia
|f(x) = fla)| < M[lx1 —ar| +... + |xy —an]] = M||x—all1,

donde M es una cota de las derivadas parciales de f.

Nota: Una tal funcidén f es mds que continua en a, sin embargo, no tiene por qué ser
derivable en a. Por ejemplo, el campo escalar definido en R? por

Xy

tiene derivadas parciales acotadas y no es derivable en R2.

flxy) = : £(0,0)=0

3

IR (R ()R

y en consecuencia

2
‘3f y b o |

a7 <
Ix (X’y)’ @) ey

La simetria de f nos da también que ‘%(X,y)‘ < 1. Por dltimo como no existe limite

de xz’jfyz cuando (x,y) — (0,0), la funcién f no es derivable en (0,0).

(Condicion suficiente de derivabilidad).

@]

Sea f un campo escalar definido en A C R? tal que D;f es continua en (a,b) €A y
existe D, f(a,b). Sea € >0y tomemos 6 > 0 tal que

(x,y) €A

EIle(x,y)
‘le(xay) _le(aab)’ <é&
|f(a,y) — f(a,b) — D2 f(a,b)(y—b)| < €]y —D|

Para (x,y) € R? con 0 < ||(x,y) — (a,b)||1 < &, se tiene que
f(x,y) = f(a,b) = Di1f(a,b)(x —a) = Daf (a,b)(y = b) =
[f(x,y) = f(a,y) = D1f(a,b)(x—a)| + | f(a,y) — f(a,b) — D2 f (a,b)(y - b)].

Si x = a el primer sumando es nulo. En otro caso consideremos la funcién del intervalo
I de extremos a y x en R definida por

c:t — f(t,y)—Dif(a,b)t.

H(x:y) - (Cl,b)”l < o=
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(¢]
El teorema del valor medio nos asegura que existe ¢ €] tal que

o(x) —o(a) = 0'(c)(b—a) = [D1f(c,y) = D1 f(a,b)|(x —a),

y por tanto

[/ (x:y) = f(a,y) = D1 f(a,b)(x—a)| = |D1f(¢c,y) = D1f(a;b)[[x —a| < g|x—al,

donde se ha utilizado una de las condiciones impuestas a .

Utilizando la otra condicién impuesta a 6 se tiene que

|f(x,y) _f(a7b) _le(a,b)(x_a> _D2f(a?b)(y_b)| <

elx —al +ely —b| = [|(x,y) = (a,b)[|1,

lo que prueba la derivabilidad del campo escalar f en el punto (a,b).

Caso RV,

Sea f un campo escalar definido en A C RN tal que D\ f,...,Dy_1f sean continuas en
a€eA y exista Dy f (a). Entonces f es derivable en a.

Demostracion:

Sea € > 0. Tomemos 6 > 0 tal que

xeA

AD;f(x), parai=1,...,.N —1

|Dif(x) —Dif(a)| < € parai=1,...,.N—1
|f(a1,...,an—1,xn — f(a) =Dy f(a)(xy —an)| < €|xy —an

lx—all; < 6=

Seax € RN tal que 0 < ||x—al|; < &. Escribiendo

fx) —fla) = (Vf(a)lx—a) =

N
[f(ab"'aai—l7xi7xi—|—la" .,XN> —f(al,---,ai_l,aj,Xj+1,.--,XN)—
i=1
—Dif(a)(xi —ai)],
basta probar que para cadai € {1,...,N}, se verifica

\flat,...,ai—1,Xi,Xix1,-..,xn) — f(ai,...,ai—1,a;,Xit1,. .., xn) — Dif (a)(xi — a;)| <
< g|x; —ajl.

En efecto, para i = N es la tltima condicion impuestaa 0. Seai=1,....N—1.Six; =
a;, la desigualdad es claramente cierta. Supuesto x; # a;, podemos aplicar el teorema
del valor medio para encontrar y; entre x; y a; tal que

f(al,...,ai_l,xi,x,-H,...,xN) —f(al,...,ai_l,ai,xi+1,...,xN) =
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Dif(ar,....ai-1,yisXit1,---,%n) (X — ai),

de donde se deduce la desigualdad anunciada en sentido estricto a partir de las condi-
ciones impuestas a o.

Nota: Es claro que el papel jugado por N lo puede jugar cualquier otro natural m con
I<m<N-1.

3.11 Como

se tiene que
W (x) =} [fi(0)gix) + filx)gi(x)] = (£ (0)[(x) + (£ () [¢'(x).

Como

= (fa(x)g3(x) — f3(x)g2(x), — f1(x)g3(x) + f3(x)g1(x), f1(x)g2(x) — fa(x)81(x))

se tiene que

+H(2(x)g3(x) = f3(x)82(x), —fi ()83 (x) + f3(x)g1 (x), f1 (%) 3 (x) — fa(x)g) ()

i j k i J k
=| fix) [ fHx) |+ AR LK) HE) | =) AgE)+F ()AL (x)
gi1(x) g(x) g(x) g1(x) &) &)

3.12 Equivalen:
i) x5 (x,y) = y9L (x,y) = F(x,3), ¥(x,y) €A.
i) 9% (p,0)=h(p,d), ¥(p,¥) € Q.

La regla de la cadena para las derivadas parciales nos da

oh _9f af
%(p,ﬁ) = a(pcosﬁ,p sen®)(—p sen 19)+a—y(pcos19,p send)(pcos V)
es decir
oh af af

_(paﬁ) = _yg('x"?y)_’_xa_y(xuy)v S1 ()C,y) = (pCOSﬁ,pSCl’Iﬂ)
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3.13

3.14

de donde se obtiene i) < ii).

Es fécil comprobar que las soluciones de ii) son de la forma
h(p,d) = @(p)e®, con ¢ : RT — R derivable
con lo que las soluciones de i) son de la forma
f(x,y) = f(pcos ©,psen ©) =h(p,8) = ¢(p)e”

y al estar en el primer cuadrante, concluimos que

f(x,y) = @(\/x*+y?)exp (arctan%) , con @ : R™ — R derivable

Las funciones homogéneas de grado uno derivables en O son lineales, y por tanto de
clase €.

Como f es derivable en 0, es continua en 0. Sea x un vector no nulo, se tiene

f0)= lim f(tx)= lim tf(x)=0

t—0,0>0 t—0,:>0

con lo que, por ser derivable en 0, ha de ser

DFO)) = £(0:x) = fim LN =SO) o S0 1)

t—0t t t—0t 1 t—0t+ t

= f(x).

Hemos probado que f = Df(0).
Teorema de Euler.

Jp €R: f(tx) =t f(x),Vx e RV \ {0}, Vs e RT &
& Df(x)(x) = pf(x),vx € R¥\ {0}
=] Para x € RV\ {0} se tiene que

f(x—i—txt)—f(x) _ (1+tt)p_1f(x) N pf(x), cuandot — 0

(donde se ha usado la expresion de la derivada en el punto 1 de la funcién potencial),
es decir

Df(x)(x) = f'(x;x) = pf(x),¥x € RM\{0}.

<] Fijado x € R¥\{0}, definimos g : Rt — R por g(¢) := @, Vt € R*. La funcién
g es derivable pues, la regla de la cadena, nos asegura que la funcidn real de variable
real @ :t — f(tx) es derivable con

¢'(t) = Df(tx)(x),Vt € Rt
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por lo que, para cualquier  de R™, tenemos

_ DI~ pr () _ 7 (DS (e0)(0x) = ps (1)

12 12 =0

g'(1)
y al ser R™ un intervalo deducimos que g es constante, asi
g(t) =g(1) = f(x),Vt €R" & f(tx) = 1P f(x),Vt € RY.

La arbitrariedad de x concluye la demostracion.

3.15 Basta observar la igualdad de los siguientes pasos

Lo 1@~ fla)

=2 Z—20

o 1) f(a) — (A+iB)— )

7170 Z—20
o @)~ flao) — (A +B)(a—0)

220 |2 — 20|
Lo i) = flat i) — (A iB) (= a) +i(y— b))

x+iy—a+ib |x —a-+ i(y - b)l
L FGy) — fab) ~ (Ax—a) ~ By~ b). Ay —b) +Bx—a)) s _
(x.y)—(ab) l(x—a,y=Db)2

wn-sen-[(4 2V ()] |

lim =
(x.y) = (a,b) |(x—a,y—=D)l]2

f(x,y) —f(a,b) _Df(a7b)(x_a7y_b)
(x.y)—(a.b) |(x—a,y—=b)|2

=A+iB

=0

=0

=0

0

=0

3.16

n
[f derivable , Y Difj(x)hihj > 0,Vx € A,Vh € R"\{O}] = f es inyectiva.
i,j=1

Para a,b € A, definimos la funcién g : [0,1] — R por
g(t)=(fla+t(b—a))|b—a),vt €[0,1].
Razonando, por reduccion al absurdo, si f(a) = f(b) para algunos b # a, se tendria
(1) =2(0) = (f(b) = f(a)|b—a) =0
y el teorema del valor medio aseguraria que existe ¥ €]0, 1[:

0=¢'(9) = (Df(a+O(b—a))(b—a)lb—a)
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lo que contradice la hipétesis, ya que

(DFWWIN) = Y, Dif(x)hh; 0.

i,j=1

3.17 Sabemos que cualquier norma no es derivable en el origen.

a) |-l

Estudio en los ejes coordenados.
||.]|1 no es derivable en los ejes coordenados.

Consideremos un punto (a,0) con a # 0. Se tiene que

(@)l = 1I(a,0)ll1 _ |yl
y y

que no tiene limite cuando y — 0. Es decir no existe D,||-||1(a,0) y en consecuencia
||-||1 no es derivable en (a,0). Andlogamente ||-||; no es derivable en (0,b) con b # 0.

Estudio fuera de los ejes coordenados.

Consideremos un punto (a,b) con ab # 0. Se tiene que

[ D)l =@ D)l _ [ —la] _ a

= — — cuando x — a.

x—a xX—a |a|
Es decir Dy|| - ||1(a,b) = a- Andlogamente Dy |1 (a,b) = Ik
Resumiendo
V|- = (=, 2, v R? R%: xy =0
-l (e, y) = T hl) (x,y) € R7\{(x,y) € R™: xy =0}.
Al ser el gradiente continuo la funcién ||-|; es de clase %! en el conjunto considerado.
Caso R".
Consideremos un punto a = (ay,...,ay)
Sidke{l,...,N}:a;=0entonces ||.||; no es derivable en a. En caso contrario D||.||; (a)(x) =
Y, |Z—i| Ademds la funcién ||-||; es de clase ¢! en el conjunto en cuestion.
b) [|-]2

Consideremos un punto (x,y) # (0,0). Utilizando las reglas de derivacién se tiene que

V[ l20x,y) = ( ) , ¥(x,y) € RA\{(0,0)}.

X Y
VR 2y

Al ser el gradiente continuo la funcién ||-||; es de clase ¢’! en el conjunto considerado.
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Caso RY.
Consideremos un punto a = (ay,...,ay) # (0,...,0). Se tiene que
(alx)
Dl|.[[2(a)(x) = ==,
lall2

que es una generalizacion de la derivada de |-|. Ademds la funcién ||-|| es de clase %!
en el conjunto en cuestion.

) |[leo
Estudio en las diagonales de los cuadrantes.

Consideremos un punto (a,b) con 0 < |a| = |b|. Parax € R con 0 < |x| < |a] se tiene
que

[(@+x,b)le— |[(@, )]l _ latdtlal i ax > 0
X 0 siax< 0

|atx|~]al

Como — 747 cuando x — 0, concluimos que no existe D; ||| (a,b). Andloga-

mente no existe D;||-||«(a,b). En consecuencia
|||l no es derivable en las diagonales de los cuadrantes.

Estudio fuera de las diagonales de los cuadrantes.

Consideremos un punto (a,b) con 0 < |a| < |b|. Parax € R con 0 < |x| < |b| — |a], se
tiene que
l(atx.5) o~ [(a.B)ll _ [bl= 6] _,
x x

pues |a+x| < |a|+|x| < |b|, y paray € R con 0 < |y| < |b| —|a| se tiene que

[(@,b+ Yl = [[(@,D)ll= _ DAY =[b] = b

y y 0]

pues |b+y| > |b| — | — y| > |a|. En consecuencia el gradiente de la funcién ||-||« es el

que se anuncia. Andlogamente para puntos de la forma 0 < |b| < |a|. Por dltimo como
el gradiente es continuo la funcién ||-||.. es de clase €’ en el conjunto que se considera.

Caso R".

Consideremos un punto a = (ay,...,an). Si 3k,q € {1,...,N} : |ax| = |ay| = |a||~, en-
tonces ||.|| no es derivable en a. Si 31k € {1,...,N} : |ax| = ||a||« entonces D||.||(a) (x) =
a

Tay k- Ademds la funcién ||-||.. es de clase €’ en el conjunto en cuestién.

i) = ii) Por ser f derivable en q, se tiene que
f'(a;x) = Df(a)(x), Vx € RY

con lo que existe f'(a;-) y es lineal.
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3.19

Sean B C RY acotado y M € R tal que ||x|| < M, Vx € B. Por ser f derivable en a, existe
0 > 0 tal que

ly—all <8 =f0)—fla) - fay—a)ll < A%Hy—a\l-

Sea x € B\{0} y tomemos [f| < 1% Entonces el vector y = a +tx verifica ||y —al| =
lt]]|x]] < %M , luego, en virtud de la desigualdad anterior se tiene

If(a+1x) = f(a) — f'(a:tx)|| < ]%lfHIXH < &lt],

esto es

<&,
t

Hf(GHX) — fla) —tf'(a;x)

y por tanto

— f'(a;x)|| < &, Vx € B.

Hf(aHX)—f(a)

t

i) = i) Sea T € £ (RN, RM) 1a funcién definida por T(x) = f'(a;x), Vx € RV, Sea
x € A\{a}. Notamos h :=x—a con lo que h # 0, y se tiene que

fx)—fla)=T(x—a) flath)—fla)=T(h) _
lx —all ]

£ (@Il ) = £y = 00T () 7 (a+ Inlly) = fl@) _T< ! > )

1] - 1] I

£ (a+linligly ) = £l
2]
pues el limite es uniforme en S(RY). Hemos probado que

f(x) = fla) =T(x—a)

lx —all

h
—f' (a;m> — Ocuandoh — 0

— O cuandox — a

y por tanto f es derivable en a con Df(a) =T.

En efecto, dada {7,} sucesion de ]0, 1[ convergente a cero, tomese la sucesion {u,} en
la esfera unidad euclidea de R? dada por u, = (/1 —12,t,), y ndtese que

flattun)—fla) (01—t  (1-13)°
Iy (=) g+ (1)

Alternativamente: Si u € Sp2, entonces existe ¥ €] — 7, ] con u = (cos ¥,sen V). Sea

f(t(cos®,sendd)) — £(0,0) 13|t| cos® ©

8(1,9) t (sen® —tcos? ¥)2 + 14 cosb ¥
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3. Campos derivables. reglas de derivacion.

Si el limite en O de ¢ —

f(tu) — f(0)
t

fuese uniforme en u € Sp2, entonces,

Ve>0,36 >0:t| <d=|g(t,9)| <e VO €|—m, .

Por tanto, si {#,} — 0, se tendria que g(t,,¥,) — 0 para cualquier sucesién {3, }.

En este caso se tiene que si {¥%,} — 0y 0 < %, < 7 para cada n, entonces tomamos

sen ¥, t*cost B
t, = —0yglty,, %)= —"————
" y 8(tn, n) 0+ 12 cosb 9,

=— = 1, para cada natural n. Luego el limite
cos* 1,
anterior no es uniforme en u € Spo.



Tema 4

Teorema del valor medio. Teoremas del
punto fijo de Banach y de Schauder.
Teorema de Picard-Lindelof.

En la primera seccién obtenemos una generalizacion del Teorema del valor medio real:

f(b) — f(a) = f'(c)(b— a) para conveniente ¢ €]a,b|
a campos escalares
f(b)—f(a) = (Vf(c)|b— a) para conveniente ¢ €|a, b].

Fijadas dos normas en RY y RM probamos el importante resultado conocido como Teorema del valor medio
o Desigualdad de Lagrange para campos vectoriales

1f(a) = f(B)]| < [[b—allsup{[|Df (x)] : x €]a, b},

donde se considera en .2 (R R) la norma de operadores.
Finalmente para las normas euclideas probamos también una prictica desigualdad para
campos vectoriales

1F(b) = f(@)]l2 < [|b—al|2 sup { [}, Djfi(x)*: xe]avb[},

que se puede recordar como que la norma de operadores se mayora por la “norma euclidea”
de la correspondiente matriz.

En la segunda seccion definimos las funciones contractivas como las funciones lipschitzianas
de constante de Lipschitz menor que 1. Obtenemos el importantisimo resultado tedrico-
practico conocido como Teorema del punto fijo de Banach para espacios métricos comple-

tos (4.12) y deducimos de él el Teorema de Schauder para campos vectoriales de RY en RV
(4.15).

Los Teoremas del valor medio y de Schauder serdn herramientas fundamentales en la
demostracién del Teorema de la funcién inversa.
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Dedicamos la dltima seccién a demostrar otra importante consecuencia del Teorema del
punto fijo de Banach, el Teorema de Picard-Lindel6f sobre la existencia de soluciones de
ecuaciones diferenciales (4.18).




Acosta, Aparicio y Moreno 159

4.1. Teorema del valor medio.

Es conocido el siguiente importante resultado:

Teorema 4.1 (valor medio real). Sean a,b € R con a # b y sea I el intervalo cerrado de
o
extremos ay b. Si f : 1 — R es una funcion continua en I y derivable en I, entonces existe
[¢]

c €[ tal que

f(b) = fla) = f(c)(b—a).

Este teorema admite una generalizacion inmediata al caso de campos escalares definidos
en RY. Recordemos que si a y b son dos puntos distintos de RY, entonces los segmentos
cerrado y abierto de extremos a y b son respectivamente los conjuntos

la,b]={a+t(b—a): t€[0,1]} y |a,b[={a+t(b—a): t €]0,1[}.

Teorema 4.2 (valor medio para campos escalares). Sean a,b € RY verificando que a # b y
que [a,b] CA CRN. Si f: A — R es un campo escalar continuo en [a,b] y derivable en]a, b,
entonces existe ¢ €)a,b| tal que

f(®) = fa) = (Vf(c)b—a).

Demostracion:
La prueba de este teorema consiste en aplicar el Teorema del valor medio real a la funcion
auxiliar o : [0, 1] — R definida por

o(t)=f(a+t(b—a)).
Puesto que & es la composicion con f de la funcién de [0, 1] en A definida por
t—a+t(b—a),

la regla de la cadena para funciones continuas nos permite afirmar que ¢ es continua en [0, 1].
La nota 3.25 a) nos garantiza que & es derivable en |0, 1] con

o'(t)=Dao(t)(1) =Df(a+t(b—a))(b—a) = (Vf(a+t(b—a))|b—a).
Asi, la funcién o cumple las hipétesis del Teorema del valor medio real y, por tanto, existe
¥ €]0, 1] tal que
f(b)—f(a)=0(1)—0(0) = (Vf(a+6(b—a)lb—a).

Es usual que el punto ¢ que aparece en el enunciado del teorema anterior no se sepa cal-
cular. El siguiente corolario nos da una mayoracion de la distancia entre los valores tomados
por un campo escalar en los extremos del segmento obtenida usando la desigualdad 3.1.5.
No se debe olvidar que tal estimacién es la responsable de la mayoria de las aplicaciones del
Teorema del valor medio real.
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Corolario 4.3. Sean a,b € RY con a # b tales que [a,b) CA CRY. Si f: A — R es un campo
escalar continuo en [a,b] y derivable en |a,b|, entonces

£ (6) = f(a)| < [|b—al sup{|Df (x)[| : x €]a, b[}.

donde || - || es una norma en RN y el supremo estd tomado en [—oo,+oo].

Simples ejemplos de funciones con valores en R? prueban que no es posible la extensién
literal del Teorema del valor medio real a campos vectoriales. He aqui uno de ellos.

Ejemplo 4.4. Sea f : R — R? el campo vectorial dado por
f(x) = (cosx,senx).
Es claro que f es continuo en [0,27] y derivable en ]0,27[ con
f'(x) = (—senx,cosx) # (0,0), Vx €]0,2x].
Se tiene pues para x €]0,27[ que

(0,0) = f(27) — £(0) # 27 f'(x).

Nuestro préximo objetivo es probar que el corolario anterior si puede extenderse a campos
vectoriales. Esta extension es la que se conoce como Teorema del valor medio, y también
como Férmula del incremento finito o Desigualdad de Lagrange.

Teorema 4.5 (valor medio). Sean a,b € RN verificando que a # b y que
[a,b) CACRN. Si f:A— RM es un campo vectorial continuo en [a,b] y derivable en
la,b|, entonces

1F(b) = f(@)]| < |Ib—allsup{[[Df(x)] : x €]a,b[}-

Demostracion:
Si el conjunto

{IDf ()| : x €]a, b[}
no estd mayorado, no hay nada que probar. En otro caso sea

M :=sup{||Df(x)] : x €]a,b[}.

Consideremos, como en la prueba del Teorema 4.2, la funcién auxiliar o : [0,1] — RM
definida por

o(t):=fla+t(b—a)).

Sabemos que o es continua en [0, 1] y derivable en |0, 1[ con (ver Nota 3.25 a))

o'(t)=Df(a+t(b—a))(b—a), Vt €)0,1],
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y por tanto
lo' Ol < IDf(a+t(b—a)|llb—al < Mlb—al, Vr €]0,1].

Puesto que
1F(b) = fa)]| = [la(1) = o (0)],
el teorema estard probado si comprobamos que

lo(1) = o (0)]| < M||b—al|

La prueba de dicha desigualdad es consecuencia inmediata del siguiente resultado técnico
que tiene importancia en si mismo.

Proposicion 4.6. Sean ¢ : [0,1] — RY y g :[0,1] — R funciones continuas en [0,1], deriv-
ables en 10, 1] y que verifican

lo (1)l < &'(¢), vt €]0,1[.

Entonces

lo(1) — o (0)]] < &(1) —£(0).

Demostracion:
Probaremos que para cada € > 0 se verifica

lo(1)—o(0)] < g(1) —g(0) +2¢,

resultado del que se sigue el enunciado dada la arbitrariedad de €.
Fijemos € > 0 y consideremos el conjunto

A={re0,1]: ||lo(t)—o(0)] < g(t) —g(0) + &t + €}

Es claro que 0 € A. Sea a := sup(A). De la continuidad de ¢ y g se deduce inmediatamente
que

(4.1.1) lo(a) —o(0)]| < g(a) —2(0) +ea+e,
y que A es un abierto relativo de [0, 1] y por tanto 0 < a. Veamos que a = 1 y en consecuencia
lo(1) —a(0)]] < g(1) —5(0) + 2,

como se pretende demostrar.

La prueba de que a = 1 la haremos por reduccion al absurdo. Supongamos por tanto que
a < 1y veamos que entonces existe s > 0 tal que a + s € A, en contra del hecho de ser a el
supremo de A. En efecto, de la derivabilidad de o y g en a, podemos tomar s > 0 tal que
at+s<ly

|o(a+s)— o(a)—s0' (@] _

£
4.1.2 =
(4.1.2) g 5
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(4.1.3) |8(“+S)—é;(a)—Sg (a)l <;

Se tiene que
lo(a+s)—o(0)]| = llo(a+s)—o(a) —so'(a) +s0'(a) + 6(a) — o(0)]| <
lo(a+s) —o(a)—so’(a)l|+sllo"(a)]| + llo(a) — o(0)]| <
€
3 s+sg'(a)+gla)—g(0)+ea+e=
(donde hemos utilizado 4.1.2, la desigualdad de la hipétesis y 4.1.1)

=&t (sg’(a) —g(a+s)+g(a)> +gla+s)—g(0)+eat+e<

2
€ €
55t> s+gla+s)—g0)+ea+e=gla+s)—g(0)+ela+s)+e.
(donde se ha utilizado 4.1.3)
Asia+s € A lo que concluye la demostracion. .

Fin de la demostracion del teorema:
Cosideremos la funcion g : [0, 1] — R definida por

g(t) := Ml|b—al,

la Proposicién 4.6 nos asegura que ||6(1) — o (0)|| < g(1) —g(0), o equivalentemente || f(b) —
fla)|| <M||b—al|, es decir

1F(b) = f(@)]| < ||b—allsup{[[Df(x)] : x €]a, b[}-

El Teorema del valor medio serd aplicado reiteradas veces a lo largo de este curso. Basta
como botén de muestra los siguientes resultados que generalizan los correspondientes para
funciones reales de variable real (hemos comentado que la desigualdad del Corolario 4.3 es
la responsable de la mayoria de las aplicaciones).

Corolario 4.7. Sean A un abierto convexo de RN y f : A — RM un campo vectorial derivable
verificando que existe un niimero real M tal que

IDf ()| <M, Vx € A,

entonces f es lipschitziano con constante de Lipschitz < M.
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Demostracion:
Dados x,y € A , veamos que ||f(y) — f(x)|| < M||y — x]||. Ello es claro si x = y. En otro
caso el Teorema del valor medio aplicado a f en el segmento [x,y] C A nos da que

1F3) = F @ < lly = xl[sup{[[Df ()| - z €]x,y(}

y el resultado se sigue sin mds que aplicar la hipétesis. .

Corolario 4.8. Sean A un abierto conexo de RN y f: A — RM un campo vectorial derivable
verificando que
Df(x) =0, Vx € A,

entonces f es constante.

Demostracion:
Sea a un punto de A y definamos

B:={x€A: f(x)=f(a)}.

B es un cerrado relativo (f es continua) y no es vacio (a € B). Veamos que B es abierto.
Fijemos b € B 'y tomemos p > 0 tal que B(b,p) C A. Al ser B(b,p) un convexo el corolario
anterior nos dice que la restriccién de f a B(b,p) es constante, es decir B(b,p) C B. Hemos
probado que B es un conjunto abierto. Al ser A conexo no queda mds remedio que ser B =A,
es decir, f es constante. "

Aunque el Teorema de valor medio es, como se acaba de comprobar, una valiosa her-
ramienta tedrica, si recordamos que fijadas dos normas en RY y R es

1Df(@)|| := max{[|Df (a)(x)|| - [lxl] =1},

concluimos que la aplicacién prictica de dicho teorema no es facil (piénsese que en el Teore-

ma 4.5 intervienen tres normas: una en RY, otra en RM y la correspondiente en . (RN, RM))

Terminamos esta seccién obteniendo una version prictica del Teorema del valor medio

cuando se consideran las normas euclideas en RY y RM cuya prueba consiste en obtener una
mayoracion calculable de la norma de operadores (la “norma euclidea” de la matriz asociada).

Corolario 4.9 (Teorema practico del valor medio). Sean a,b € RN con a # b tales que [a,b] C
ACRN. Si f:A—RM esun campo vectorial continuo en |a,b] y derivable en |a,b|, entonces

17 (B) = f(@)ll2 < [[b—all2 Sup{ [}, Difi(x)*: x G]ayb[}-
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Demostracion:
Para cada x €]a, b] se tiene

1Df ()| = max {[Df(x)(W)l2 : [Iylla =1} =

M
{ Y (Vfilx (%)ly)* ||y||z=1} \/vafl = [L Difi(x)

donde se ha utilizado la desigualdad de Cauchy-Schwarz.
El corolario es ahora una consecuencia inmediata del Teorema 4.5. "

Juy

Usamos en un ejemplo concreto el resultado que acabamos de probar.

Ejemplo 4.10. Probar que el campo vectorial f : R — R? definido por
fey) = (sen(e+9), VTH22 432 ((x3) €R?)

es lipschitziana con constante de Lipschitz menor o igual que v/3.

Para cada (x,y) € R? se tiene que

Jf<x7y) =

cos(x+y) cos(x+y)
x y ,
VIH2+2 o/ 14a24y2

y, €n consecuencia,

x2 +y2

Z Djf,-(x)2 =2 COSZ<X—|—y> —|—1+x—2+y2 <

El enunciado se deduce del Corolario 4.9.
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4.2. Teoremas del punto fijo de Banach y de Schauder.

El principio de contracciéon de Banach estd basado en un proceso iterativo que permite
obtener aproximaciones hacia un punto fijo cada vez mejores, incluso se puede saber el
numero de iteraciones suficientes para obtener una aproximacién del punto fijo con un cierto
margen de error.

Definiciéon 4.11 (funcion contractiva). Sean (E,d) y (F,p) espacios métricos. Una funcién
f+E — F es contractiva si Jo € [0, 1] tal que

p(f(x),f(y) <o d(x,y), Vx,y€E.

Es decir, las funciones contractivas son las funciones lipschitzianas cuya constante de
Lipschitz es menor que 1.

Teorema 4.12 (punto fijo de Banach). Sea (E,d) un espacio métrico completo y sea f : E —
E una funcion contractiva. Entonces existe un tinico punto a de E fijo por f, es decir tal que

fla)=a.

De hecho, dado agy en E, la sucesion {a,} definida mediante la expresion

ans1 = f(an), Yn € NU{0},

verifica
{d(a,an)} \, 0.
Ademas si 0 < o < 1 es tal que
4.2.1) d(f(x),f(y) <oad(x,y), Vx,y € E,

entonces para cada n € N se verifica la desigualdad:

an
11—«

d(ay,a) < d(ay,ag).

Demostracion.:

Unicidad: Supongamos que a,b € E son tales que f(a) =a'y f(b) = b, se tiene que
d(a,b) =d(f(a),f(b)) < o d(a,b) y por tanto 0 < (1 — at)d(a,b) < 0. De donde se sigue
que a = b. Hemos probado que no puede haber més de un punto fijo.

Existencia: Sea ag € E. Paran > 0, definimos a,,+ 1 := f(a,). La sucesion {a, } asi obteni-
da es de Cauchy. En efecto, veamos que para cada natural n, se verifica la siguiente desigual-
dad:

d(api1,a,) < a d(ay,ap).

La desigualdad es obvia para n = 1 por ser f contractiva. Supongamos que se verifica para n
y probémosla para n+ 1. Se tiene

d(ani2,an41) = d(f(an1), flan)) < @ d(ans1,a,) < " d(ay,ap)
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donde se ha tenido en cuenta la definicion de la sucesion {a, } y se ha utilizado que la funcién
f es contractiva verificando 4.2.1.
Ahora para n,h € N se tiene:

d(an+h7an) < d(an+haan+h71> +d(an+h71aan+h72) + o +d(an+17an) <

(X"—(X"+h a”
—d(ay,ap) <
-« (ar, 0)_l—oz

(an+h71 +an+h*2+,,,+an)d<al’a0> = d<a17a0>'

De la anterior expresion se sigue que la sucesion {a,} es de Cauchy, y por tanto, en virtud de
la complitud de E, convergente. Sea a el limite de {a,}. La continuidad de la funcién f nos
permite deducir que

a=1im a, =lim a,4; =1lim f(a,) = f(lim a,) = f(a).

Tomando limite en % en la expresion

n

d(ay,ap),

(04
d(an+l’l7 an) S 1

la continuidad de la aplicacion distancia nos permite obtener que

n

d(a,a,) < 106

d(ay,ap), Vn € N.

Por dltimo para todo natural n se tiene que

d(a,an11) = d(f(a), f(an)) < o d(a,an).

Corolario 4.13. Sean E un espacio métrico completo y sea f : E — E una aplicacion.
Supongamos que existe n € N tal que f" es contractiva. Entonces f tiene un tinico punto

fijo.
Demostracion:

El Teorema del punto fijo de Banach (4.12) nos asegura que f” tiene un tnico punto fijo
a € E. Veamos que a es también punto fijo de f. En efecto

fMa)=a=f"(f(a) = f(f"(a)) = f(a) = f(a) =a,

donde se ha utilizado que la funcién f” tiene un tnico punto fijo.
Como cada punto fijo de f, también es punto fijo de f”, entonces, a es el Gnico punto fijo
de f [ ]
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Ejemplo 4.14. Sea f : R> — R? el campo vectorial definido por
flxy) = (Sen(ery% ! +x2+y2)-

Probar que existe un tinico p € R? tal que f(p) = 2p.

El ejemplo 4.10 nos asegura que la funcién ]5” es contractiva. Para obtener el resultado

basta aplicar el Teorema 4.12 a dicha funcion.

El siguiente resultado, consecuencia del Teorema 4.12, serd una pieza fundamental en la
demostracion del teorema de la funcidn inversa.

Teorema 4.15 (Schauder). Sean U C RY abierto y ¢ : U — RN una funcion contractiva. Si
f =iy — @ (donde iy es la aplicacion inclusion de U en RN ), entonces se verifica:
i) f(U) es un abierto de RV,

ii) f es un homeomorfismo (biyeccion bicontinua) de U sobre f(U) (de hecho, fy f~!
son lipschitzianas).

iii) Si ademds U =RV, entonces f es un homeomorfismo de RN sobre si mismo.

La afirmacion primera, que es la verdadera aportacion de Schauder, es un punto crucial en
la demostracién del Teorema de la funcién inversa. Por razones didacticas conviene empezar
demostrando la siguiente normalizacién de 4.15.

Lema 4.16 (versién normalizada del Teorema de Schauder). Sean D la bola unidad abierta
de RN, ¢ : D — RN una funcion contractiva 'y o, € [0, 1] tal que

lo(y) — @)l < & [ly = x|, Vx,y € D.

Supongamos ademds que @(0) = 0. Entonces si f := ip — ¢ (donde ip es la aplicacion in-
clusion de D en RY) se verifica:

B(0,1—a) C f(D).

Demostracion:
Seay € B(0,1 — ). Consideremos la funcién auxiliar g : D — RY definida por

g(x) ==y +o(x).

Fijemos p tal que ——— < p < 1,y veamos que B(0,p) es invariante por g. Para cada z de

[yl
-«

B(0,p) se tiene

18() [ < [lg(z) = g(0) |+ [[g(0)]] < ellz—Of[ + [ly]| < p + (1 —ax)p = p.
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Aplicando el Teorema del punto fijo de Banach (4.12) a la funcién contractiva g en el espacio
métrico completo B(0, p) (cerrado de un completo) obtenemos

Jlx € B(0,p) tal que x = g(x) , es decir x =y + @(x).

Equivalentemente y = x — @ (x), es decir y = f(x). Como B(0,p) C D, se sigue que y € f(D).

Nota: El anterior lema no se puede mejorar, es decir el radio de la bola de centro 0 contenida
en f(D) es 6ptimo. En efecto: la aplicacién ¢ : D — RY definida por ¢ (x) := otx es contractiva
de razén o y la funcién f asociada es tal que

f(D)={x—ox): xe D} ={(1—a)x: xe D} =B(0,1 — ).

Demostracion del Teorema de Schauder:

i) Dado a € U, tomemos r > 0 tal que B(a,r) C U. Probemos que si & es la constante de
Lipschitz de ¢ se tiene que

B(f(a),(1 —a)r) C f(B(a,r)).

Consideremos la funcién @ : D — R definida por

(go(a-i— rx) — (p(a)).

S|

—~
Ra)
I

S =

Claramente @ (0) = 0. Veamos que la aplicacion @ es también contractiva con constante
de Lipschitz menor o igual que «. Para cualesquiera x1,x, € D se tiene
_ _ 1
[@0x1) =@l = —lloatrxi) —@la+rn)| <

(04
—Ila+ra) —(a+ro)| = alx —x|.

Aplicando el Lema 4.16, si ? :=ip — @, entonces
(4.2.2) B(0,1—a) C f(D).

Puesto que es inmediato comprobar que

7o) = L(f(a+rx) - f(a), VxeD,

r

se sigue que



Acosta, Aparicio y Moreno 169

y por tanto, teniendo en cuenta la inclusion anterior (4.2.2), se tiene que

B(0,1- ) € (f(Blar)) ~ f(a),
lo que implica f(a)+r B(0,1 — ) C f(B(a,r)), es decir
B(f(a),(1 —a)r) C f(B(a,r)).

Hemos probado que si B(a,r) C U, entonces B(f(a),(1 —a)r) C f(U) y, por tanto,
f(U) es abierto.

i) Comencemos comprobando que f es lipschitziana. Para u,v € U se tiene
1f () = FO) = lu—@@) = (v=0W))|| = lu—v— (o) ()] <
lu=vl[+l@w) =) < (14 0)|lu—v|.
También para u,v € U se tiene
1F () =) = llu = @(u) = (v—@(v)) || =

lu=vI[ = o) —eW)] = (1 = &) |lu— v,
lo que prueba que f es inyectiva y también que f~!: f(U) — R es lipschitziana:

157 ) = £ GO = =l < 1 17 w) = )], Vv € U

En consecuencia f es un homeomorfismo de U sobre f(U).

iii) Sélo falta probar que f es sobreyectiva, lo que es una consecuencia inmediata de lo
probado en i) pues al ser B(0,r) C RV, Vr > 0 se sigue que

B(f(0),(1—a)r) C f(RY), ¥r>0
y, por tanto, f(RY) =RV,

Notas:

Aunque ii) = i) en virtud del siguiente resultado:

Teorema 4.17 (Brouwer de invarianza del dominio). Si U es un abierto de RN y f : U — RN
es un homeomorfismo de U sobre f(U), entonces f(U) es abierto en RV,

La demostracién de éste, que puede verse en [ , Teorema 6-53], es mas complicada que
la prueba de 1).

De i) y ii) se deduce que la aplicacion f es abierta (aplica abiertos en abiertos). En efecto,
si O C U es abierto, entonces f(0) = (f~1)71(0) es un abierto relativo de f(U), luego
abierto de RY.

Por otra parte en iii) se puede probar la sobreyectividad de f directamente del Teorema
4.12. En efecto: dado y € R", consideremos la aplicacién auxiliar g : RY — RY definida por
g(x) := y+ ¢(x), que es también contractiva. Aplicando el Teorema 4.12 a g obtenemos que
existe un (dnico) x € RY tal que x = g(x), es decir, y = f(x).
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4.3. Teorema de Picard-Lindelof.

Teorema 4.18 (Picard-Lindelof). Sean a,b niimeros reales con a < b y sea
f:]a,b] x R — R una funcion continua. Supongamos que ademds IM > 0 tal que

|f(t7x) _f(t7y)| S M|x_y|7 Vit € [avb]v vx?)) eR

(f es uniformemente lipschitziana en segunda variable). Entonces existe una tnica
® € €'a,b] tal que

P(a)=0y ®'(t) = f(t,P(t)), Vt € [a,b].

Demostracion:
Sea F : €'la,b] — €[a,b] el operador dado por

4.3.1) Fl)(1) = /atf(s, 0(s))ds, Vo € €a,b], Vi € [a,b].

F estd bien definido y probaremos por induccién que se verifica para cada n € N la sigu-
iente desigualdad:

n

“.3.2)  [F(@)(1) = F"(y)(1)] < %(t—a)"pr — Ylleo, VO, ¥ € Cla, b], Vi € [a,b].

Para n = 1 se tiene para cada @,y € €’[a,b| y para cadat € [a,b] que

F@)0 - F0)| = | [ sis00)ds— [ s, ws)as| <

/at f(s,0(s)) — f(s, w(s))\ds < /;erp(s) —y(s)|ds < Mo — yllo(t —a),

y la desigualdad 4.3.2 es cierta paran = 1.
Supongamos dicha desigualdad cierta para n, entonces para cada ¢,y € €’[a,b| y para
cadat € [a,b] se tiene que

[F" (@) (1) = F" () (1) = [F (F"(9))(1) = F(F"(y))(1))| =

/a[f(saFn(ﬁD)(S))dS—/atf(s,F”(ll/)(s))ds) <

[ 16 @)) 5. F oD lds < [ MIF"(9)() = F(w)(s)lds

donde hemos utilizado la desigualdad de la hipétesis y la monotonia de la integral. Asi, en
virtud de la hipdtesis de induccién, tenemos

F ()0~ P W)0] < [ M Mo~ wilals —a)ds =

n+1 (l‘ _a)n+1 n+1

i — . _\n+l
lo =Vl = G 19~ Vll=t =)™

n!
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esto es, se verifica la desigualdad (4.3.2) paran+ 1.
Ahora bien, (4.3.2) nos asegura que

(M(b—a))"

1F"(0) ~ F'(y) |l < 5

@ — Ylle, Vo, € €la,b], Vn € N

y teniendo en cuenta que (€’[a,b], || - ||«) es un espacio de Banach (véase Ejercicio 2.3), que
(M(b—a))"
n!
tinica funcién ® € €[a,b] tal que F(P) = P. Luego teniendo en cuenta la definicién (4.3.1)

concluimos que

la sucesién { converge a cero y el Corolario 4.13 obtenemos que existe una

@@:L%@¢@M&w@mm
Asi ® € €'[a,b] y se verifica
B(a) =0 y @/(1) = f(t,0(1)), V1 € [a,b)].

donde se ha utilizado el Teorema fundamental del célculo para la integral de Riemann. .

Para mds informacion sobre esta seccion se puede consultar [Guz, Capitulo 4].
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4.4. Referencias recomendadas.

[Guz], [ L1 Ik
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4.5. Resumen del resultados del Tema 4

Teorema del valor medio para campos escalares. Sean a,b € RN verificando que a # b
y que [a,b] CA CRN. Si f:A — R es un campo escalar continuo en [a,b] y derivable en
|a,b|, entonces existe ¢ €|a, b| tal que

f(b) = f(a) = (Vf(c)lb—a).

Proposicion. Sean o : [0,1] —RM y ¢: [0, 1] — R funciones continuas en [0, 1], derivables
en |0, 1 y que verifican
lo’ ()] < &'(x), vt €]0,1[.

Entonces
lo(1) —o(0)]| < g(1)—g(0).

Teorema del valor medio. Sean a,b € RN tal quea # b y que [a,b] CACRN. Si f: A —
RM es un campo vectorial continuo en [a,b] y derivable en |a, b[, entonces

1F(b) = f@)]| < |Ib—allsup{[[Df(x)] : x €]a, b[}-

Teorema practico del valor medio. Sean a,b € R verificando que a # b y que [a,b] C
ACRN.Sif:A—RM esun campo vectorial continuo en [a,b] y derivable en |a,b|, entonces

1F(b) = f(@)ll2 < [|b—all2 sup { /Y. Djfi(x)*: xE]a,b[}-
2y

Definicion. Sean (E,d) y (F,p) espacios métricos. Una funcién f : E — F es contractiva
si da € [0, 1] tal que
p(f(x),f(y)) < ad(x,y), Vx,y € E.

Teorema del punto fijo de Banach. Sea (E,d) un espacio métrico completo y sea f :
E — E una funcién contractiva. Entonces existe un tnico punto a de E fijo por f, es decir tal
que f(a) = a. De hecho, dado ag en E, la sucesion {a,} definida mediante la expresion

ant1:= f(an), Yn € NU{0},

verifica

{d(a,a,)} \, 0.
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Ademds si 0 < a < 1 es tal que

d(f(x),f(y) < ad(x,y), Vx,y € E,

entonces para cadan € N se verifica la desigualdad:

d<anaa) S 1 —a

Teorema de Schauder. Sean U C RY abierto y ¢ : U — RY una funcién contractiva. Si
f =iy — @ (donde iy es la aplicacion inclusion de U en RN), entonces se verifica:
i) f(U) es un abierto de RY.

ii) f es un homeomorfismo (biyeccion bicontinua) de U sobre f(U) (de hecho f es bilip-
schitziana).

iii) Si ademds U = RY, entonces f es un homeomorfismo de RY sobre si mismo.

Teorema de Picard-Lindelof. Sean a,b € R cona < b y sea f : [a,b] x R — R una
funcion continua. Supongamos que ademas IM > 0 tal que

’f<t7x) _f(tay)l S M|X—y|, Vit € [aab]a vxvy eR

(f es uniformemente lipschitziana en segunda variable). Entonces existe una tnica funcion
® € ¢[a,b] tal que

®(a)=0 y ®'(t) = f(t,D(t)), Vt € [a,b].
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4.6.

4.1

4.2

4.3

4.4

Ejercicios del Tema 4

Sean A C RY abierto conexoy f: A — RM un campo vectorial con derivada constante.
Probar que f es la restriccién a A de una funcién afin de RY en R¥.
Indicacién: Considerar el campo vectorial g : A — RM definido por

g(x) := f(x) — Df(a)(x) para conveniente a € A.

Probar que la ecuacién x = arctgx+ 1 tiene una tnica solucion y aproximarla hasta las
milésimas.
Indicacién: Considerar la funcién

f(x):=arctgx+1, Vx € [1,+oo| .

Sea A C R un abierto convexo y sea f : A — A una aplicacién continua. Supongamos
que f es derivable en A y que

Sup{%Difj(x)Z: xGA} < 1.

Probar que f tiene un tnico punto fijoen A .
Indicacién: Utilizar el Corolario 4.9.

Probar que (0,0) es la dnica solucién en el conjunto C del sistema de ecuaciones que
se indica, donde C es el conjunto dado por

C:={(x,y) €R*: |xf,|y| < 1}
y el sistema de ecuaciones viene dado por

senx seny = 2x

Indicacién: Aplicar el Teorema del punto fijo de Banach (4.12) al campo vectorial
f: C — R? dado por

2 2
[ senx seny x“+y
f(x7y> - ( 2 Y 4 )7

considerando en R? la norma euclidea.
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4.5

4.6

4.7

4.8

4. Teoremas del valor medio y del punto fijo de Banach.

Sea f : R? — R? el campo vectorial definido por

f(x,y) = (1+senx,arctgy).

Probar que existe un tinico p € R? tal que f(p) = 2p.

Indicacién: Ver Ejemplo 4.13.

Sea f:B(0,1) ¢ RN — RM un campo vectorial continuo. Supongamos que f(0) =0
y que f es derivable en B(0, 1) con ||Df(x)|| < ||f(x)]|, Yx € B(0,1). Probar que

£(x) =0, Vx € B(0,1).

Indicacion: Utilizar el Teorema del valor medio para probar que

1FCI < {lxll Sup {[lFW)I = ¥ € [0,4]}-

Utilizar ahora la propiedad de compacidad para probar la existencia de y; € [0,x] tal
que

LA < el 1A Ol

Iterar el proceso.

*Sea f: A C RY — R" un campo vectorial de clase €’! en a € A. Probar que:
i)

B(a,8) C Ay f esderivable en B(a,d)
Ve >0,36>0: ’ ’
{ X,y € B(a,8) = ||f(x) = f(y) = Df (@) (x—y) || < gllx—y]|
ii) Si ademds, suponemos que Df(a) es un isomorfismo topolégico en RY, pruébese
que existe p > 0 tal que B(a,p) C Ay f es un homeomorfismo de B(a,p) sobre
su imagen.

* Sean A C RV abierto, f : A — R™ un campo vectorial de clase €' y K C A un
compacto. Probar que:

{x e RV : dist(x,K) < §} C A

ve>0,30>0: { 1] < &= [If(x+h) = flx) = Df(x)(h)|| < e][hl], ¥x € K

(f es uniformemente derivable en K).

Indicacién: Usese el axioma de Heine-Borel para conseguir la primera condicién. De-
spués, el Teorema de Heine, para conseguir continuidad uniforme de la diferencial en
un compacto de A que contenga a K. Finalmente, basta usar el Teorema del valor medio
como en la parte 1) del Ejercicio 4.7.
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4.9 * Sea (E,d) un espacio métrico completo y sea f : E — E una aplicacién. Suponga-
mos que existe una serie convergente de nimeros reales Y~ @, tal que

d(f"(x).1"(7)) < d(x.y), Y.y €E, ¥n € N,

Entonces f tiene un tinico punto fijo. De hecho si xq es cualquier punto de E, la sucesion
{f"(x0)} converge a dicho punto.

Indicacién: Utilizar la misma argumentacion que en la demostracion del Teorema del
punto fijo de Banach cambiando la sucesién {a"} que alli aparece por la sucesion

{on}.
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4.7.

4.1

4.2

4.3

Soluciones a los ejercicios del Tema 4.

Fijemos a € A. El campo vectorial g : A — RY dado por

8(x) = f(x) = Df(a)(x)

es derivable con derivada Dg(x) = Df(x) — Df(a) = 0. El Corolario 4.8 nos asegura
que g es constante. Asi

f=b+Df(a) |4 para conveniente b € RM,

es decir,

f(x)=f(a)+Df(a)(x—a), Vx € A.

El espacio métrico ([1,+oo[,|-|) es completo (cerrado de un completo). Es inmediato
que f([1,+oof) C ([1,+o0[). Como
1

= m, VX € ([1,+°°[,

f'(x)
se sigue del Teorema del valor medio real que
[,y € [1,4of] = [f(x) = F) =1 (0)|lx—y = m\x—ﬂ

para conveniente 6 > 1y, por tanto,

wyell 4ol = 70— f0)] < 5 I,

esto es, f es contractiva. El Teorema del punto fijo nos asegura que existe un tnico
punto a € [1,+oo] tal que @ = arctga+ 1. Como la funcién de R en R dada por x —
arctgx+ 1 —x tiene derivada negativa, deducimos que la ecuacion x = arctgx+ 1 tiene
una unica solucion.

El Teorema del punto fijo nos asegura ademds que para cada natural n es

a1 — ao

la—ay,| < i1

En particular si tomamos ayp = 1, obtenemos que |a — a,| < 2,%, que nos permite

conocer el punto a con la aproximacion deseada, en este caso aj; = 2'13222... , esto
es,a=2'132....
Sean x,y € A con x # y. Aplicamos el Corolario 4.9 a la funcién f en el segmento [x, y]

para obtener que

1f () = f(x)]l2 < [ly—x[[2 Sup { /Y Djfi(x)?: xeA}.
L]
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Asi, notando o := Sup { Yi;Djfi(x)?: xe A} < 1, se tiene que

If ) —FfX)|2 < o |ly —x]2, Vx,y € A.

Por continuidad, también

1f ) = fx)ll2 < o |ly —x[|2,Vx,y € A.

El Teorema del punto fijo de Banach nos asegura la existencia del punto fijo de f en A.

4.4 El conjunto C := {(x,y) € R?: |x| <1, |y| < 1} es completo (cerrado de R?). Es
inmediato que la aplicacién f : C — R? dada por

senx seny x? —l—y2>

flxy)= ( R
verifica f(C) C C.
f es diferenciable y la matriz jacobiana viene dada por
| [Cosxseny senxcosy
2 . y

Usando la version practica del Teorema del Valor medio (Corolario 4.9) se tiene que

(COSZXSCI’I y+sen2xcos y+x +y )

-l>|>—‘

IDf (x> <

(senzy +sen’ x4 x* -I—y2)

B

i(Zsen 1 +x2 +y )
<

(2 sen’ 1 +2) <

= n—

<2(sen 1+1)<1,

por tanto, f es lipschitziana con constante de Lipschitz menor que 1, esto es, contrac-
tiva. Como C es completo, por el Teorema del punto fijo de Banach, f tiene un tnico
punto fijo.

4.5 Parax,y € R? se tiene que

cosx O
Trey) =1 o _L |,
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4.6

4.7

y en consecuencia,

1
D fi(x)? = cos® — <2,
Zf ifi(x)" =cos“x+ 172 =

El Corolario (4.9) nos asegura que f es lipschitziana con constante de Lipschitz menor
o igual que v/2. Asi g es contractiva. El resultado se sigue del Teorema del punto fijo.

Seax € B(0,1)\ {0}. Se tiene que
1A < llxl] Sup{IDF )] =y €]0,x[} <

Il Sup{{lF I =y €10, x[} < llxl} Sup{[[f () : ¥ € [0,4]},

donde se ha utilizado el Teorema del valor medio y la desigualdad de la hipétesis. La
propiedad de compacidad nos asegura la existencia de y; € [0,x] tal que

LA G < el LA G-

Repitiendo el proceso, existe y, € [0,y1] C [0,x] tal que || f(y1)|| < |lyill IfO2)|l, y en
consecuencia

LFGOI < [l 11£ )1

Se prueba ahora por induccién que para cada n natural se tiene
£ GO < Il [l (va) || para conveniente y, € [0, ],
y por tanto para cada natural n se tiene que

1FCI < T Sup{llf W) = ¥ € 0,2} = Il max{[|f(¥)I[: y € [0},

donde se ha vuelto a utilizar la propiedad de compacidad.

Como ||x|| < 1, se sigue que {||x||"} — Oy por tanto f(x) = 0. La arbitrariedad de x
nos asegura que f se anula en B(0, 1). Por dltimo la continuidad de f nos asegura que
dicha funcién se anula también en B(0, 1).

*

i) Sea € > 0 fijo. Tomemos 0 > 0 tal que si ||x —a|| < 0, entonces

a€A fesderivableenxy ||Df(x)—Df(a)| <e.
La funcién g : B(a,8) — RY definida por

8(z) == f(z) =Df(a)(z)
es derivable con derivada Dg(z) = Df(z) —Df(a),Vz € B(a,§).

Para cada x,y € B(a,d), el Teorema del valor medio(4.5) aplicado a la funcién g en el
segmento [x,y], nos asegura que

17 (x) = f(v) = Df (@) (x = y)I| = [[8(x) = gW)I| < llx = yl| Sup{[|Dg(2)]| : z €]x,y[}
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= e =yl[Sup{|[Df(z) = Df (@) : z €]x,y[} < &llx—yl.
ii) Sea € > 0. Tomemos & > 0 como en i). Sean x,y € B(a,0), se tiene que
IDf(a)(x=y) || = 1/ (x) = fFWII < [IDf (@) (x —y) = f(x) = fO) I < ellx—yll,

donde se han usado la propiedad triangular y el apartado i). Asi

1Df(a)(x =)l = elx =yl < [[f(x) = fFODI;

pero al ser Df(a) un isomorfismo, se tiene también que

le=yll < IDf(a) " Il Df (@) (x =)

y por tanto {
(o7 — &)=l < 17 =501,

Sea ahora € € R" con € < Si notamos p a su correspondiente 8, se tiene que

HDf( [IDf (@)~

(B —&) =y S I7W =10 vy € Blap),

expresion que nos da la inyectividad de f y la continuidad de su inversa.

Este ejercicio hace buena la expresion “f hereda localmente las propiedades de D f (a)”.
Conviene resaltar que este ejercicio no es el Teorema de la funcién inversa que nos ase-
gurard ademds que f es localmente una funcion abierta (la demostracién de dicho teo-

rema requiere también el uso de otra herramienta fundamental, el Teorema de Schauder
(4.15)).

* Consideramos la funcién g : K — R dada por
g(x) = dist(x, R"\A) (x€K).

Como A es una abierto que contiene a K, entonces R¥\A es un cerrado en R" cuya
interseccién con K es vacfa. Por tanto, dist(x,RY\A) > 0 para todo x € K. Como la
funcidn distancia a un conjunto es continua, entonces por la propiedad de compacidad,
g alcanza el minimo en K. Si r := ming(K), entonces se tiene que

x € RN dist(x,K) < r=x¢ RM\A = xc A.

Sea € > 0 fijo. Para conseguir la otra condicidn, aplicamos el Teorema de Heine a la
diferencial de f y al compacto

= {y € RV : dist(y,K }

conjunto que contiene a K. Dado un positivo €, por la continuidad uniforme de D f en
K’ existe un positivo 8 < r que verifica
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4.9

(47.1) %,y €K' [lx—y <8 = [IDf(x) =Df)| <.
Ahora bien, por la eleccién de 6 < 5 es inmediato que se verifica
y € RV dist(y,K) < 8§ = y € A.

Ademds, si x € K, se tiene que un elemento de la forma x+ & con ||k|| < § verifica que
x+h € K, por tanto en vista de 4.7.1 tenemos

(4.7.2) IDf(x) =Df ()] <e&.

La desigualdad del enunciado es consecuencia del Teorema del valor medio. Consid-
eremos la funcién g : B(a,8,) — RM dada por g(z) = f(z) — Df(a)(z). Dados x,y €
B(a,d,) con x # y, se tiene

1F () = f(x) = Df (@) (x =)l = llg(y) =g <

|y —x[| Sup{||Dg(2)[| : z €]x,y[} =
|y = x[|Sup{[|Df(z) = Df(a)| : z€lx,y[} <& [ly—x,
donde se ha vuelto a utilizar la desigualdad de (4.7.2).

* Aunque la existencia y unicidad del punto fijo de f se puede deducir del Corolario
(4.13), haremos una demostracion independiente con el fin de que el ejercicio genera-
lice el Teorema del punto fijo (témese o, = &, Vn € N).

Unicidad: Supongamos que a,b € E son tales que f(a) =ay f(b) = b, se tiene para
cada n natural que d(a,b) = d(f"(a),f"(b)) < oy, d(a,b) de donde se deduce, por
converger a cero la sucesién { o, }, que a = b.

Existencia: La sucesion {x, } = {f"(x0)} es de Cauchy. En efecto para n,h € N, se tiene

d(xn+h7xn) < d(xn+haxn+h71) +--- +d(xn+laxn> =
d(f" ), S o)) A d (), (x0)) <

Op—1 d(x1,X0) 4+ + 0 d(x1,%0) < d(x1,%0) Y, 0.
k=n

Como la serie } ,~; &, es convergente, la sucesion {Z,‘f_n Ock} converge a cero y se

puede concluir que {x,} es una sucesién de Cauchy, y por tanto convergente.

Sea a := lim x,, se tiene entonces que

d(f(a),a) <d(f(a),xn41) +d(xns1,a) =d(f(a), f(xa)) +d(xns1,0) <
ond(a,x,) +d(xy+1,a) — 0,
de donde se deduce que f(a) = a.






Tema 5

Derivada segunda. Matriz hessiana.

Recordemos que la derivabilidad de un campo vectorial f en un punto a garantiza la ex-
istencia de una mejor aproximacion afin de la funcién f en dicho punto, esto es, la existencia
de una aplicacion lineal T de RY en RM tal que

i £~ (f@+T(x—a)

*a [lx —all

=0.

Para una funcién f de variable real, si f’ es de nuevo derivable, es conocido que se verifica

i 10 =@+ @ =) +3f" (@ —a)]

x—a |x —al?

=0.

Ahora bien, si f: A C RY — RM es un campo vectorial y la aplicacién Df es derivable en
un punto a, probaremos que existe una aplicacién lineal S de RN en .2 (RN, RM) tal que

W= [f@+ T -0+ 3Sk—a-a)]
2 [x—al? o

donde T = Df(a) y ala aplicacion S la llamaremos diferencial segunda de f en a, (D*f(a)).
Este resultado se conoce como Férmula infinitesimal del resto (véase el Teorema 5.8).

También mejoraremos la informacién que obtuvimos en el Teorema del valor medio, esto
es, la desigualdad

17 () = f(@)l] < [lx = al[ sup{[[Df (2)|| : z €], x]}

Si el campo vectorial f es dos veces derivable, obtendremos el siguiente resultado que se
conoce como Férmula de Taylor (véase el Teorema 5.10), esto es,

1f () = [f (@) + Df (@) (x = a)]]| < llx—all*sup{||D*£ ()| : z E]a, [}

Los resultados conocidos y los que obtendremos en este tema se resumen en el siguiente y
sugestivo esquema:
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Definicion de derivada ~—— Férmula infinitesimal del resto
Teorema del valor medio — Férmula de Taylor

Como la derivada segunda es un operador lineal con valores en el espacio de las aplica-
ciones lineales, empezaremos identificando este espacio de operadores con las aplicaciones
bilineales.

Bajo esta identificacién, probaremos que la diferencial segunda es simétrica, resultado
que se conoce come Teorema de Schwarz (Teorema 5.6).

5.1. Aplicaciones bilineales.

Paracada T € Z (RN, Z(RM RP)), si definimos
P(xy) =T(x)(y) (xeR"yeR"Y) (*)

es facil comprobar que ® : RN x R¥ — RP es una aplicacién bilineal, esto es, ® es lineal en
cada variable. Reciprocamente, si ® : RN x R — R” es una aplicacion bilineal, la igualdad
() define una aplicacién lineal T : RY — Z(RM RF). Como el espacio .Z(RY, . Z (R R?))
es un espacio normado si se considera la norma de operadores, y la anterior identificacién en-
tre operadores y formas bilineales es lineal, entonces la norma del espacio de operadores
induce otra en el espacio .Z?(RY x RM RF) de las aplicaciones bilineales de RY x RY en
RP. Para T € Z(RY, Z(RM RF)) se tiene entonces

||| = max {||T (x)|| : x € RN ||x|| = 1} =

=max {[|T(x)(y)|| :x e RY,y e RY, |lxl| = 1, |ly]| = 1},

escribiendo la igualdad anterior en términos de &, la aplicacién bilineal asociada a 7', se tiene
que
. N M
@[] = max {||®(x,y)[| : xeRY,y e RY,||x]| =1,y = 1}.

Si N = M, notaremos simplemente por .Z>(R", R”) al conjunto de las aplicaciones bilin-
eales de RN x RN en RP. Cuando P = 1y N = M, las aplicaciones bilineales de RN x R" en
R se identifican con las matrices cuadradas de orden N de nimeros reales. Si A € .#y«n(R),
la forma bilineal asociada ®4 viene dada por

Pa(x,y) =Ta(x)(y) = (A" | y) =24y (x,y €R"),
donde estamos usando las identificaciones
LRV R)= 2R, 2RV R)) = 2R, RY) = Ay
Si suponemos que A = (ai i), como

@A(ei,ej) = (e,-At | ej) = ((am') | ej) = aj,',
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entonces, es claro que la forma bilineal ®,4 es simétrica si, y s6lo si, la matriz A lo es, en cuyo
caso
1
Dy (x,y) = xAy'.

Proposicion 5.1.
i) La aplicacion || || : £*(RN x RM RP) — R dada por
@] = max {[|@(x,y)]| : x € RY,y € RY, |l = 1, |ly]| = 1}
es una norma en £* (RN x RM RP).
ii) Se verifica
@] = max {|@(x,y)[ :x e RY,y e RY, [l < 1, |y[ < 1} =
=min{K >0: |P(x,y)|| < K|x| [ly]l, VxeRN,vye R}

iii) P es continua.

Demostracion:

i) y ii) Basta usar que la identificacién de Z?(RY x RM ,RF) en Z(R", Z(R™ R")) es una
isometria y que las igualdades andlogas se verifican en . (RY, .2 (RM R?)).

iii) Como consecuencia de la igualdad

®(x,y) —P(a,b) =P(x—a,y—b)+P(x—a,b) +P(a,y—b),

y en vista de ii) se tiene
|P(x,y) = @(a,b)|| < [|P]] (I!x—aH [y = bl + llx = all [|b]] + [la] Hy—bH),

de donde se deduce la continuidad de . "

5.2. Derivada segunda.

Recordemos que siA C Ry f: A — R es derivable, se dice que f es dos veces deriv-
able si la funcién f' : A — R es derivable. Para campos vectoriales, se puede trasladar la
misma definicién sin mds que tener en cuenta que la aplicacion derivada toma valores en
Z (RN RM), esto es, en el espacio vectorial de las matrices de orden M x N que se identifica
con RM*N enel que, en virtud del Teorema de Hausdorff, todas las normas son equivalentes.
Usualmente en . (RY  RM) consideraremos la norma de operadores.
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Definicién 5.2 (Campos vectoriales dos veces derivables). Sean A C RV,
f:A— RM ysea A C A el conjunto de puntos donde f es derivable. Se dice que f es

dos veces derivable en a €A sila funcién Df : A} — Z(RY,RM) = RM*N es derivable en
a, en cuyo caso la aplicacién

D(Df)(a) € Z(RY, Z (RN RM)) = 2*(RN RM)

se denomina la derivada segunda de f en a o diferencial segunda de f en a'y se nota D* f (a).
La aplicacién cuadratica de RV en RM asociada a D?f(a) se nota d*f(a). Esto es,

d*f(a)(x) :=D*f(a)(x,x), VxeRN.

Diremos que f es dos veces derivable en un subconjunto B de A si es dos veces derivable en
cada punto de B.

Sea A; C A el conjunto de puntos de A donde f es dos veces derivable. La aplicacion
D*f:A; — Z (RN, Z(RN,RM)) = £?(RN,RM) definida por

x— D*f(x)

se llama derivada segunda de f o diferencial segunda de f. Se dice que f es de clase €* en a

si es dos veces derivable en un entorno de a y la funcién D?f es continua en a.

Se dice que f es dos veces derivable (resp. de clase €?) en A cuando lo sea en todos los
puntos de su conjunto de definicién (que necesariamente serd abierto). Notamos por €2 (A)
al conjunto de las funciones de clase % en el abierto A.

Nota 5.3. Sean A C R, f: A — RM_Si f es derivable en un punto a EIZ, sabemos que
Df(a)(x) =xf'(a), Vx€R,

equivalentemente,
f'(a) =Df(a)(1).

Supongamos ahora que f es derivable en un entorno U de a. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) f es dos veces derivable en a (en el sentido de la definicidn anterior).
ii) f’ es derivable en a.
Ademas, si son ciertas las afirmaciones anteriores, entonces se verifica
D?*f(a)(s,t) = stf"(a), Vs,tE€R,

equivalentemente,

D*f(a)(1,1) = f"(a).
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Demostracion:
En efecto, sabemos que la aplicacién E : .Z(R,RY) — R definida por

E(T)=T(1), VT € Z(R,RM)

es un isomorfismo de .2 (R, R™) sobre R¥ y la relacién entre f' y Df viene determinada por
este isomorfismo. Por tanto, la composicién

vl 2R RM) L RM

no es mas que f’. Como la segunda funcidn es derivable por ser lineal y su inversa también,
entonces, gracias a la regla de la cadena, Df es derivable en a si, y sdlo si, f admite segunda
derivada en a. Ademads, si esto ocurre, usando la regla de la cadena, y teniendo en cuenta que,
por ser E lineal DE(T) = E, VT € £ (R,RM), obtenemos

f"(a) = D(f")(@)(1) = D(E o Df)(a)(1) =
= (DE(Df(a)) o D(Df)(@) ) (1) =
= E(DD)(@)(1)) = (DDA @)(1) (1) = D*F(a)(1,1),

Como la aplicacién (s,t) — D?f(a)(s,t) es bilineal, entonces

D*f(a)(s,t) = stD*f(a)(1,1) = stf"(a) (s,t €R).

Ejemplos 5.4 (Funciones dos veces derivables).

1. Toda funcién constante f : RY — RM es de clase €% con

D’f(a)=0, VacRVN,

2. Toda aplicacién lineal T : RV — RM es de clase € con

D’T(a)=0, VaecRV.

3. Toda aplicacién bilineal 7 : RY x RM — RP es de clase € con derivada segunda en
(a,b) € RN x RM definida por

D°T(a,b) ((xl,y1)> (xz,y2)> =T (x1,y2) + T(x2,51), V(x1,51),(x2,y2) € RY x R,
En efecto, como

DT (a,b)(x,y) = T(a,y) +T(x,b), V(a,b),(x,y) € RN x RM
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DT es una aplicacién lineal de RN x RM en 2 (RN x RM R”), luego DT es de clase
¢!, es decir, T es de clase ©2. Calculemos ahora la derivada segunda de T en (a,b) €
RN x RM Se tiene

T(a,b)((1.31), (2,32)) = | D(DT) (@,b)(x1.31)] (32,32) =

(DT (x1,1)) (x2,52) = T (x1,y2) + T (x2,51), V(x1,01), (x2,y2) € RY x RM.
Nétese la simetria de DT (a,b).
4. En vista de los ejemplos 2 y 3, la aplicacién suma ¢ : RV x RY — RY dada por
o(a,b)=a+b, Ya,beRN
y la aplicacién producto por escalares 7 : R x RY — R" dada por
n(a,a) =aa, Yo eR, acRY

son de clase €2 con
D*c(a,b) =0, Va,becRY

D?x(a,a) ((kl,xl), (Az,xz)) = Ao+ Aoxt, VoA €R, axp,x € RY.

5. La aplicacién inversién J : Iso (RY) — Z(RY) dada por
J(T)=T""', VT €lso (RY)
es de clase € con derivada segunda en T € Iso (R") definida por
D*J(T)(R,S) =T 'ST'RT~'+T7'RT!sT~!, R, 5¢ 2(RY).
En efecto, sabemos que J es derivable con derivada
DJ =®o(J,J)

de Iso (RY) en Z(Z(RY)), donde @ es la aplicacién bilineal de £ (RY) x Z(R") en
Z(ZL(RN)) definida por

®(F,G)(S) = —FSG, VF,G,Sec Z(R"N).

Las reglas de derivacion y los ejemplos de funciones derivables garantizan que DJ es
de clase €', y en consecuencia J es de clase 42, con derivada segunda dada por

D*J(T)(R,S) = D(DJ)(T)(R)(S) = D(®o (J,J))(T)(R)(S) =
[Dcp(T*I,T*l) oD(J,J)(T)} (R)(S) =
DCI)(T_I»T_l)(DJ(T)(R)»DJ(TXR))(S) =

DO(T T Y (—17'RT~,—T7'RT1)(§) =
<¢(T*1,—T*1RT*1)+¢( T-'RT\, T~ ))( )=
—T'S(=T'RT Y — (=T 'RTY)sT ! =
=7 'STIRT~' 4 T7IRT™IST™!, VRS € Z(RN).
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5.3.

i)

Reglas de derivacion.

Linealidad. Sean A C RY, a € Ay f,g: A — RM funciones dos veces derivables en
ayseaA € R. Entonces f+ gy Af son dos veces derivables en a con

D*(f+g)(a) = D*f(a)+D’¢(a), D*(Af)(a)=ADf(a).
Ademis, si f,g € €*(a), entonces f+g € €*(a) y Af € €*(a).
Demostracion:

La comprobacion de esta regla es rutinaria.

Regla de la cadena. Sean A CRY BCRM f:A — RM tal que f(A) CByg:B—
R?. Supongamos que f es dos veces derivable en a € A y que g es dos veces derivable
en f(a). Entonces la composicion & = go f es dos veces derivable en a con

Dzh(a)(xl X)) =

= D’g(f(a))(Df(a)(x1).Df (@)(x2) ) +Dg( (@) (D*fa) (r1.2)
para cualesquiera x1,x, € RV,

Ademis si f € 6%(a) y g € €*(f(a)), entonces h € €2 (a).
Demostracion:

Teniendo en cuenta las hipétesis, podemos tomar U y V entornos de a y f(a), respecti-
vamente, tales que f es derivable en U, g es derivableen V,y f(U) C V. Lareglade la
cadena para la derivada primera garantiza que la funcién 4 es derivable en U, y ademads
que

Dh(x) = Dg(f(x))oDf(x), VxeU.

Por tanto
Dh=%Wod,

donde @ es la aplicacién de U en .2 (RM RP) x £ (RN, RM) dada por
®(x) = ((Dgo f)).Df (). VxeU,
y P es la aplicacién de .2 (RM RF) x Z (RN, RM) en Z (RN, RF) definida por
W(R,S) = RoS.

Como g es dos veces derivable (resp. de clase €?) en f (a) podemos asegurar que Dg
es derivable (resp. de clase ') en f(a). En consecuencia, la regla de la cadena para
la derivada primera nos dice que Dg o f es derivable (resp. de clase €’!) en a, luego la
funcién componente primera de ® es derivable (resp. de clase €'!) en a. Como f es dos
veces derivable (resp. de clase €2) en a, la funcién componente segunda de @ , esto
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es, Df, es derivable (resp. de clase ‘51) en a. En consecuencia, ® es derivable (resp. de
clase €1) en a.

Por otra parte, la funcién ¥ es una aplicacién bilineal y, por tanto, de clase %' en
ZRM RP) x Z(RN,RP).

Al ser Dh =W o @, el resultado es consecuencia de la regla de la cadena para la derivada
primera.

Probemos ahora la férmula. Para x;,x, € RV, se tiene que

D’h(a)(x1,x2) = D(Dh)(a)(x1)(x2) = D(¥ 0 @)(a) (x1) (x2) =

(D‘P )) 0 D®(a ) DY(d(a) ( )
D‘P(Dg )( (Dgo f)(a)(x1),D )
D¥ (Dg(f(a»,Df(a)) (D) (@) (@) x0). DD ) x) ) 52 =

Dg(f(@) (D(DF)(@) (1) (x2) ) + D(D)(f(@)) (Df (a)(x1) ) (Df (@) (x2) ) =
Dg(f(@) (D*f(a)(x1,%2) ) + D¢(f(@) (DA (@)(xr1), Df (@) (x2) ).

Nota 5.5. Es interesante observar la forma que adopta la regla de la cadena cuando se
involucran derivadas elementales.

En el caso de que A C R I, BCRM £, RP se tiene que

(g0)"(a) = D*(go f)(a)(1,1) = D’g(f(a)) (Df (a)(1), Df (a)(1)) +
Dg(f(a)) (D*f(a)(1,1)) = D’g(f(a)) (f'(a),f (@) + Dg(f(a) (f"(a)),

donde se han utilizado la Nota 5.3 y la regla de la cadena.

En el caso especial de que M =1 se obtiene

(g0f)"(a) =g"(f(a))(f'(a))* +& (f(a)) (/" (a).

El carécter local de la derivabilidad y de la derivada permiten ahora obtener la siguiente
regla.

Caricter local de la derivada segunda. SeanA C RY, a c Ay f: A — RM un campo
vectorial. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es dos veces derivable en a.
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i1) Existe algun entorno U de a incluido en A tal que f|; es dos veces derivable en a.

Ademads, en caso de que sean ciertas las anteriores afirmaciones, las derivadas segundas
en a de ambas funciones coinciden.

iv) Derivacién de la funcién inversa. Sean A y B subconjuntos abiertos de RV y f un
homeomorfismo de A sobre B. Si f es dos veces derivable en a (resp. de clase €% en
a) para algtin a € A y Df(a) € Iso (RV), entonces f~! es dos veces derivable en f(a)
(resp. de clase € en f(a)).

Demostracion:

La continuidad de la aplicacién x — Df(x) en el punto a garantiza la existencia de un
abierto U de R" tal que

acUCA, Df(x) clso (RY), VxeU.

La regla de derivacion de la funcién inversa (Proposicion 3.27) asegura entonces que
f~! es derivable en f(U) con

D1 '0) = (D1 0) L We (W),

En consecuencia,
Df'=JoDfof !,

lo que prueba que Df~! es derivable en f(a), es decir f~! es dos veces derivable en
f(a). Es claro también que si f es de clase €? en a, entonces Df ! es de clase €' en
f(a), es decir, f~! es de clase €2 en f(a). .

v) Sea ACRVy f: A — RM una funcién dos veces derivable en a € Ay T €
Z(RM RF), entonces T o f es dos veces derivable en a con

D*(T o f)(a) =T o D*f(a).

Como consecuencia, si f € €2(a), entonces T o f € €*(a).
Demostracion:

Como T es de clase €2, la regla de la cadena garantiza que T o f es dos veces derivable
(resp. de clase €?) en a con

DA(T o f)(a) (31,%2) =
DT (£(a)) (DS (@)(x1), Df(@)(x2) ) + DT (f(@)) (D*f (@) (x1,22) ) =
0+DT(f(@) (D*fla) (1 x2) ) =
7 (D2 (@) (x1.32)) =

<T osz(a)> (x1 ,XQ),
donde se ha empleado que DT (y) = T, Vy € R, y, por tanto, D’°T = 0. .



194 5. Derivada segunda

vi) Reduccién a campos escalares. Sean A C RV y f: A — RM un campo vectorial.
Si f=(fi,..-,fu), entonces f es dos veces derivable en a € A si, y sélo si, cada f es
dos veces derivable en a parak = 1,...,M, en cuyo caso

D2f(a)(x1,x2) = (02 fi(a)(x1,x2),...,D? fM(a)(xl,x2)>

Ademis f € €2(a) si, y s6lo si, fy € €%(a) parak=1,...,M.
Demostracion:

Para k = 1,...,M, notaremos por 7 a la proyeccién k-ésima de R™ y por I a la inyec-
cién k-ésima de R en R, Como

fi=mof,....fu=auof y f=hofi+...+1Iuo fu,

la linealidad de la derivada segunda y la regla de la cadena aseguran que f es dos veces
derivable en a si, y s6lo si las funciones componentes lo son. El mismo argumento es
vélido en caso de que f € €. Ademds, el anterior apartado asegura que

D2fk(a> = ﬂkOD2f<Cl), k=1,....M

D*f(a) =1 0D*fi(a)+ ...+ Ly o D* fy(a),

es decir,

D2f(a)(x1,x0) = (1)2 fi(a)(x1,%2),...,D? fM(a)(xl,xz)), Vap,x € RY.

5.4. Teorema de Schwarz.

Teorema 5.6 (Schwarz). Sean A C RN y f: A — RM un campo vectorial. Supongamos
que f es dos veces derivable en un punto a € A. Entonces la aplicacion bilineal D* f (a) es
simétrica, esto es,

sz(a)(xl,xg) = sz(a)(xz,xl), Vxp,x2 € RV,

Demostracion:
Dado € > 0, elegimos & > 0 tal que si x € B(a,28) entonces se verifica

€
(5.4.1) x€A, fesderivableenx y |[Df(x)—Df(a)—D(Df)(a)(x—a)| < EHx—aH
Sean i,k € RY con 0 < |||, ||k|| < & fijos. Consideremos la funcién
¢:B(0,8) cCRY — RM
definida por

¢(x) = fla+h+x)—fla+x)=D(Df)(a)(h)(x), (x€B(0,9)).
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Es claro que ¢ es derivable en B(0,0) con
Do(x)=Df(a+h+x)—Df(a+x)—D(Df)(a)(h), Vxe B(0,0),

donde se ha usado que D(Df)(a)(h) € £ (RN ,RM) y en consecuencia D(D(Df)(a)(h))(x) =
D(Df)(a)(h). Aplicando a ¢ el Teorema del valor medio (Teorema 4.5) en el segmento [0, k]
obtenemos

lo(k) — @(O)[| < [|&]| sup{[|Dp(x)[| : x €]0,k[}.
Para cada x € [0, k] se tiene

1D@()l| = IDf (a+h+x) —Df(a+x) — DDF) (@)(h)] <
IDf(a+h+1) ~Df(a) = D(Df)(@) (h+ )| + || = Df (a+x) + Df (@) + D(DS)(a) (x)| <
< i+l + bl < e (all+ sl ) < e (1l + k1),

donde se ha utilizado la desigualdad 5.4.1. En consecuencia,

o (k) = @(0) | < 1klle (1l + k1) < & (Il + 1]

Hemos probado que

2

[ fath k)~ fla-+ k)~ fath)+ f(@) - DD @O < &l + k])
De la simetria de la funcion
(h,k) — fla+h+k)—fla+h)— fla+k)+ f(a)
y de la propiedad triangular se deduce
|D(DF) (@) (k) (k) = D(DF) (@) (k) () | < 2e (||A] +[|&])*.

Sean ahora x;, x> € RY vectores no nulos (en otro caso la igualdad del enunciado es inmedi-
ata); se tiene para cualquier ¢ > 0 que

D% fla) (x1.52) — D2 () en)|_
(leal + o)
D () (131,1x2) — D2 (a) (132,10
(lexll + lezal))
DD (@) (1) (132) ~ DDS) (@) (2) 1))
(ZIE0)

y por tanto, tomando 7 > 0 de manera que 0 < ||zx; ||, ||tx2]| < &, concluimos que
1D f(a) (x1,x2) — D*f(a) (x2,31) |
2
(el + 12l

de donde se deduce el enunciado dada la arbitrariedad de €. "

)

<2¢e
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5.5. Férmula de Taylor.

Definicién 5.7 (Polinomio de Taylor de orden dos). Sea A C RN y
f: A — RM una funcién dos veces derivable en un punto a € A. La funcién P, : RV — RM
definida por

Po() = f(@) +df(@)(x—a) + 5> f(a)(x—a)

se denomina polinomio de Taylor de orden 2 de f en a, donde hemos escrito df(a) en lugar
de Df(a)y

d*f(a)(x) = Df?*(a)(x,x), Vx € RV,

Teorema 5.8 (Férmula infinitesimal del resto). Sean A CRY y f: A — RM un campo
vectorial dos veces derivable en un punto a € A . Entonces se verifica

L) =B
wa [x—al?

=0.

Demostracion:
Por hipétesis, dado € > 0, elegimos 6 > 0 verificando

xe€A
(5.5.1) |lx—al| <6 =< fesderivableen x

|IDf(x) =Df(a)—=D(Df)(a)(x—a)|| < ]x—al

La funcién g : B(a,8) — RM definida por

g(x) = f(x) = fla) —df(a)(x—a) — %dzf(a)(x—a), Vx € B(a,6)
es derivable con
Dg(x) =Df(x) —Df(a) — D*f(a)(x—a), VYx&B(a,d).

En efecto, la tinica parte que merece ser comentada es la derivacién de la funcién Q: RY — RM
definida por

Ox) = %dzf(a)(x—a) = %sz(a)(x—a,x—a), vx € RV,

De la derivacién de una aplicacion bilineal y de la regla de la cadena deducimos que Q es
derivable en x € R con

1

DQO(x)(z) = 5( 2f(a)(x—a,z) +D2f(a)(z,x—a)>, Vz e RV,

Finalmente el Teorema de Schwarz (Teorema 5.6) garantiza que

DQ(x) = D(Df)(a)(x—a).
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Sea ahorax € RY con 0 < [|x—a|| < 8. Se tiene que [a,x] C B(a, §) y la funcién g es continua
en [a,x] y derivable en |a,x[. Aplicando el Teorema del valor medio al campo vectorial g en
el segmento [a, x] obtenemos que

18(x) —g(a)]| < llx—all SUP{HDf(Z) —Df(a)—D(Df)(a)(z—a)] :ze]a,x[} =

< llv—allsup{ellz—all : z €la,x[} = ellx— al®,

donde se ha utilizado 5.5.1. Por otra parte, por ser

lg(x) —g(@)ll = [|f(x) = (f(a) +df(a)(x—a) + %dzf(a)(x— a))

hemos concluido la demostracion. "

b

Teorema 5.9 (Férmula de Taylor con resto de Lagrange para campos esc.). Sean A C RV
y a,x € A con a # x, tales que el segmento [a,x| estd incluido en A. Si f:A — R es una
funcién de clase €' en |a,x] y dos veces derivable en ]a, x|, entonces existe ¢ €]a, x| tal que

1) = f(a) + df (@) (e~ @) + 32 F(e) (x—a).

Demostracion:
La demostracion de este resultado consiste en aplicar la Férmula de Taylor clésica a la
funcion auxiliar o : [0,1] — R definida por

o(1) = fla+it(x—a)).

La regla de la cadena asegura que o es de clase €' en [0,1] y dos veces derivable en ]0,1]
con
o'(t) =df(a+t(x—a))(x—a), Vte[0,1].

Usando la Nota 5.5, obtenemos
6" (1) = d2f<a+t(x—a)> (x—a), Vrelo1].
Asi, la funcién o cumple las hipétesis de la Férmula de Taylor y, por tanto, existe 7y €0, 1]
tal que
1
o(1)=0(0)+0'(0)+ =" (1),

2
es decir,

f(x) = fla)+df(a)(x—a)+ %dzf(aﬂo(x—a))(x—a)-

Teorema 5.10 (Férmula de Taylor). Sean A C RN y a,x € A con a # x, tales que el segmento
[a,x] estd incluido en A. Si f :A — RM es un campo vectorial de clase €' en [a,x] y dos
veces derivable en |a, x|, entonces

170~ (@) —df (@) x— )] < 3llx—alP sup{ D21 (2) = o}
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Demostracion:
Si el conjunto

{ID )| 2 €la.x( |

no estd mayorado, no hay nada que probar. En otro caso, sea

K = sup{ D% f(2) 2 €la.q .

La prueba de este teorema consiste en aplicar la Proposicion 4.6 a las funciones
c6:[0,1] — RMyg:[0,1] — R definidas por

(1) :f<a+t(x—a)> +(1 —t)Df(a—H(x—a))(x—a)

8(0) = 5K el (1 -1

G y g son continuas en [0, 1] y derivables en 0, 1] con
(1) :Df(a+t(x—a))(x—a) —Df(a+r(x—a))(x—a)+
+(1 —t)D2f<a—|—t(x—a)>(x—a,x—a) -
—(1 —t)sz(a+t(x—a)>(x—a,x—a)

¢(t)=K|x—al*(1-1).

En consecuencia,
lo' ]| <g/0). ¥ €0l

Por tanto,
[o(1)—o(0)]| <g(1)—g(0),
es decir,

1F(x) = fa) —df(a)(x—a)| < %Hx—a\l2 K.

En vista de las reglas de derivacion (Seccion 5.4, apartado vi)), para conocer la derivada
segunda de un campo vectorial, es suficiente conocer las derivadas segundas de los campos
escalares componentes. Por esta razén nos limitamos al estudio de la derivada segunda de
campos escalares.
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5.6. Campos escalares.

Definicion  5.11  (Derivadas  parciales  segundas. = Matriz  hessiana). Sean
ACRN, a€ Ay f un campo escalar en A. Sea j € {1,...,N} y A/ C A el conjunto de
puntos donde f tiene derivada parcial respecto de la variable j-ésima. Sii € {1,...,N} y el
campo escalar D, f en A/ tiene derivada parcial respecto de la variable i-ésima en el punto

a, entonces se dice que f tiene derivada parcial segunda (o de segundo orden) respecto de
2

8x,~&xj

las variables j e i en el punto a. En tal caso notaremos Dy; ;) f (a) o bien (a) a esta

2
W(a) .

derivada parcial de segundo orden. En caso de que i = j, escribiremos simplemente

SiAl) c Aesel conjunto de puntos donde f tiene derivada parcial segunda respecto de las
variables j e i, entonces el campo escalar en AJ) definido por

X — D(,-Vj)f(x)
es la aplicacion derivada parcial segunda de f respecto de las variables j e i y se nota por
*f
8xl~8x j.
Se dice que el campo escalar f tiene matriz hessiana en el punto a si f admite cualquier
derivada parcial de segundo orden en a. En tal caso se define la matriz hessiana de f en a por

Dy yyfla) ... Dy fla)

He(@)= . oo = (Dyyf@) .
Dawmf(a) ... Dwnf(a) ( : >15’7J§N

Si C es el conjunto de puntos de A donde f tiene matriz hessiana, entonces la aplicacién de
Cen #nxn(R) (E ]RNZ) dada por

D(; jf 6 también

x— Hy(x)

es la aplicacion matriz hessiana de f'y se nota por Hy.

El siguiente resultado es una caracterizacion de la existencia de derivada segunda para
campos escalares en funcion del gradiente. Recoge también que si un campo escalar tiene
derivada segunda, entonces las derivadas parciales segundas cruzadas son iguales.

Teorema 5.12. Sean A C RN, a € Ay f un campo escalar en A. Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

i) f esdos veces derivable en a.

ii) f es derivable en un entorno de ay el gradiente de f es derivable en a.
En el caso de que se verifiquen las anteriores condiciones, se tiene que
D*f(a)(ei,e;) =D jf(a) (1<i,j<N).
En consecuencia, la matriz Hy(a) es simétrica y se verifica
D?f(a)(x,y) = xHp(a)y',  Vx,y€ RV,

Ademds
feEC*(a) = Ve (a)
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Demostracion:

i) = ii)

Sea U un entorno abierto de a incluido en A tal que f es derivable en U. Para cada j €
{1,...,n}existe D;fenUy

Dif(x)=Df(x)(e;), VxeU,

y en consecuencia,
Dif=EjoDf

donde E; es el funcional de evaluacién en e, esto es, la aplicacién lineal de .2 (RN ,R)en R
definida por
Ei(T)=T(ej).

Laregla de la cadena garantiza ahora que D f es derivable en a, y en el caso de que f € €?(a)
se tiene que D;f € %' (a). Ademis las derivadas parciales segundas de f en a se pueden
calcular de la siguiente manera:

D jf(a) =Di(D;f)(a) = Di(EjoDf)(a) =

D(EjoDf )(a)(e)) = (EjoD(Df)(@)) (e) = E; (D(Df)(a)(e)) =
=D(Df)(a)(e))(ej) = D*f(a)(eie)),

para cualquier i € {1,..,N}. El Teorema de Schwarz garantiza que D f(a) es simétrica, por
tanto Hy(a) también.

ii) = i)
Sea U un entorno abierto de a incluido en A tal que f es derivable en U. Se tiene que

DFXG) = (VI |y), vxeU, ¥eRY

Si notamos por ¢ a la identificacién usual de RV con .Z(R",R) dada por

(X)) =(x]y), ¥xyeRY,

entonces Df = po Vf.

Como V f es derivable en a y ¢ es lineal, la regla de la cadena asegura que Df es derivable
en a, esto es, f es dos veces derivable en a, y en el caso de que Vf € ¢! (a) se tiene que
Df € €' (a), estoes, f € €*(a). .

El resultado anterior junto con el teorema de caracterizacion de los campos escalares de
clase €' (Teorema 3.21) prueban el siguiente resultado:

Corolario 5.13. Sean A C RN un abierto y f un campo escalar en A. Las siguientes afirma-
ciones son equivalentes:

i) f esdos veces derivable en A.
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ii) Vf es derivable en A.

Ademds,

fECHA) < Hp €E(A).

A pesar de que el Teorema anterior afirma que si f es dos veces derivable en a, las
derivadas parciales cruzadas coinciden, hay ejemplos sencillos de campos escalares donde
esto no ocurre. Incluimos uno de ellos:

Ejemplo 5.14. Consideremos el campo escalar en R? dado por

(=) ,
flxy) = T2 si (x,y) # (0,0); £(0,0)=0.
Se tiene que
le(()?O) =0
x4y+4x2y3_y5 )
le(xay) = (x2+y2)2 S1 (X,y) 7& (070)
por tanto,
. le(07y) _D1f<070) . _y5
D =1 =lim-—=-1
2,1)£(0,0) Jim y ) )3
X —4)c3y2 —xy4
D>£(0,0) =0, Dyf(x,y) = i (x, 0,0),
Zf( ) Zf(x y) (x2+y2)2 81 (x y)?é( )
de donde (x.0) (0.0) s
. Daf(x,0)=Dy2f(0,0) . x
D2/ (0,0) = lim =SSR E i S —

Laregla de la cadena para las derivadas parciales segundas se deduce a partir de la férmula
obtenida en la regla de la cadena para la diferencial segunda, si bien conviene codificar que
se obtiene simplemente derivando parcialmente en la expresion obtenida para las derivadas
parciales primeras.

Ejemplo 5.15 (Laplaciano en polares). Sea z = z(x,y) un campo escalar en R? dos veces
derivable. Si cambiamos a coordenadas polares, esto es, hacemos

x=pcos?¥, y=psend)

y notamos
w(p, V) =z(pcos ¥, psendd),

entonces derivando parcialmente en las expresiones

ow 9z dz
%(p,ﬁ) = a(pcosﬁ,psenﬁ)cosﬂ—ka—y(pcosﬁ,p sen ) sen ¥
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aw dz dz
%(p, v) = a(pcos %,psend)(—psend) + a—y(pcos ¥, psendd)p cos ¥

dw _ 9 (ow\ 9 (dz o 9z
op2 ap\ap) " ap\ax SV T 9%
9 (dz 9z 9 9 (dz 9z 9

2 92 92 92
(8); s+ ayazxsem?) cos+0+ <axazycosz9+ Zsenﬁ) send +0 =

obtenemos

dy?
02 0%z 22
a—xzcos ﬁ—l—gsen 19+2sen19cosﬁayazx

%w <9w d (dz
8198p 819 =355\ 5% 00519+ senﬁ =
d (dz dz 8 0 dz d
%(%) cos ¥ + E a19((:0519) 8_<8_y) sen® + 7 aﬁ(senﬁ)_
2 2,
(%(—psenﬁ) 888 (pcosﬁ)) cos ¥ + —

d%z %z dz
(8)68 (—psend)+ 3 2(p00519)> senﬁ—I—a—y cos ¥

2Z azz 9z
(8xay(—psen19)+ a—yz(pcosﬁ)) (pcos®) + 8—y(—psen19) =

2

dz dz 9%z 9%z 27z
_p(a—cosﬁ—i—aysenﬁ)—i—p (8 =5 sen 19—|—ay cos? ¥ — Zayaxsenﬁcosﬁ)

En consecuencia, el laplaciano de z, definido por

Az =D 1)2+ Do)z
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se expresa en coordenadas polares de la siguiente manera

02w 1 d*w 10w

Az(pcost,psend) = 8_;)2(p’l9) +?a—192(P,19) +E%(Pﬂ9)~

5.7. Referencias recomendadas.

[ I
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5.8. Resumen del resultados del Tema 5

Aplicaciones bilineales.

Se verifica que .Z(RV, Z(R,RF)) = Z?(RN x R™ R?)) (conjunto de aplicaciones bi-
lineales de RV x RM en R”). La identificacién viene dada por

T+—®, donde ®(x,y)=T(x)y) ((xeR" yecRM).

La expresion de la norma inducida por esta identificacion en el espacio de las aplicaciones
bilineales es

1@ = max {[|®(x,y)[|: xeRY,y eRY, x| = 1,[ly[ =1} =

= max {||@(x,y)[|: x e R,y e R, ||x|| < 1, [|yl| < 1}

Cuando P = 1 y N = M, las aplicaciones bilineales de R x R en R se identifican con
AMN<n(R); si A € Myxn(R), la forma bilineal asociada @4 viene dada por

Pa(x,y) = (xA" | y) =24 (x,y €RY).
Ademads @4 es simétrica si, y s6lo si, A es simétrica, en cuyo caso

(I)A(X,y) = XAyt'

Campos vectoriales 2 veces derivables.
SeanA C RV, f:A — RM ysea A| C A el conjunto de puntos donde f es derivable. Se dice
que f es dos veces derivable en a € A si la funcién Df : A — £ (RN RM) es derivable en
a, en cuyo caso la aplicacién

D(Df)(a) € Z(RN, Z(RN RM)) = £2(RN x RV, RM)

se denomina la derivada segunda de f en a y se nota D f(a).
SiACRYy f:A— RM es un campo vectorial 2 veces derivable en un punto a € A,
entonces

D*f(a)(1,1) = f"(a),

Propiedades de la derivada segunda y de las funciones 2 veces derivables.

i) Linealidad. SeanA C RN, a €Ay f,g:A — RM funciones 2 veces derivables en a y
sea A € R. Entonces f+ gy A f son 2 veces derivables en a con

D*(f +g)(a) = D*f(a) + D*g(a), D*(Af)(a)=AD*f(a).

Ademis, si f,g € €*(a), entonces f+g € €*(a) y Af € €*(a).
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ii)

iii)

vi)

Regla de la cadena. SeanA CRY BCRM f:A — RY talque f(A)CByg:B —
RP. Supongamos que f es 2 veces derivable en a € A y que g es 2 veces derivable en
f(a). Entonces la composicién h = go f es 2 veces derivable en a. Ademds se tiene que

Dzh(a) (x1 ,xz) =

= D2%(f(a)) (Df(a)(x1), Df (a) (x2) ) +Dg(f(@)) (D*f (@)1, x2) )
para cualesquiera x1,x, € RV,

En el caso particular de que A C R se obtiene
(80£)" (@) = D*(F(a))(f'(a). £'(a) ) +De(f(@)(f"(@)):

Caracter local de la derivada segunda. SeanA C RV, a €Ay f: A — R un campo
vectorial. Entonces f es 2 veces derivable en a si, y s6lo si, existe algin entorno U C A
de a tal que fiy; es 2 veces derivable en a, en cuyo caso las derivadas segundas en a de
ambas funciones coinciden.

Derivacién de la funcién inversa. Sean A y B subconjuntos abiertos de RY y f un
homeomorfismo de A sobre B. Si f es 2 veces derivable en a (resp. de clase €* en a)
para algina € Ay Df(a) € Iso (RV), entonces f~! es 2 veces derivable en f(a) (resp.
de clase €2 en f(a)).

Reduccién a campos escalares. Sean A CRY y f: A — RM un campo vectorial.
Si f=(f1,...,fm), entonces f es 2 veces derivable en a € A si, y sélo si, cada f; es 2
veces derivable en a parai=1,...,M, en cuyo caso

D*f(a) = (szl (a),... ,DZfM(a))

Por tanto, una campo vectorial es de clase 2 en un punto cuando todas sus componentes
lo sean también.

Las aplicaciones lineales son de clase 2 y su diferencial segunda es nula. Toda aplicaciéon
bilineal T : RN x R¥ — R” es de clase 42 con derivada segunda en (a,b) € RN x RM
definida por

D’T(a,b) ((x1>y1)> (Xz,yz)) =T (x1,y2) + T (x2,51), Y(x1,51),(x2,52) € RN x RM

La aplicaci6n inversion J : Iso (RV) — Z(RN) es de clase 2.

Teorema de Schwarz para la derivada segunda.
Sea A CRY, f:A — RM un campo vectorial. Supongamos que f es 2 veces derivable en
un punto a € A. Entonces la aplicacion bilineal D? f (a) es simétrica, esto es,

D*f(a)(x,y) = D*f(a) (y,x)
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para cualesquiera x,y € RV,

Polinomio de Taylor de orden 2.
SeaA C RV y f:A — RM una funcién. Supongamos que f es 2 veces derivable en un punto
a € A, entonces la funcién P; : RY — RM definida por

1
Pr(x) = f(a) +df(a)(x—a) + 5d* f(a) (x—a)
se llama polinomio de Taylor de orden 2 de f en a. El polinomio de Taylor de orden 2 de una
funcién en un punto a verifica

Py(a) = f(a), DP(a)=Df(a), D*Py(a)=D"f(a).

Formula infinitesimal del resto.
Sea A CRN y f:A— RM un campo vectorial. Supongamos que f es 2 veces derivable en
un punto a € A, entonces se verifica

L F) =B

x—a |x—al?

=0.

Foérmula de Taylor con resto de Lagrange para campos escalares.
Sean A C RN y a,x € A con a # x, tales que el segmento |a,x] estd incluido en A. Si f :
A — R es una funcion de clase €' en [a,x] y dos veces derivable en |a, x|, entonces existe
¢ €la,x[ tal que

70 = f(a) + df (@) (v~ @) + 3 F(c) (x—a).

Férmula de Taylor.
Sean A C RN y a,x € A con a # x, tales que el segmento |a,x] estd incluido en A. Si f :
A — RM es un campo vectorial de clase €' en [a,x] y dos veces derivable en |a,x],
entonces

1709~ (@) —df(@)x—a)] < 3]lx—al*sup{ D 1(2)] -2 €la.xl}.

RESULTADOS PARA CAMPOS ESCALARES.

Derivadas parciales sucesivas. Matriz hessiana.
Sean A C R, a € Ay f un campo escalar en A. Sea j € {1,...,N} y A/ C A el conjunto
de puntos donde estd definida D;(f). Si i € {1,...,N} y el campo escalar D;f en A’ tiene
derivada parcial respecto de la variable i-ésima en el punto a, entonces se dice que f tiene
derivada parcial segunda (o de segundo orden) respecto de las variables j e i en el punto a.
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2
En tal caso notaremos Dy; j f(a) o bien 0 (a) a ésta derivada parcial de segundo orden.
’ x x .
1 J 82
En caso de que i = j escribiremos simplemente aT(a) . La aplicacion
Xi

x — D jf(x)

definida en el conjunto donde f tiene derivas parciales respecto de las variables j e i, es la
aplicacion derivada parcial segunda de f respecto de estas variables y se nota por D(; ;f 6
2
8x,~8x j'
Se dice que el campo escalar f tiene matriz hessiana en el punto a si f admite cualquier
derivada parcial de segundo orden en a. En tal caso se define la matriz hessiana de f en a por

Dy yyfla) ... Dy fla)
He(@)= | - (D(,, N f(a)) e

también

Si C es el conjunto de puntos de A donde f tiene matriz hessiana, entonces la aplicacion de
Cen Mnxn(R) (= RNZ) dada por

x— Hp(x)
es la aplicacion matriz hessiana de f y se nota por Hy.

El Teorema de Schwarz afirma que si f es dos veces derivable en a, la matriz hessiana es
simétrica.

Caracterizacion de campos escalares 2 veces derivables.
Sean A C RN, a € Ay f un campo escalar en A. Entonces f es 2 veces derivable en a si, y
solo si, f es derivable en un entorno de a 'y gradiente de f es derivable en a.

En el caso de que f sea dos veces diferenciable en a, se tiene que

D*f(a)(x,y) =xH(a)y', Vx,y RV,

equivalentemente,
D jf(a)=D*f(a)(eie;) (1<i,j<N).

Caracterizacion de campos escalares 2 veces derivables en términos del vector gra-
diente.
Sean A C RN un abierto y f un campo escalar en A. Las siguientes afirmaciones son equiva-
lentes:

i) f esdos veces derivable en A.
ii) Vf es derivable en A.

Ademds,
fEC*A) & Hp € C(A).
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5.9.

5.1

5.2

53

54

5.5

Ejercicios del Tema 5

Sea f : R> — R la funcién definida por:
arctan(x)seny — xy )
) = TR G (1)) £ 00). 70.0)=0.

Probar que f es de clase €' en R?. Calcular D(12)f(0,0) y D5 1)£(0,0). (Es f dos
veces derivable en (0,0)?

Sea p un nimero real y f : R¥\{0} — R una funcién dos veces derivable y ho-
mogénea de grado p. Probar que

D*f(x)(x,x) = p(p—1)f(x), VxeR\{0}.

Probar también que las derivadas parciales de primer orden D;f son funciones ho-
mogéneas de grado p — 1 y deducir, cuando p = 1 que el determinante Hessiano de f
es nulo en todo punto.

Indicacién: El Teorema de Euler y la relacion entre diferencial y derivada direccional
permiten comprobar la férmula para la derivada segunda. Directamente, la definicion de
las derivadas parciales permite comprobar que son funciones (p — 1)-homogéneas. Por
ultimo, expresar el Teorema de Euler en términos de las derivadas parciales. Derivando
en esta expresion de nuevo parcialmente, se puede comprobar para p = 1 que un sis-
tema de ecuaciones lineales matriz de coeficientes la matriz hessiana tiene solucion no
trivial, de donde se concluye la condicion sobre el determinante del hessiano.

Calcular el polinomio de Taylor de orden 2 de las siguientes funciones en el punto que
se indica:

f(x,y) =sen(x*+3xy) en (0,0),
arctan(xy)
T2ty
h(x,y) =log(x*+y?) en (1,1).

8(x,y) = en (0,0)

Utilizar la formula infinitesimal del resto para probar que

lim S = ()
(x.)—(0,0) x2+y?

Sea A C RY un abierto conexo y f : A — R una funcién dos veces derivable tal que
D?>f es constante. Probar que existen b € RM T ¢ Z(RVRM) vy
S € L?(RN,RM) tales que

f(x)=b+T(x)+S(x,x), VxecA.
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5.6 Sea T una isometria lineal de (RY, |- ||2) en sf mismo y f un campo escalar de clase
%? en un abierto Q de RY. Justificar que:

A(foT)(x)=Af(T(x)), YxeT Q)

donde Af(x) =Y, W(x)

Indicacion: a) Pruébese que T conserva el producto escalar; para ello basta desarrollar
|x+||3 con el fin de expresar el producto escalar en funcién de la norma euclidea.

b) Calcular las derivadas parciales que aparecen en le definicién del operador laplaciano
(A) (regla de la cadena para las derivadas parciales segundas). Traducir a) en términos
de la matriz asociada a T para obtener el enunciado.

5.7 Obtener las funciones f : RT — R de clase € tales que:
A(foll-ll2)(x) =0, vxeR¥\{0}.

Indicacion: Calcular las derivadas parciales de segundo orden que intervienen en el
laplaciano y resolver la ecuacion diferencial en la que se traduce la hipétesis.
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5.10. Soluciones a los ejercicios del Tema 5

5.1 Esinmediato que D f(0,0) = D,f(0,0) = 0. Por comodidad de notacién definimos

g(x,y) :=arctan(x)sen(y) —xy, Vx,y€R.

Derivabilidad de f:
Es claro que

g(x,y) = (arctan(x) —x) seny + x(sen(y) —y),

por tanto,
g(x.y)| _ [arctan(x) —x| _[seny]| il [sen(y) —y] _
(x2+y2)3/2 T 2y (24y2)r 2y T
arctan(x) — x sen sen —
§| (2) | | y|+| (yz) "
X ] y

Es claro que el limite de la funcién anterior es cero, ya que

lim arctan(zx) X 0 im sen(yz) -y
x—0 X y—0 y
Para comprobar que el limite en (0,0) de la funcién |g(x,y)|3 5 vale cero, también
(2 +2)”

puede usarse la férmula infinitesimal del resto. En tal caso basta tener en cuenta que el
polinomio de Taylor de orden 3 de g en el punto (0,0) es nulo y que el denominador
no es mas que ||(x,y)|)3.

Continuidad de las derivadas parciales:

Las derivadas parciales fuera del origen son:

_ Dig(x,y) _ 2x 8(x.Y)
Dif(x,y) = K2 42 (xz +y2) 1/2 (x2 +)’2) V2
Daglx, 2 ’
Dy f(x,y) = 28ley) : .

x2 4 y? (x2+y2)1/2 (x2 +y2)3/2

Queremos probar que ambas tienden a cero. Es inmediato de lo ya demostrado que los
segundos sumandos tienden a cero. Probaremos que igual le ocurre a los primeros.
En efecto, por ser

1
1+ x2

ID1g(x,y)| I [sen(y) —y—x%y| _

X24y2 14+x2 x24y?

Dig(x,y) = sen(y) —,
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5.2

5. Derivada segunda

1 (]sen(y) -yl x2b4>
< — 0.
=132 < y2 + 2
Por otra parte,

Dyg(x,y) = arctan(x) cos(y) — x,

por tanto,

|D28(XJ)||  (arctan(x) —x) cosy| | |x (cos(y) —1)|
+ <
X2 +y2 X2 +y2 )C2 +y2

< |(arctan(x) —x) cosy| n |x (cos(y) —1)|

> — 0.

x2 y
Como es claro que f € €' (R?\{(0,0)}), acabamos de probar que f € €' (R?).

Célculo de las derivadas parciales segundas en el origen:

D £(0,y) — Dy £(0,0 - —1
w»xlﬂmzmg>z+?:%mmm

D> f(x,0) —D,f(0,0) arctan(x) —x —1
= 3 — 5 = D(I,Z)f(070)'
X X 3
Al no ser iguales las derivadas parciales segundas cruzadas, el Teorema 5.6 (la difer-
encial segunda es simétrica, por tanto la matriz hessiana también si f es dos veces

derivable) nos permite concluir que f no es dos veces derivable en (0,0).

El Teorema de Euler nos asegura que :
Df(x)(x) = pf(x), VxeR"\{0}.
Dado un vector no nulo x de RV, definimos la funcién

g(1) = f(tx) (1>0),

y usando la regla de la cadena para la diferencial segunda en el caso de que la primera
funcién funcién sea de variable real, se obtiene que

g"(t) = D* (1) (x,x).

Teniendo en cuenta que g(7) = #” f(x), se tiene también que

g'(t)=plp— )" f(x)
y basta evaluar en 1.

Para comprobar que las derivadas parciales de primer orden son homogéneas de grado
p — 1 se puede usar la definicién de derivada parcial y, por supuesto, la homogeneidad
de f. En vista de la igualdad, para 1 <i < N,x € RV\{0},1 € R*,s >0

ﬂm+w»—ﬂm):ﬁf(”é@)—f@{:flfG%éa)—ﬂ@

t t t
S
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tomando limite (+ — 0) se obtiene

D;f(sx) = s""'D;f (x),

esto es, D; f es homogénea de grado p — 1.

La homogeneidad de las derivadas parciales de primer orden se puede obtener también
del teorema de Euler, ya que

N
pf(x) = Df(x)(x) = (Vf(x) | x) = _leijf (x)
=

Derivando respecto de x; (i = 1,...,N), obtenemos
pDif(x) x) + ij
y al ser f dos veces derivable, las derivadas parciales segundas cruzadas son iguales vy,
por tanto,
(5.10.1) (p—1)Dif (x Zx, = D(Dif) (x)(x)

lo que nos asegura, en virtud del Teorema de Euler, que las derivadas parciales primeras
son homogéneas de grado p — 1.

Si p = 1, como, para x € R¥\{0} se tiene

Di(D1f)(x) ... Dn(Dif)(x)
Hf(x): 5

Di(Dnf)(x) ... Dn(Dnf)(x)

y la expresion 5.10.1 nos asegura que el sistema de ecuaciones lineales con matriz de
coeficientes Hy (x) tiene una solucién no trivial, por ser x # 0, por tanto, el determinante
del hessiano de f en x es nulo.

También puede usarse el Problema 3.14. Como hemos probado que D; f es 0-homogénea
(p = 1), sabemos que

D(D;f)(x)(x) =0, VxeRY\{0}.

Es decir,
0=<V(Dif)(x),x >= ZDJ, x)xj, VxeRM{0},Vie {1,...,N},
esto es,

He(x)x' =0, YxeRV\{0}.

Por tanto, det Hy(x) = 0, para todo vector no nulo x de RN,
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5. Derivada segunda

Otra forma de obtener la condicion sobre la diferencial segunda:

Llamamos g = Df, con lo que, por ser f dos veces derivable en RV\{0} tenemos
g: RN\ {0} — 2RV R), Dg:R"\{0} — Z[RY, Z[R" R)) =.2*R",R),
y se tiene para a € RV\ {0}

- glatix)—gla)
Dg(a)(x) = lim £

y como la evaluacién en un punto es una funcién continua en el espacio de operadores,

tenemos
Dg(a)(x,x) = lim (a+ 1) <xt> —s(@)()

por tanto,

(5.10.2) Dg(x)(x,%) = lim & (et 1) (xt) —8)(x)

En cada punto, g es lineal, por ser la diferencial de f, luego usando el Teorema de
Euler, obtenemos la cadena de igualdades

g(x+1x)((141)x)
st ) g q4g  SWW
t ¢
pf((1+1)x)
——= = pf(x) p—1_
_ 141 t :pf(x)(l—i_t)fl7

tomando limite en cero, y usando la igualdad 5.10.2 concluimos que

Dg(x)(x,x) = p(p—1)f(x).

Para calcular las derivadas sucesivas en los puntos en cuestion se puede derivar y susti-
tuir 6 utilizar la definicion de derivada parcial. Derivando con respecto a ambas vari-
ables se obtiene

D f(x,y) = (2x+3y)cos(x*+3xy), Daf(x,y) = 3x cos(x* +3xy),

por tanto
D nf(x,y) = 2cos()c2 +3xy) — (2x+ 3y)2 sen(x2 + 3xy),

Dy 2)f (x,y) = 3cos(x* + 3xy) — (3x) (2x+3y) sen (x> + 3xy),
D) f(x,y) = —9x%sen(x? + 3xy).

Evaluando en (0,0) se tiene
2 3
Hy(0,0) = <3 0) ,
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por tanto,

Pa(22y) = (0.0)+ (V£0.0) ) + 5 ()5 0.0 () =

= x>+ 3xy

Ahora calculamos las derivadas parciales de g.

— 2xarctan(xy) X — 2yarctan(xy)

1
)
) ng(x,y) - (1+x2—|—y2)2

1
y(1+x2y2)
(1+X2 _|_y2)2

Dlg(xay) =

Y

Evaluando en 0, se tiene D;g(0,0) = D,g(0,0) = 0. Para calcular las derivadas par-
ciales de segundo orde usamos la definicién

Dlg(tao)_Dlg(an)

D(;,1)g(0,0) :thg(l) t 0,
. Dig(0,1) —D1g(0,0

Pu.(0,0) = i = t 09 _y,
. Dyg(0,t) — D2g(0,0

D(»,)8(0,0) :}E% 0,7) t (0,0) _ 0.

El Hessiano de g en (0,0) es

Hg(0,0) = ((f (1,)

y el polinomio de Taylor de orden 2

02(1) = (0.0) + (Va(0.0)|(x3)) + 5 (1) Hy(0.0) () =

Hacemos los cdlculos para 4. Primero evaluamos la funcién, i(1,1) = log2.

2x 2y
Dih =——  Doh =
1 (x7y) x2+y2’ 2 (xay) x2+y2
Por tanto Va(1,1) = (1,1).
2(1+41)
Dih(141,1)—D;y(1,1 —1
Dy 1yh(1,1) =lim th(1+1,1) = Du(l, )zlim U=t
’ t—0 t t—0 t
2
Dih(1,1+1)—Dy(1,1 G |
Dpnyh(1,1) = lim = (LI+) =D _pp T 77
’ t—0 t t—0 t

Como h(x,y) = h(y,x), entonces D5 5)h(1,1) = D(; 1)h(1,1) = 0, asi la matriz hessiana

en (1,1) es
Hy(1,1) = (_01 _01>
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5.5

5. Derivada segunda

y el polinomio de Taylor de orden 2
1 —1
Rax) = L1+ (FH(1, 1) = Ly= 1)+ 5= L= 00 (37 =

=log2+(x—1)+ (-1 —(x—-1)(y—1).

Sabemos que
o Sy B ng)
() —(00)  [I(xy)]

siendo P, el polinomio de Taylor de orden 2 de f en (0,0) y

=0,

Flry) = etsens

Basta pues calcular las derivadas parciales de orden menor o igual que 2 y evaluarlas
en (0,0). Se tiene que

xseny
)

D f(x,y) =seny e ASeny,

D> f(x,y) =x cosye
Dy 1) f(x,y) =Y sen’y, Dy f(x,y) = 5" cosy(1+xseny),

xseny(

D(272)f(an) =Xxe - seny—i—xcoszy)7

Evaluando en (0,0) la funcion y las derivadas parciales de orden menor o igual que
dos, se obtienen los siguientes valores

S| D1 | Dy | Dy | Duyp | Do
11010 0 1 0

Por tanto,
Py(x,y) = 1 +xy.

El enunciado es entonces consecuencia del Teorema 5.8.

Por hipétesis, sabemos que D?f es constante en A, la llamamos B, por tanto B €
Z2(RN,RM). Fijamos un elemento a € A, llamamos L = Df(a) y definimos el campo
vectorial en A dado por

g(x) = f(x)— (f(a)+L(x—a)+%B(x—a,x—a)> (x€A)

que toma valores en RM . Como f es diferenciable, L lineal y B bilineal, entonces g es
diferenciable en A. Ademds, derivando y usando que B = D?f(a) es simétrica (Teorema
de Schwarz) tenemos

Dg(x) =Df(x) —L—B(x—a) (x€A)
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Como Dg es derivable, usando que el segundo sumando es constante y el dltimo es
afin, tenemos
D?g(x) =D*f(x) —B=0.

En vista de que A es abierto y conexo, el Corolario 4.8 nos asegura que Dg es constante
y, por ser Dg(a) = 0, sabemos que Dg es idénticamente cero. Aplicando de nuevo
el Corolario 4.8 obtenemos que g es constante y basta evaluar en a para terminar el
problema. Obtenemos entonces que se verifica el enunciado para

b= f(a) ~ Df(a)(a) + 3D f(a)(a.0),

T(x) = Df(a)(x) —D*f(a)(a.x),

S(x0) = 5D f(a) (5, 9),

se obtiene el enunciado.

5.6 Como para cualesquiera x,y € R" se tiene que

le+3113 = (x+y [a+y) = [z +[yI3+2(x | y),

si T es un operador lineal que conserva la norma, también conserva el producto escalar,

es decir,
(T |T) = (x]y), WxyeR". (*)
Si escribimos T = (T1,...,Tn), y; = T;(x), la regla de la cadena para las derivadas
parciales nos daparai=1,... ,N
d(feT) - f
Bx, ; dy 8x, ( )
Si {ey,...,ey} es labase canénica de RV, se tiene que
oT;
ax]. (x) = DiTj(x) = DTj(x)(ei) = Tj(ei),
1

donde se ha utilizado que 7; es lineal.

Derivando otra vez se tiene

Rfor) WX Rf 3T
8—x12(x) - jzlkgl aykayj (T(x))a_xl(x)Tj(el)
es decir,
92(foT) B NN g2p
axlz ( >_]=ZI ]; aykay] (T(x))Tk(el)Tj(el),
y por tanto,
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5. Derivada segunda

N N
(5.10.3) =Y Y

Hemos probado antes que T conserva el producto escalar, luego

(T(ex) [ T(ej)) = (ex | ) = &;.

esto es, si M es la matriz asociada a T, la igualdad anterior nos dice que el producto de
la fila k-ésima de M" por la columna j-ésima de M es &, luego

MM=1 = MM =1

Traduciendo de nuevo esta dltima condicién tenemos
N
Y Ti(eTj(ei) = ((Ti(er), - .. T(en))|(Tj(er), ..., Tj(en))) = &;-
i=1

Sustituyendo en 5.10.3 tenemos

Otra demostracion alternativa usando la regla de la cadena para la derivada segunda:
D*(foT)(x)(u,v) =
D f(T (x)) (DT (x)(u), DT (x)(v)) +Df (x) (DT (x)(u,v)) =
D*f(T(x))(T (), T(v)) +0=D*f(T(x))(T (), T(v)),
y en consecuencia
Dy (foT)(x) =D*(foT)(x)(ei,ei) = D* (T (x)) (T (e;), T (es)) =
T(ei)Hy (T (x))T (e;)' = ei(M'H¢ (T (x))M)é},
donde, como antes, M es la matriz asociada a 7', esto es

T(x)! = Mx'.

N
A(foT)(x) = ;D(u) (foT)(x) = traza (M"Hy(T (x))M).

Andlogamente

N
Af(T(x) = ) Dinf(T(x) = ;sz(T(X))(euei) =

=

1
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5.7

i eiHy(x)e; = traza (Hy(T(x))).
Al ser T una isometria, helmi)s probado que
MM' =1.
Finalmente,
A(foT)(x) = traza (M'Hy(T (x))M) = traza (Hp(T (x))) = Af(T(x)),
donde se ha utilizado que

A,B € MnxN(R) = traza (AB) = traza (BA).

Notamos, por comodidad,

g(x) = f(Ilxll2), vxeR\{0}.

Setiene parai=1,...,N

[x[|2”
por tanto,
2

lx[13 —

2
Xi i

Diog®) = ' (|1xl2)

de donde se deduce que

ag(x) = " (Ilxll2) + (Il

+ £ (Il

EE BB
(V=) _
B

7 (1l) + ()

el
Por tanto, las soluciones de Ag(x) = 0 verifican la ecuacién diferencial

£ (6)+ (N = 1) (1) = 0.
Supuesto que f’(z) > 0 para un cierto valor de ¢ > 0 se tiene, que la funcién
h(t) =log /(1
verifica 1/ (t) = “TN Integrando, obtenemos

h(t) = (1—N)log(r) +A.

Por tanto,
£(e) =B,
para cierta constante By asi, si N = 2, entonces
f(t) = Blog(t) + K,
mientras que si N > 2, se tiene
f@t)=c*N 4K,

donde C y K son constantes arbitrarias.






Tema 6

Derivadas sucesivas.

Sabemos que la derivada de una funcién es una aplicacion lineal, la derivada segunda
es bilineal y ocurre que la derivada k-ésima es una aplicacion k-lineal. Antes de nada, pre-
sentaremos la notacién que usaremos para estas aplicaciones.

Definicion 6.1. Si k es un natural, notaremos por
LHRNY RM) = 2KRN x k. xRN, RM)
al conjunto de las aplicaciones de RV x k. xRN en RM que son k-lineales, esto es, lineales

en cada variable. Este conjunto es un espacio vectorial definiendo las operaciones de forma
puntual y es fécil probar que se puede identificar

mn(RN RM) = m(RN, (RN RM))
de la siguiente forma natural
T(xl, ... ,xm+n) = T(xl, ... ,xm) (xm+1,...,xm+n) VX1 Xinan € RN,
En particular, si k > 1, se tiene
LHRY RM) = (RN, 2 {RN, RM)).
El espacio .Z*(RV, RM) se puede normar si definimos
7] = max{|IT (156,50l € B, il = 1,1 <i <k} (T € 2%RY,RM)).

La norma verifica propiedades andlogas a las que aparecen en la Proposicién 5.1.
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Definicién 6.2 (Funcién k veces derivable). SeaA C RV y f: A — RM una funcién y & un
natural mayor que 1. Sea A;_; C A el conjunto de puntos donde f es k — 1 veces derivable y
sea DXL f A — L% 1(RN,RM) 1a aplicacién derivada (k — 1)-ésima de f. Se dice que

[e]
f es k veces derivable en a €Ay, si la funcién D¥~! f es derivable en dicho punto, en cuyo
caso a la aplicacion

DD ) (a) e Z(RY, 1 (RN RM)) = 2K(RN , RM)

se llama derivada k-ésima de f en a 'y se nota D* f(a). A D*f(a) se le asocia la aplicacién
d*f(a) : RN — RM definida por:

d*f(a)(x) :=D*f(a)(x,.k.,x), VxeRM,

Se dice que f es k veces derivable en un subconjunto B C A si es k veces derivable en cada
punto de B.
Sea A C A el conjunto de puntos de A donde f es k veces derivable. La aplicacion

x— Df(x)

de Ay en Z%(RN RM) se denomina la aplicacion derivada k-ésima de f'y se nota DXf.

Se dice que f es de clase €% en a, y se nota f € €*(a), si es k veces derivable en un
entorno de a y la funcién D* f es continua en a. Se dice que f es de clase € en un subconjunto
B C Asi es de clase €* en cada punto de B.

Se dice que f es k veces derivable (resp. €¥) cuando lo sea en todos los puntos de su
conjunto de definicién (que necesariamente serd abierto). Notamos por €’*(A) al conjunto de
las funciones de clase €* en el abierto A.

Finalmente se dice que f es de clase € en a € A (resp. B C A) si f € €%(a) (resp.
f e €*B)), VkeN.

Si m,n € N, entonces la identificaciéon de los espacios £ (RN RM)
y L"RN, (RN RM)) nos permite comprobar (mediante una sencilla induccién) que f
es m -+ n veces derivable en un punto a si, y solo si, es n veces derivable en un entorno de a y
la funcién D" f es m veces derivable en a, en cuyo caso

D" f(a) = D"(D"f)(a).

A partir de ahora presentamos para la derivada k-ésima los resultados obtenidos en el tema
anterior para la derivada segunda. Conviene tener presente que el paso de la derivada (k— 1)-
ésima a la derivada k-ésima es idéntico al paso de la derivada primera a la derivada segunda.

Nota 6.3. Sea A C R, f: A — RM un campo vectorial y k > 1. Supongamos que f es k
veces derivable en un punto a € A. Entonces, la relacion entre la derivada de f y la derivada
elemental viene dada por

Dkf(a)(sl,...,sk) :sl...skf(k)(a), Vsi,...,5 € R,

equivalentemente

f®(a) = d* fa)(1).
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Sabemos que la diferencial segunda es una aplicacion bilineal simétrica (Teorema 5.6).
También es cierto el resultado andlogo para la diferencial k-ésima:

Teorema 6.4 (Schwarz). Sea A CRY, f: A — R un campo vectorial y k > 1. Supongamos
que f es k veces derivable en un punto a € A. Entonces la aplicacion k-lineal D f (a) es
simétrica, esto es,

D f(a)(x1,...,x) = D f(a) (xo(1),- -+ Xow))

para cualesquiera xy, . .., x; € RN y cualquier permutacion o del conjunto {1,... k}.

Demostracion:

Sabemos que para k = 2 es cierto (Teorema 5.6). Para probar el caso general, basta razonar
por induccidn sobre k. Sea k > 2 'y supongamos cierto el teorema de Schwarz para funciones
k — 1 veces derivables en un punto. Sean xi,...,x; € R, por hipétesis de induccion sabemos
que

D? (Dk_zf) (a) (X1 ,)C2) = D? (Dk_zf) (a) (X2,)C1)
y en consecuencia
Dkf(a) (x17x27x37 te ,Xk) = Dkf(a) (-x27-x17-x37 te ,Xk) .

Para probar que si 2 < i < j <k, entonces

Dkf(a)(xl,...,xi,...,xj,...,xk) :Dkf(a)(xl,...,xj,...,x,-,...,xk),

basta tener en cuenta que si x estd en un cierto entorno de a se verifica
k—1 _
D f(x)(xz,...,x,-,...,xj,...,xk)_

Dk_]f(x)(xz,...,xj,...,x,-,...,xk), Vx e U,

esto es,
Dk—lf _ E(Lj) oDk—lf,

donde E; ; es la aplicacion lineal en RY que intercambia las componentes i-ésima y j-
ésima. Basta usar la regla de la cadena y el hecho de que una permutacién es composicion de
trasposiciones para terminar la demostracion. .

Definicién 6.5 (Polinomio de Taylor de orden k). SeaA C RV y f: A — RM una funcién.
Supongamos que f es k veces derivable en un punto a € A, entonces la funcién P, : RY —
RM definida por

B(x) = (@) +df(@)(x—a) + 3 fla) (x~a) 4+ 22dF (@) (x—a)

se llama polinomio de Taylor de orden k de f en a.

El Problema 6.6 afirma que si f es un polinomio de grado k, entonces, el polinomio
de Taylor de orden k en cualquier punto coincide con f. Primero aprenderemos a derivar
polinomios homogéneos.
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Lema 6.6. Sea T € Z*(RN,RM) una aplicacion simétrica. Entonces la aplicacién P: RN —
RM definida por:

P(x) :=T(x, -]-(~,x), Vx € RV,
es derivable. Ademds, para cada a € RN se tiene
DP(a)(x) = kT (a,%71,a,x), VYxeRN.

Demostracion:
Fijemos a € R", entonces, para cada x € RV\ {a} se verifica que

P(x)=T(x,.*,x)=T(a+ (x—a),.*.,a+ (x—a)) =
_y (* aklax—a,.l. x—a)=
_l;)(i)T( Kia, . lx—a)

k
k . .
= P(a) +kT (a,*>!,a,x —a) + Z ( ) T(a,* " a,x—a,l. x—a),
i=2 \!
y por tanto

P(x)—P(a)—kT(a,*"}a,x—a) y (k) T(a,*"La,x—a,.l..x—a)
lx—a S\ lx—a

Como para todo i € {2,...,k} se tiene que
1T (@} ax—a,.tx—a)l| < |IT|| [la]*|lx~al,

se sigue que
i .
T(a,*Lax—a,.'.,x—a)

lim
x—a [[x —all

:O’

lo que termina la demostracion. ]

Comprobaremos ahora que el polinomio de Taylor de orden k de una funcién f en un
punto a tiene sus k primeras derivadas en a iguales a las de la funcion.

Proposicion 6.7. Sea A C RN y f: A — RM un campo vectorial. Supongamos que f es k
veces derivable en un punto a € A y que P, : RN — RM es el polinomio de Taylor de orden
k de f en a, esto es,

B(x) = f(a) +df(@)(x—a) + 3 (@)(x~a) + ...+ d*fla)(x—a).

Entonces Py es de clase €y se verifica

DP(x) = Df(a) +a’(Df)(a)(x—a)+%a’z(Df)(a)(x—a) +...+
1 -
+md" (Df)(a)(x—a).

Ademds,
D"'P(a)=D"f(a) (n<k) y D"'B(x)=0, Vn>k.
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Demostracion:
Basta probar que DP; es el polinomio de Taylor de la funcién Df en el punto a. Para cada
m € {2,...,k}, la funcién @ : RN — RM dada por

¢(x) =d"f(a)(x—a)

es composicién de la funcién g : RY — R dada por g(x) =x —a y de la funcién d" f(a) :
RN — RM. Luego, el lema anterior y la regla de la cadena, permiten afirmar que ¢ es
derivable y que para cada x € R" se verifica

Do(x) = D(d" f(a) o g)(x) = D(d" f(a))(g(x)) o Dg(x) =
=D(d"f(a))(x—a)oldgy = D(d"f(a))(x—a) =
=mD"f(a)(x—a," "} x—a, ) =
= mD" (D) @) (a7 x— a)() = md™ (DF ) a) (x— ),

donde se ha utilizado la expresion de la derivada que da el lema anterior. De aqui se sigue
inmediatamente que P, es derivable y su derivada viene dada por

1 1
DP(x)=Df(a)+d(Df)(a)(x—a)+ Edz(Df)(a)(x—a) ot mdk_l(Df)(a)(x—a),
que es el polinomio de Taylor de Df en a de orden k — 1. En particular, DP;(a) = Df(a). El
resultado se sigue aplicando el mismo argumento. .

Teorema 6.8 (Férmula infinitesimal del resto). Sea A C RN y f: A — RM un campo vecto-
rial. Supongamos que f es k veces derivable en un punto a € A, entonces se verifica

o L0 = P

=0.
x—a|x—al*

Demostracion:
Razonamos por induccién sobre k, por lo que supondremos conocida la férmula infinitesimal
del resto para funciones k — 1 veces derivables en un punto.

Dado un positivo €, como f es k veces derivable en a, existe 8 > 0 tal que

xXeA
(6.0.1) |lx—all]<d=1< fes k—1veces derivable en x

IDf(x) = Q1 (x)]| < gllx —aF!

donde Qy_ es el polinomio de Taylor de orden k — 1 de Df en a, esto es

Ox-1(x) = Df(a) +d(Df)(a)(x—a) + ...+ d“"(Df)(a)(x ).

(k—1)!
La demostracién se concluye probando que para cada x € B(a,6)\{a} se verifica que

1f () =P < ellx—al*,
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lo cual serd consecuencia del Teorema del valor medio aplicado a la funcién g : B(a,8) —
RM definida por
8(z) = f(z) —Pi(z), Vze€B(a,9)

en el segmento [a,x]. En efecto, por el Teorema 4.5 y la proposicion anterior tenemos
Ig(x) — g(a)|| < sup{||Dg(2)| : z €la,x[}||x—al <

=sup{||Df(z) = Qx—1(2)|| : z €la,x[} ||[x—al =

=sup{ellz—al* 'z €la,x[} = ¢||x—al*.

Ejemplos 6.9.

1. Toda funcién constante f de RY en RM es de clase € con D f(a) =0, Va c RN, Vk ¢
N.

2. Toda aplicacién lineal T de RY en R es de clase €™ con

D’T(a) =0, YaeRN, Vk>2.

3. Toda aplicacién bilineal T de RN x R en en R” es de clase € con

DT (a,b) =0, Y(a,b) eRN xRM vk >3.

4. La aplicacién suma o : RN x RY — R y la aplicacién producto por escalares 7 :
R x RY — R¥ son de clase €.

5. La aplicacién inversién J : Iso (RY) — Z(RV) dada por
J(T)=T"', T clso (RY)

es de clase €.

Escribiendo la aplicacion derivada primera de J como ya hicimos en el Ejemplo 5.4.5,
DJ = ¢ o (J,J), el resultado se sigue de la regla de la cadena (véase Seccién 5.8.2) y
del Ejemplo 6.9.3.

6.1. Reglas de derivacion.

Por la forma de definir la diferencial k-ésima, ésta verifica andlogas propiedades a las de
la derivada segunda.

1. Linealidad. El conjunto de las funciones k veces derivables en un punto a es un espacio
vectorial en el que la aplicacién

f— D f(a)

es lineal.
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2.

Regla de la cadena. La composicion de funciones de clase k es una funcién de clase
k. La afirmacién andloga es cierta para las funciones k veces derivables.

. Caracter local de la derivada k-ésima. Un campo vectorial es k veces derivable en

un punto a si la restriccién de f a un entorno del punto a es k veces derivable, y en tal
caso, las derivadas de orden k de ambas funciones coinciden.

Derivacion de la funcién inversa. Sean A y B subconjuntos abiertos de RY y f un
homeomorfismo de A sobre B. Si f es de clase €% en a € A y Df(a) € Iso (RV),
entonces f~! es de clase ¥ en f(a). Para comprobar esta afirmacion, basta escribir
la aplicacién derivada primera de f~! como en la Seccién 5.4, apartado iv), esto es,
Df~ ' =JoDfof~!, y el resultado se sigue entonces usando induccién y la regla de
la cadena (apartado 2).

. Sean A C RN, f: A — RM un campo vectorial y T € Z(RM RP). Si f es k veces

derivable en un punto a € A, entonces 7 o f es k veces derivable en a con
DT o f)(a) =T oD f(a)
Por tanto, si f € €*(a), entonces T o f € €*(a).

Reduccion del estudio de la derivabilidad a campos escalares.
SeaACRNy f:A— RY un campo vectorial. Entonces f es k veces derivable
en a € A si, y solo si, cada funcién componente f; es k veces derivable en a para
i=1,...,M, en cuyo caso

D"f(a) = (D*fi(a),....D" fu(a)).

Teorema 6.10 (Férmula de Taylor con resto de Lagrange para campos escalares). Sea A C
RN, a,x € A con a # x, tales que el segmento [a,x] estd incluido en A. Si f : A — R es una
funcion de clase €* en [a,x] y k+ 1 veces derivable en |a, x|, entonces existe ¢ €]a,x| tal que

f(x) = Be(x) + d“t f(e)(x—a),

(k+1)!

donde Py (x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a, esto es,

Pi(x) :f(a)—I—df(a)(x—a)+%dzf(a)(x—a)+...—|—%dkf(a)(x—a).

Demostracion:
Para demostrar este resultado aplicaremos la formula de Taylor clasica a la funcién auxiliar
o :[0,1] — R definida por

o(t)=fla+t(x—a)).

Sabemos que

o'(t)=df(a+t(x—a))(x—a), Vtel0,1],



228 6. Derivadas sucesivas

y usando la regla de al cadena es facil probar que
() =d"fla+1t(x—a))(x—a).

Finalmente basta tener en cuenta que existe #p €]0, 1] tal que

_ 1, 1 1 (k+1)
6(1)—6(0)+§G(0)+...+EG (0)+<k+l>!6 (t),
de donde se deduce el resultado. "

Teorema 6.11 (Férmula de Taylor). Sean A C RN y a,x € A con a # x, tales que el segmento
[a,x] estd incluido en A. Si f : A — RM es una funcién de clase €* en a,x] y k+ 1 veces
derivable en |a, x|, entonces

[l —a**!

“arnr elIiD R 2 ad),

1/ (x) = Pe(x) | <
donde Py (x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a, es decir,

Pi(x) :f(a)+df(a)(x—a)+%dzf(a)(x—a)+...+%dkf(a)(x—a).

Demostracion:
Supongamos que el conjunto

{ID (@) 2 €]a,x]}

estd mayorado, ya que en otro caso, no hay nada que demostrar. Sea K el supremo de este
conjunto. Para probar este resultado, basta aplicar la Proposicién 4.6 a las funciones o :
[0,1] — RM y g:[0,1] — R definidas por

o(t)=fla+t(x—a))+(1—-t)df(a+t(x—a))(x—a)+...+
(1 =0k (a1 =) (v—

—1
g(t) = WKHX—aHkH(1 —1)*tL

6.2. Derivadas de orden superior de campos escalares.

Definicién 6.12 (Derivadas parciales sucesivas). SeaA C RY a € Ay f un campo escalar en
A.Sean ip,....ip € {l,...,N} y Al2-ik) = A el conjunto de puntos donde f tiene derivada
parcial de orden k — 1 respecto de las variables i, ...,i>. Sii; € {1,...,N} y el campo escalar
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Dy, i S en Ali2it) tiene derivada parcial respecto de la variable i1 en el punto a, entonces
se dice que f tiene derivada parcial de orden k respecto de las variables iy, ...,i; en el punto
ay laderivada D; (D, ;,)f)(a) senota D;, ;.\ f(a), esto es

D(il,.‘.,l’k)f(a) = DilDiz L -Dikf(a)'

Quedan asf definidas inductivamente las N* derivadas parciales k-ésimas del campo escalar
f en el punto a.

SiAliik) c Aesel conjunto de puntos donde f tiene derivada parcial de orden k respecto
de las variables iy, ...,i], entonces el campo escalar en Alit--ik) definido por

x— Dy, i f(x)

se denomina la aplicacion derivada parcial de orden k de f respecto de las variables i, ..., i
ysenota D, i) f.

Teorema 6.13. Sean A C RN, a € A y f un campo escalar en A y k > 2. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) f eskveces derivable en a.

ii) f esk—1 veces derivable en un entorno de a y todas las derivadas parciales de orden
k — 1 son derivables en a.

En el caso de que se verifiquen las anteriores condiciones, se tiene que
k
Dy, .inf(a) =D f(a)(ejy,...,e;)

para cualesquiera iy, ... iy € {1,...,N}, donde {ey,...,eN} es la base candnica de RY. En
consecuencia, a partir del Teorema de Schwarz, se verifica que

D(iy1y,miou)f (@) = Dy, i) f (@)

para cualesquiera iy, ... iy € {1,... N} y cualquier permutacion o del conjunto {1,... k}.
Se tiene, por tanto,

N
Dkf(a) (x1 g ,xk) = Z D(il-,---J'k)f(a)ml (xl) TG (xk)

iyeensip=1
para cualesquiera xi,...,xy € RN, donde, para cada i € {1,...,N},m; denota la i-ésima
proyeccion de RV.
Ademads
fe€ a) & D, 4 (fE€C (), Vir,...,im1 €{1,...,N}.

Este resultado para k = 2 es el Teorema 5.12. Ahora, un argumento inductivo permite
probar el resultado para k > 2.
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Corolario 6.14. Sean A C RN un abierto, f un campo escalar en A y k > 1. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i) f eskveces derivable en A.
ii) Todas las derivadas parciales de orden k — 1 son derivables en A.

Ademds,

feeMA) e Dy, . (fEFC(A), Vii,... -1 €{1,...,N}.

ik—1)

Notacion 6.15. Sean A C RV y f un campo escalar en A que es k veces derivable en un punto
acA.

La simetria que garantiza el Teorema 6.13 asegura que el orden en el que se efectiien las
derivadas parciales sucesivas del campo escalar f en a es irrelevante. En consecuencia, las
derivadas parciales de orden k se pueden reorganizar con el fin de simplificar la notacion.
Este hecho permite definir, para ki, ...,ky € NU{0} tales que k| +---+ky =k

D(kla"-ka)f(a) = kl ka( )= (1 kg N’.‘N,N)f(a)‘

yrrey byt

Conviene observar que el nimero de derivadas parciales de orden k eventualmente distin-
tas ha quedado reducido de N* a

woene (=)

Pongamos a = (ay,...,ay), entonces el polinomio de Taylor de orden k de f en a es el poli-

nomio P, : RY — R definido por
1 1
P(x) = f(a) + (Vf(@)lx—a) + 5 (x—a)Hy(a)(x—a)' + §d3f(a)(x— a)+...+

1
+54 fla)(x—a),

que, de nuevo en virtud del Teorema 6.13, adquiere ahora el siguiente aspecto

9+Y ¥ ,

F=1 |t =T r I... Iy -

! DN f(a) (xp —ar)™ .. (xy — an)™

para cualquier x = (x1,...,xy) € RV, ya que el sumando

D(”"“’rN)f(a)(xl —ap)" .. (xy—apn)™

r!
RP;‘I’”-J‘N
rl!...rN!

se repite

VECES.
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Nota 6.16. Para obtener la férmula de Taylor (6.10) para campos escalares, hay que susti-
tuir los correspondientes polinomios de Taylor por la férmula que acabamos de presentar y
también mClka(c) (x —a) por

1
Z WD(kl,...,kzv)ﬂc)(xl _a1>k1 e —aN)kN,
kl++kN:k+1 1+---KN:

sz . (N+k)!
expresion que sabemos tiene EDIN=T)! sumandos.
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6.3. Referencias recomendadas.

[ I
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6.4. Resumen del resultados del Tema 6

Aplicaciones multilineales.

El conjunto L™ (RN RM) de las aplicaciones (m + n)-lineales de RN x "+ xRN en
RM se identifica con L™ (RN, L (RN, RM)) y para T € L™ (RN, RM), la identificacion
viene dada por

T(xl, ... ,xm+n) = T(xl, ... ,xm) (xm+1,...,xm+n) VX1 Xn € RN,
En particular, si k > 1, se tiene
LRV RM) = 2(RN, £ 1R, RM)).
La norma de L*(RN ,RM) viene dada por

IT|| = max{||T (x1,xg,....x) || :x € R |Ixi|| = 1,1 <i<k} (T € LXRN,RM)).

Campos vectoriales k veces derivables.
SeanA CRM, f:A — RM yseaA; C A el conjunto de puntos donde f es derivable. Se dice
que f es dos veces derivable en a € A; si la funcién Df : A| — Z (RN, RM) es derivable en
a, en cuyo caso la aplicacién

D(Df)(a) € Z(RY, Z(RN,RM)) = 2?(RN x RN RM)

se denomina la derivada segunda de f en a y se nota D?f(a).

Si k> 2, sea Ay_; C A el conjunto de puntos donde f es k — 1 veces derivable y sea
DM A — L1 (RN RM) la aplicacién derivada (k — 1)-ésima de f. Se dice que f es
k veces derivable en a € A_; si la funcién D¥~! f es derivable en dicho punto, en cuyo caso
a la aplicacion

D(D* 1) (a) e ZRN, L1 RN RM)) = KRN, RM)

se llama derivada k-ésima de f en a y se nota D¥f(a). A D*f(a) se le asocia la aplicacion
d*f(a) : RN — RM definida por:

d*f(a)(x) == D*f(a)(x,.k.,x), VxeRN,
Sea Ay C A el conjunto de puntos de A donde f es k veces derivable. La aplicacién
x— D f(x)

de Ay en & k(RN ,RM) se denomina la aplicacién derivada k-ésima de f y se nota Dkf.

Se dice que f es de clase €* en a, y se nota f € ¢k (a), si es k veces derivable en un
entorno de a y la funcién DX f es continua en a. Se dice que f es k veces derivable (resp.
€*) cuando lo sea en todos los puntos de su conjunto de definicién (que necesariamente serd
abierto). ¥’*(A) es el conjunto de las funciones de clase €* en el abierto A.
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Finalmente se dice que f es de clase € ena € A si f € €*(a) para todo k.
SiACRYy f:A— RM es un campo vectorial k veces derivable en un punto a € A,
entonces

W (@) =Dk f(a)(1, 5., 1) = d* f(a)(D).

Propiedades de la derivada k-ésima y de las funciones k veces derivables.

i) Linealidad. SeanA C RN, a €Ay f,g: A — RM funciones k veces derivables en a y
sea A € R. Entonces f+ gy A f son k veces derivables en a con

DX(f+g)(a) = D'f(a) +D'g(a), DM(Af)(a) =AD" f(a).
Ademis, si f,g € €%(a), entonces f+g € €*(a) y Af € €¥(a).

ii) Regla de la cadena. SeanA CRY BCRM f:A — RM talque f(A)CByg:B —
RP. Supongamos que f es k veces derivable en a € A 'y que g es k veces derivable en
f(a). Entonces la composicion h = go f es k veces derivable en a.

Ademis si f € €%(a) y g € €*(f(a)), entonces h € €*(a).

iii) Caracter local de la derivada k-ésima. Sean A CRY, ac Ay f: A — RY un campo
vectorial. Entonces f es k veces derivable en a si, y s6lo si, existe algiin entorno U C A
de a tal que f|y es k veces derivable en a, en cuyo caso las derivadas k-ésimas en a de
ambas funciones coinciden.

iv) Derivacién de la funcién inversa. Sean A y B subconjuntos abiertos de RV y f un
homeomorfismo de A sobre B. Si f es k veces derivable en a (resp. de clase %* en a)
paraalgiina € Ay Df(a) € Iso (RV), entonces f~! es k veces derivable en f(a) (resp.
de clase €* en f(a)).

vi) Reduccién a campos escalares. Sean A C RV y f: A — RM un campo vectorial.
Si f=(f1,...,fu), entonces f es k veces derivable en a € A si, y sélo si, cada f; es k
veces derivable en a parai=1,...,M, en cuyo caso

D*f(a) = <Dkf1(a),...,Dka(a)>

Por tanto, una campo vectorial es de clase k en un punto cuando todas sus componentes
lo sean también.

Las aplicaciones lineales son de clase 4™ y su diferencial segunda es nula. Toda apli-
cacién bilineal 7 : RN x RY — R” es de clase 4’ con derivada segunda en (a,b) € RY x RM
definida por

DzT(avb)<(x17yl)7 (x27y2)) = T(xlvyZ) +T()C2,y1), v(xlayl)v (XZ,y2> € RN X RM?

por tanto D3T = 0, por tanto, DT = 0 para k > 3.
La aplicacion inversién J : Iso (RY) — Z(RV) es de clase €.
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Teorema de Schwarz para la derivada k-ésima.
SeaA CRY, f:A—RM un campo vectorial y k > 1. Supongamos que f es k veces derivable
en un punto a € A. Entonces la aplicacién k-lineal D* f (a) es simétrica, esto es,

D f(a)(x1,...,x) = D f(a) (xo(1),- -+ Xon))
para cualesquiera xy, . .., x; € RN y cualquier permutacion o del conjunto {1,... k}.

Polinomio de Taylor de orden k.
SeaA C RV y f: A — R una funcién. Supongamos que f es k veces derivable en un punto
a € A, entonces la funcién P, : RN — RM definida por

B(x) = fla) + df(@)(x~a) + 30> f(@)(x—a) + ..+ 5d (@) (x—a)

se llama polinomio de Taylor de orden k de f en a. El polinomio de Taylor de orden k de una
funcién en un punto a verifica

Pi(a)=f(a), D"P(a)=D"f(a) (n<k) y D"P(x)=0, Vn>k.

Formula infinitesimal del resto.
Sea A CRNy f:A— RM un campo vectorial. Supongamos que f es k veces derivable en
un punto a € A, entonces se verifica

L)~ B)
A e—allf

=0.

Férmula de Taylor con resto de Lagrange para campos escalares.
Sea A CRYN, a,x € A con a # x, tales que el segmento [a, x| estd incluido en A. Si f: A — R
es una funcién de clase €* en [a,x] y k+ 1 veces derivable en |a,x|, entonces existe ¢ €]a, x|

tal que |
£ = P+ g () e ),

donde P(x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a.
Foérmula de Taylor.
Sean A C RN y a,x € A con a # x, tales que el segmento |a,x] estd incluido en A. Si f : A —
RM es una funcion de clase €* en [a,x] y k+ 1 veces derivable en |a, x|, entonces
lx — af[**!

e elID Q)] < ),

1) = Be(x)]| <

donde Py(x) es el polinomio de Taylor de orden k de f en a.
RESULTADOS PARA CAMPOS ESCALARES.

Derivadas parciales sucesivas.
Sean A C RY,a € Ay f un campo escalar en A.



236 6. Derivadas sucesivas

Sean ip,...,i € {1,...,N}y Aleii) A el conjunto de puntos donde f tiene derivada

parcial de orden k — 1 respecto de las variables iy, ...,i. Sii; € {1,...,N} y el campo escalar
D,,..ip»fen Ali2:ik) tiene derivada parcial respecto de la variable i; en el punto a, entonces
se dlce que f tiene derivada parcial de orden k respecto de las variables i, ...,i; en el punto

ay laderivada D; (D, . ;) f)(a) senota Dy, . ;) f(a), estoes
D(i17--~>ik)f(a) = Di]Di2 .. .D,-kf(a).

SiAl-i) — A es el conjunto de puntos donde f tiene derivada parcial de orden k respecto
de las variables iy, ...,i;, entonces el campo escalar en Alitii) definido por

X — D(ll7 k)f(X)

se denomina la aplicacién derivada parcial de orden k de f respecto de las variables iy, ...,
y se nota D(,-l./m,ik)f.

Caracterizacion de campos escalares k veces derivables (k > 2).
Sean A C RN, a € Ay f un campo escalar en A. Entonces f es k veces derivable en a si, y
solo si, f es k— 1 veces derivable en un entorno de a y todas las derivadas parciales de orden
k — 1 son derivables en a

Si f es k veces derivable en a, se tiene que

Dkf(a) (eil e aeik) = D(il,...,ik)f(a)a

equivalentemente,

N
D'f(a)(x1,....) = Y Dy i f(@)m, (x1)... 7 (x)

i yemip=1
para cualesquiera xi,...,xy € RN, donde, para cada i € {1,...,N},m; denota la i-ésima
proyeccion de RV.
Ademads

fe%k(a) =4 D fe‘g()Vil,...,ik,le{l,...,N}.

Lyeeesl— 1

Para ky,...,ky € NU{0} tales que ky + - - - + ky = k se define

D(k17...,kN)f(a)_ ke ka( )=D W fla).

(17'“313'“7Na'“7N)

El Teorema de simetria de Schwarz permite reducir el nimero de derivadas parciales
distintas. Teniendo en cuenta este resultado se obtiene la siguiente expresion del polinomio
de Taylor de orden k de un campo escalar en el punto a.

Pi(x) = f(a)+(Vf(a) | x—a)+ %(x— a)Hy(a)(x—a)'+

y ¥ o

r=3ri+-+ry=r

———— D) f(a) (xy —ay)" .. (xy —ay)™
rl ‘ e rN'
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para cualquier x = (xq,...,xy) € RV,

Caracterizacion de la existencia de derivada de orden £.
Sean A C RN un abierto, f un campo escalar en A 'y k > 1. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) f eskveces derivable en A.
ii) Todas las derivadas parciales de orden k — 1 son derivables en A.

Ademds,

feetA) e by, \fEC(A), Vir,... i1 €{1,...,N}.

yeeeslk—1
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6.5. Ejercicios del Tema 6

6.1 Ordenar el polinomio 2x%y +x?y? 4+ 3x+y+ 1 en potencias de x — 1 e y — 2.

6.2 Sea f el campo escalar en R? definido por
fly) =
(Cudl es la Féormula de Taylor de orden 2 con resto de Lagrange en el segmento

[(0,0), (x,)]?

6.3 Sea A un subconjunto abierto de RV y f un campo vectorial de clase € de A en R,
Supongamos que existe C > 0 tal que

IDFf(x)|| <CF, WxeAkeN,

Probar que sia € Ay r > 0 son tales que B(a,r) C A, entonces la serie

1
kg’lk!

d'f(a)(x—a)
converge uniformemente en B(a,r) y

f(x) :f(a)+k§: %dkf(a)(x—a), Vx € B(a,r).

6.4 * Demostrar por induccién sobre k la regla de derivacion 5) de la Seccién 6.1.
Indicacion: Supdngase el resultado cierto para k, y apliquese la regla de la cadena.

6.5 * Sea k > 1y T una aplicacion k-lineal de (RY )k en RM.
1) Probar que T es derivable en a con
DT (ay,...,ar)(x1,...,x;) =
=T(xy,az,...,a;)+T(ay,x2,a3,...,ar)+...+T(ar,...,ar_1,xx)

para cualesquiera ay, ..., ax,x1,...,x € RV,
11) Deducir de i) el Lema 6.6.

6.6 * Sea P un polinomio de grado k en RY. Probar que P es de clase € y que para
cada natural r > k, el polinomio de Taylor de orden r de P en cualquier punto a € RV
coincide con P. Deducir que si existe a € RY tal que

P(a)=0y DU Npa)=0, if,...,iy e NU{0}, 1 <ij+...+iy <k,

entonces P(x) =0, Vxc RV,
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6.6. Soluciones a los ejercicios del Tema 6.

6.1 Como f es un polinomio de grado 4, entonces f coincide con su polinomio de Taylor
de orden 4 en cualquier punto, luego

4 1
Fay)=f02)+ Y, Y o =DA(1L2) (- 1) (- 2)"
r=1 ri+rn=r 1-12:

A continuacién, calculamos las derivadas parciales de orden menor o igual que cuatro
de f 'y escribiremos en un cuadro la evaluacién de éstas en (1,2).

D f(x,y) = 6x°y+2xy" 43,
Dy f(x,y) = 23 —|—2x2y+ 1,
DO f(x,y) = 12xy+2y?,

D(l’l)f(x,y) = 6x% + 4xy,
DO f(x,y) =247,
DB f(x,y) = 12y,

DZY f(x,y) = 12x +4y,
DU f(x,y) = 4x,

DO f(x,y) =0,
DO f(x,y) =0,
DV f(x,y) = 12,

DBV f(x,y) =4,
D' f(x,y) =0,
DOV f(x,y) =0,
Valores de fy de DU/ fen (1,2) (i+j<4)

f | Dy | Dy | DEO [ pUD) [ p02) [ pG.0) | p1) | p1.2) | p0.3)

14123 7 32 14 2 24 20 4 0

p@o) [ pG.I) [ p22) [ p(1.3) | p0.4)
0 12 4 0 0

con lo que, calculando las derivadas parciales y evaluando en (1,2) se tiene
fy) =144 (2B3(x—1)+7(y=2)) + (16(x—1)* +14(x— 1)y =2) + (y = 2)*) +
(4(x—1)> +10(x—1)2(y—2) +2(x— 1) (y —2)})+
RE=-110=2)+x—1)*(y-2)%)
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6.2 Usaremos el Teorema 6.10, para a = (0,0), por lo que existe #y €]0, 1] tal que

1
——D"72) f(1x, 10y)x"1y'2,
Iry!

f(x,y) P2<xy + Z

ri+rn=3 ri:

donde P (x,y) es el polinomio de Taylor de orden 2 en el punto (0,0). Por el Ejercicio
5.4 sabemos que
Py(x,y) = 1+xy,

y ademas las derivadas parciales de orden 2 son
D(Z,O)f(x y) grseny sen y,

DD flx.y) = 5N cosy(1 4 xseny),
D(O’z)f(x,y) — x gtSeny (_ seny—I—xcoszy),

de donde
D(3’O)f(x,y) _ Xxseny sen3y

D@D f(x,y) = SNy senycosy(2+xseny),
D12 f(x,y) = £*SC0Y (—seny — xsen®y +2xcos”y+x*senycosy),
DOV f(x,y) = x 5N cosy(—1—3xseny + x> cosy).

Por tanto, en vista de la forma que tiene el polinomio de orden 2 en (0,0) de esta
funcién y del Teorema 6.10 se tiene

1 1
fe,y) =14xy+ yD(s O £ (tox, toy)x® + 5D(271)f(10?€, toy)x*y+
1

1
5D(1’2)f (tox, t0y)xy* + yD(Oﬁ)f (tox, toy)y’

6.3 La sucesion de sumas parciales de la serie

+Zk'dk a)(x—a)

k>1

es Py(x), donde Py es el polinomio de Taylor de orden k de f en a.

La férmula de Taylor garantiza que si 0 < ||x — a|| < r, entonces

1 (x) = Pe(x) ]| < <k+1) ||X—0Hk+1SUP{HDk“f(Z)ll 1z €la,x[} <
1 (rC)’H'1
S <k+1) ||x aHk-HCk-H m’
luego "
.
5@ - Rl < YL e Bla,r),

(k+1)1"
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y en consecuencia

(rC)kH
(k+1)!

—

sup{ | f(x) — Pc(x)|| : x € B(a,r) } <

Hemos probado que f — P, converge a cero uniformemente en B(a, r), por tanto
o 1
fx) = fla)+ Y, d"f(a)(x—a), Vx € Ba,r).
k=1""

6.4 Sabemos que es cierta para k = 1. Supongamosla cierta para k. Como f es k+ 1 veces
derivable en a, sea U un entorno abierto de a incluido en A donde f es k veces derivable.
Por la hipétesis de induccion

DN(T o f)(x) =T oDFf(x), VxeU,

es decir,
D¥(T o f) =T oDFf.

La regla de la cadena nos dice que D¥(T o f) es derivable en a, es decir, T o f es k+ 1
veces derivable en a y se tiene que

D(DX(Tof))=D(ToD"f) =T oD(D*f) =T oD f

y en consecuencia, para cualesquiera xp,...,x; € RV, se tiene

DY (T o 1) (@) (R0, 1) = T(Dk“f(a)(xl, » ,ka)).

6.5 i) SiT € Z*RN,RM), probaremos que
DT(al,...,ak)(xl,...,xk) =

= T(xl,ag,...,ak) +T(a1,x2,a3,...,ak) +...+T(a1,...,ak_1,xk)

para cualesquiera aj, . .., a, X1, . .., xy € RV. Nétese que la candidata a diferencial
en (ay,...,a;) es una aplicacion lineal.

Probaremos la afirmacién para k = 3. En efecto,
T (x1,x2,x3) =T (a1 + (x1 —a1),a2+ (x2 —a2),a3 + (x3 —a3)) =

=T (a1,a2,a3) +T (x1 —a1,a2,a3) + T (a1,%2 — az,a3) + T (a1,a2,%3 — a3) +
+T (x1 —ar,x2—az,a3) + T (x1 —ay,a2,53 —a3) + T (a1,x — az,x3 —a3) +
+T(x1 —dap,Xp —dad,Xx3 _a3)7

por tanto

HT(xly)C27x3) —T(ay,az,a3) — (T(xl —ay,az,a3)+T (a1, x2—az,a3) +T (a1, a2,x3 —a3)> H =
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= HT(xl —ap,x; —a2,613) —|—T(X1 —ap,az,x3 —a3)+

+T (a1,x —az,x3 —az) + T (x1 —ay,x — az,x3 —a3) || <

<l (Hm —ai| [lx2 = az| flas ]| + [lx1 — a1} flazl] [lx3 —as]|+

+lar]] [|x2 —az|| [|x3 — as|| + [|x1 — a1 || [|x2 —az|| ||x3—a3||>-

Finalmente, es claro que dividiendo 1la expresiébn anterior por
|(x1 —ay,x2,—az,x3 —az)|| se obtiene una funcién que tiende al cero en el punto

(Cl] , a2, Cl3>.
i1) Para probar esta afirmacion, basta usar el apartado anterior y la regla de la cadena
para la composicion

k k
x— (x,---,x) = T(x,---,x).

Si llamamos P a la primera aplicacion, por ser ésta lineal, se tiene
DP(a) =D(T o®)(a) = DT (P(a)) o d.

Por tanto,

DP(a)(x) = DT(a,-*,a)(x,-*.x) = kT (x,a ", a).

donde hemos usado la simetria de 7.

6.6 En vista del problema anterior, la diferencial de P es de nuevo un polinomio de grado
k— 1, por tanto, P es de clase €. Ademads, como D es constante, entonces D¥T1 =0,
por tanto, el Teorema 6.11 nos asegura que P coincide con su polinomio de Taylor
de orden m en cada punto, para m > k. En consecuencia, si P(a) = 0 y las derivadas
parciales de orden menor o igual que k se anulan, entonces P = 0.



Tema 7

Extremos relativos.

Dedicamos esta leccidon a generalizar, en lo posible, a campos escalares el estudio de
extremos relativos de funciones reales de variable real. A este respecto recordamos los sigu-
ientes resultados, condiciones necesarias y suficientes para la existencia de extremos relativos
de funciones reales de variable real.

7.1. Condiciones necesarias y suficientes de extremo relati-
VO

Proposicion (Condicion necesaria de extremo relativo). Sea I un intervalo abierto, f :
I — R una funcién real de variable real y supongamos que f alcanza un extremo relativo en
un punto a de I en el que f es derivable. Entonces f'(a) = 0.

Proposicion (Condiciones necesaria y suficiente de extremo relativo). Sea I un inter-
valo abierto, a un punto de I, k un nimero natural conk > 2y f : I — R una funcién k — 1
veces derivable en I y k veces derivable en el punto a. Supongamos ademas que

F@=f"@)= .= 4@ =0 y fO(a) £0.
Entonces:
a) Si k es impar, entonces f no alcanza un extremo relativo en el punto a.
b) Sik es par, se tiene

i) Si f®(a) > 0 entonces f alcanza en a un minimo relativo.

ii) Si f® (a) < 0 entonces f alcanza en a un maximo relativo.

Se incluye también la definicién de forma cuadratica de N variables y la clasificacion de
Sylvester de las mismas lo que nos ayudard a conseguir un cdlculo prictico de los extremos
relativos.
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Recordemos en primer lugar la siguiente

Definicién 7.1 (extremo relativo). Sea f un campo escalar definido en A C R". Se dice que
f alcanza en un punto a € A un mdximo relativo si existe un entorno abierto U de a tal que
UCAy

f(x) < f(a), VxeU.

Se dice que f alcanza en el punto a € A un maximo relativo estricto si existe un entorno
abiertoU deatalque U CAy

f(x) < f(a), Vx e U\{a}.

Las definiciones para minimo se obtienen cambiando el sentido de las desigualdades. La
expresion extremo relativo significa o bien méaximo relativo, o bien minimo relativo.

Proposicion 7.2 (Condiciéon necesaria de existencia de extremo relativo).
Sea f un campo escalar definido en A C RN. Si f alcanza un extremo relativo en un pun-
toa € Ay f tiene gradiente en a, entonces V f(a) = 0.

Demostracion:

Sean i € {1,...,N} y sea g; la funcién real de variable real definida en un entorno de
cero por gi(t) = f(a+te;), donde como es habitual {ef,...,ex} es la base canénica de RY.
gi alcanza un extremo relativo en cero y ademads es derivable en 0. En consecuencia, por el
resultado real de variable real, 0 = g/(0) = D; f(a). .

Definicion 7.3 (punto critico). Sea f un campo escalar definido en A C RY. Los puntos de A
donde f tiene gradiente nulo se llaman puntos criticos de f. Es decir son las soluciones del
sistema de ecuaciones (no necesariamente lineal) V f(x) = 0 definido en los puntos en los que
f tiene gradiente.

Nota 7.4. El mismo argumento utilizado en la demostracién anterior asegura que si f alcanza
un extremo relativo en un punto a € A y f tiene derivada direccional en a segun el vector u,
entonces f'(a;u) = 0.

Los siguientes ejemplos muestran que la condicién no es suficiente y que no se tiene
informacién en los puntos en que f no tiene gradiente (si bien, la nota anterior podria sernos
de ayuda en tal caso).

Ejemplos 7.5.

a) La funcién f(x,y) = x> —y%,V(x,y) € R?, es derivable en (0,0) y V£(0,0) = (0,0). Sin
embargo, f no alcanza en (0,0) un extremo relativo:

oa#0= f(a,0)>0, f(0,a) <O0.
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b) La funcién f(x,y) = |x| + [y|,V(x,y) € R?, no tiene gradiente en (0,0) y alcanza en
(0,0) un minimo estricto, ya que £(0,0) =0y f(x,y) > 0, ¥(x,y) € R*\{(0,0)}.

¢) La funcién f(x,y) = |x| +y, V(x,y) € R?, no tiene gradiente en (0,0) y no alcanza en
(0,0) extremo relativo: & # 0 = f(0,a) = a (lo que también se deduce de la nota
anterior ya que f7((0,0);(0,1)) =1).

Teorema 7.6 (Condic. neces. y sufic. de existencia de extremo relativo).
Sean f un campo escalar definido en A C RN y a € A un punto critico de f. Supongamos
que f es dos veces derivable en a y que D* f (a) es no nula.
i) (Condiciones suficientes)
Sid?f(a)(x) <0, Vx # 0, entonces f alcanza en a un mdximo relativo estricto.

Si d®f(a)(x) >0, Vx # 0, entonces f alcanza en a un minimo relativo estricto.

i) (Condiciones necesarias)
Vx € RV,
Vx e RN,

Si f alcanza en a un mdximo relativo, entonces d*f(a)(x) <0,
Si f alcanza en a un minimo relativo, entonces d* f(a)(x) > 0,

Demostracion:
Obsérvese que el polinomio de Taylor de segundo orden de f en a es

f(a)+%d2f(a)(x—a), Vx e RV,

i) Sea ||-|| una norma cualquiera de RY y denotemos por S(R") la esfera unidad para dicha
norma. Si
d’ f(a)(x) <0, vx e RM\{0},

la propiedad de compacidad nos permite asegurar que
3> 0: d*fla)(u) < —c, Yu e S(RY).
Desnormalizando obtenemos
d*f(a)(x) < —c|jx|?, Vx e RV,

La férmula infinitesimal del resto nos asegura que existe 6 > 0 tal que B(a,8) C A y que para
x € RN con 0 < ||x—al| < & se verifica

0 @) - @) a)

< 5lx—al?,
de donde se deduce que

700~ @)= 1) F@) = 3 (@)x )|+ 3 @) x—a) < S = all*~ S el 0.
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Hemos probado que f alcanza un médximo relativo estricto en a.

ii) Por definicion de méaximo relativo existe 6 > 0 tal que B(a,6) C Ay para x € B(a, ) se
verifica f(x) < f(a). Siu € S(RV) y t es unreal con 0 < |t| < 8, se tiene entonces que
fla+tu) - f(a)

0> 3 =

fla+tu) — f(a) — 5d*f(a)(tu) L1 d*f(a)(tu)
12 2 12
fla+tu)—f(a)—5d*f(a)(tu) 1 ,
—d
y basta, teniendo en cuenta la férmula infinitesimal del resto, tomar limite cuando t — 0
para obtener d”f(a)(u) < 0. Si ahora x es un vector no nulo, se tiene que

0 F(a)(x) =[x f(a) (W) <o0.

Hemos probado que d”f(a)(x) <0, Vx € RV, ya que esta desigualdad es claramente valida
parax = 0.
Los resultados para minimos se obtienen considerando la funcién —f. n

Nota 7.7. En la utilizacion practica del teorema convendra tener presente la siguiente conse-
cuencia del apartado ii):

Sid*f(a)(x) <0, Vx € RV, entonces de tener f un extremo relativo en a, éste ha de ser
maximo.

Andlogamente, si d” f(a)(x) >0, Vx € RY, entonces de tener f un extremo relativo en a,
éste ha de ser minimo.

En efecto, si f alcanzase en a un minimo relativo, entonces tendriamos para todo x €
RN que d”f(a)(x) > 0, y en consecuencia d>f(a) = 0, luego también D’ f(a) = 0 en con-
tra de la hipétesis [nétese que D*(d?f(a))(x) = 2D*f(a) pues para 1 < i,j < N se tiene
Dy; j(d*f(a))(x) = 2D j f(a)].

Ejemplos 7.8. El teorema no se puede mejorar como nuestran los siguientes ejemplos:
a) La funcién f(x,y) = x> —y*,V(x,y) € R?, verifica que
d*£(0,0)(x,y) =2x* >0, V(x,y) € R?,
y sin embargo no tiene ningin extremo en (0,0).

b) La funcién f(x,y) = x> +y* ¥(x,y) € R?, alcanza un minimo relativo estricto en (0,0)
y sin embargo
d1(0,0)(x,y) =2¢, ¥(x,y) € R?,

seanulaen {(0,y): y € R}.
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. . ufici . ) « -

Las condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo dadas en el
Teorema 7.6 ponen de relieve el interés que tiene para nosotros el conocimiento de criterios
que permitan decidir el “signo” del polinomio d?f(a).

Definicién 7.9 (forma cuadratica). Una forma cuadrdtica en RN es una aplicaciéon Q: RN - R
de la forma Q(x) = xHpx!, Vx € RY, donde Hp € #n«n(R) es una matriz simétrica.

Fijada una base en R", la matriz asociada a una forma cuadratica es tnica (véase la
Proposicion 7.21 y la Definicién 7.22). Concretamente,

N
d*f(a)(x) =Y xiD(; ;) f(a)x; = xH(a)x',

=1

esto es, la matriz hessiana H(a) es la matriz asociada a la forma cuadrética d” f(a) cuando
se considera la base candnica.

Definicién 7.10 (Clasificacién de las formas cuadraticas). Una forma cuadrética Q en RY se
dice que es

definida positiva si Q(x) > 0, ¥x € RM\ {0},

(semidefinida) positiva si Q(x) > 0, Vx € RV,

Andlogamente se definen las formas definidas negativas y (semidefinidas) negativas.
indefinida si toma valores positivos y negativos, es decir ni es (semidefinida) positiva ni es
(semidefinida) negativa.

En dimensién 1 las formas cuadraticas vienen dadas por Q(x) = ax? (a € R), luego son
definidas positivas (si a > 0), definidas negativas (si a < 0) o nulas (si a = 0).

Sin embargo, en dimensién mayor que 1 se dan todas las posibilidades enumeradas en la
definicion. Asi por ejemplo

O(x,y) = x> +y%, ¥(x,y) € R? es definida positiva,
O(x,y) = X2, Y(x,y) € R? es positiva (no definida),
O(x,y) = x> —y%, ¥(x,y) € R? es indefinida.

Como ya se ha comentado, es interesante disponer de un criterio util y comodo de clasifi-
cacion de las formas cuadréticas. A ello nos dedicamos a continuacidn.

Definicién 7.11 (submatrices principales). Dados N, k naturales, conk <Ny H = (a;j)1<i j<n
una matriz cuadrada de orden N, se dice que una matriz K es una submatriz principal de H
de orden k si existe una aplicacion estrictamente creciente

c:{l,....;k} = {1,...,N}

tal que K = (ac(i)f’(j))lgi,jgk'
El namero total de submatrices principales es (1;’ ) +...+ ( NIX 1) + (%) =2V _1. De ellas
destacaremos las N siguientes (las esquinas izquierdas superiores)

Hk: (aij)lgi,jgk’ k= 1,...,N.
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La demostracidon del siguiente criterio puede verse en el apéndice de este tema.

Proposicién 7.12 (Criterio de Sylvester). Sea Q una forma cuadrdtica en R, y H = (a;;)

1<i,j<N
la matriz asociada a Q. Entonces se tiene:
. positiva det (Hy) >0 B
Q es definida { negativa } { (—1)kdet (Hy) >0 k=1,..N
positiva det (K) >0 L
Qes { negativa } & { (—1)orden(K) det (K) > 0 VK submatriz principal de H

Q es indefinida < 3K, L subm. princ. de H : det (K) < 0y (—1)°"®"Ddet (L) < 0

En consecuencia,
Q es indefinida si det (K) < 0 para alguna submatriz principal K de orden par.

Ejemplos 7.13.
a) Clasificar las formas cuadraticas de dos variables, es decir

O(x,y) = ax® +2bxy +cy?,¥(x,y) € R? donde a,b,c € R.

a

Como H = ( b

b . )
c ) , y el determinante de H es D = ac — b2, se tiene

. positiva a>0
Q es definida { negativa } &D>0y { a<0 }

positiva a,c>0
>
Qes { negativa }(:)D_Oy { a,c<0 }

Q es indefinida < D <0

0
1

S O =

0
b) Clasificar la forma cuadratica asociada a la matriz | 0 —
1 0

La forma cuadratica es indefinida pues det < (1) (1) ) <0.
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Los resultados Teorema 7.6, Nota 7.7 y Proposicién 7.12 nos permiten enunciar el sigu-
iente resultado practico.

Proposicion 7.14 (Condic. nec. y suf. de existencia de extremo relativo). Sea f un campo
escalar definido en A C RN. Supongamos que f es dos veces derivable en un punto critico
a€cAyque
Danfla) ... Dwyyf(a)
Hf(a)z 7&0
Danf(a) ... Dwnf(a)

Parak=1,...,N, sean H, = (D(ivj)f(a»lgi,jgk
Se verifican entonces las siguientes afirmaciones:

las submatrices principales “esquinas”.

i) Sidet (Hy) >0, k=1,...,N, entonces f alcanza en a un minimo relativo estricto.
ii) Si(—1)%det (Hy) >0, k=1,...,n, entonces f alcanza en a un mdximo relativo estricto.

iii) Si det (K) > 0, para cualquier submatriz principal K de Hy(a), entonces de alcanzar
f en a un extremo relativo ha de ser minimo.

iv) Si (—1)oerK)det (K) > 0, para cualquier submatriz principal K de Hy(a), entonces
de alcanzar f en a un extremo relativo, ha de ser mdximo.

v) Si existen K y L submatrices principales de Hy(a) tales que det (K) <0y
(—l)orden(L)det (L) < 0 (lo que en particular ocurre si el determinante de alguna sub-
matriz principal de orden par de Hy(a) es negativo), entonces f no alcanza en a un
extremo relativo.

El resultado anterior para el caso mds simple y habitual.

Proposicién 7.15 (Condiciones de extremo relativo para f : R> — R). Sea f un campo es-
calar definido en A C R%. Supongamos que f es dos veces derivable en un punto critico
(a,b) € Ay que H¢(a,b) # 0. Se verifican entonces las siguientes afirmaciones:

i) Sidet (H¢(a,b)) >0y Dy 1)f(a,b) >0 entonces f alcanza en (a,b) un minimo relativo
estricto.

ii) Sidet (Hy(a,b)) >0y D 1) f(a,b) <0 entonces f alcanza en (a,b) un mdximo rela-
fivo estricto.

iii) Sidet (Hy(a,b)) >0, Dy 1) f(a,b) >0y D7) f(a,b) >0, entonces de alcanzar f en
(a,b) un extremo relativo ha de ser minimo.

iv) Sidet (Hg(a,b)) >0, Dy 1)f(a,b) <0y Do f(a,b) <0, entonces de alcanzar f en
(a,b) un extremo relativo ha de ser mdximo.

v) Sidet (H¢(a,b)) <0, entonces f no alcanza en (a,b) un extremo relativo.
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Terminamos esta leccién dando un teorema para la existencia de extremos relativos in-
volucrando derivadas de orden superior a dos que generaliza el andlogo en dimensioén uno.

Proposicion 7.16 (Condic. nec. y suf. de existencia de extremo relativo). Sean f un campo
escalar definido en A C RN y k un natural mayor que 2. Supongamos que f es k veces
derivable en un punto critico a € A, que todas las derivadas parciales hasta las de orden
k — 1 son nulas y que alguna derivada parcial de orden k no es nula.

Se verifican las siguientes afirmaciones:

a) Si k es impar, entonces f no alcanza extremo relativo en a.
b) Sik es par, se tiene:

i) Sid*f(a)

ii) Si d*f(a)

)

(a)(x) >0, Vx # 0, entonces f alcanza en a un minimo relativo estricto.

(a)(x) <0, Vx # 0, entonces f alcanza en a un mdximo relativo estricto.

iii) Si d*f(a)(x) >0, ¥x € RN, entonces de alcanzar f en a un extremo relativo, ha
de ser minimo.

iv) Si d*f(a)(x) <0, Vx € RN, entonces de alcanzar f en a un extremo relativo, ha
de ser mdximo.

v) Si [Fx,y € RN : d*f(a)(x) < 0 < d*f(a)(y)], entonces f no alcanza ningiin ex-
tremo relativo en a.

Notas 7.17.

a) En el caso particular del resultado anterior para subconjuntos de R, para
i=1,...,k, se tiene

d'f(a)(x) = fD(a)x, Vx € R,

por lo que recaemos en los resultados conocidos para funciones reales de variable real
(recordados en la introduccién):

- Si k es impar, f no alcanza en a un extremo relativo.

<0

>0 minimo

- Sikes par se verifica: f*) () { maximo }

} si, y s6lo si, f alcanza en a un {
relativo estricto.
b) Al no contar con criterios que faciliten la clasificacion de formas de grado k > 4, las

hipétesis de las afirmaciones que aparecen en la parte b) son sélo comprobables en
casos particulares.
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7.2. Apéndice: Clasificacion de formas cuadraticas de N
variables

Las condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo dadas en el
Teorema 7.6, y su generalizaciéon a N variables, ponen de relieve el interés que tiene para
nosotros el conocimiento de criterios que permitan decidir el “signo” del polinomio d?f(a),
y en general de d*f(a) para k par. Puesto que para k > 4 no parece que existan criterios con
utilidad practica, nos centramos en el caso k = 2.

En lo que sigue N es un niimero natural, {ey,...,ey} es la base canénica de RV y (-|-) es
el producto escalar euclideo

(x|y) :==x1y1+ ... FxnyN-

Es facil comprobar que el producto escalar euclideo goza de las siguientes propiedades:
1. (Ax+ylz) = A(x|z) + (¥]z), Vx,y,z € RV, VA € R.
2. (x|Ay+2z) = A(x]y) + (x[z), Vx,y,z € R¥, VA € R.
3. (xly) = Olx), Vx,y € RY.
Es decir, es una forma bilineal y simétrica en el sentido que se recoge en la siguiente defini-
cion.
Definicién 7.18 (forma bilineal). Una forma bilineal en RY es una aplicacién B : RY x
RN — R lineal en ambas variables, es decir:
i) B(Ax+y,7) = AB(x,z) +B(y,2), Vx,y,2 € RY, VA € R.
i) B(x,Ay+z) = AB(x,y)+B(x,z), Vx,y,z € RV, VA € R.
Si ademds verifica:
iii) B(x,y) = B(y,x), Vx,y € R,

se dice entonces que B es una forma bilineal simétrica .

Definicién 7.19 (forma cuadratica). Una forma cuadrdtica en RN es una aplicacién Q : RN —
R tal que Q(x) = B(x,x), ¥x € R" para alguna forma bilineal B.

Definicién 7.20 (operador autoadjunto). Una aplicacién lineal 7 : RY — R se dice que es
un operador autoadjunto si verifica

(T(x)ly) = (KT (), Yx,y € RY.
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Es inmediato que si 7 es un operador autoadjunto en R", entonces la aplicacién

(x,y) = (*[T(y))

es una forma bilineal simétrica. De hecho toda forma bilineal y simétrica responde a una
expresion de este tipo:

Proposicién 7.21. Sea Q una forma cuadrdtica en RN. Entonces

i) Existe una tinica forma bilineal simétrica B tal que Q(x) = B(x,x), Vx € RV, De hecho

se tiene que B(x,y) = w, Vx,y € RN, En consecuencia, si Q no es nula,
entonces Q es un polinomio homogéneo de grado dos en N variables.

ii) Existe un tinico operador autoadjunto T tal que B(x,y) = (x|T(y)), Vx,y € RN. De
hecho se tiene la siguiente (equivalente) expresion Q(x) = (x|T(x)), Vx € RV,

Demostracion:
i) Supuesta la existencia veamos la unicidad: Si B es una forma bilineal simétrica en R
tal que Q(x) = B(x,x), Vx € RV entonces para cualesquiera x,y € R" se tiene

Q(x+y) =B(x+y,x+y) = B(x,x) +2B(x,y) + B(y,y)

Q(x—y) =B(x—y,x—y) = B(x,x) — 2B(x,y) + B(y,y),

y cn consecuencia
O(x+y)—0(x—y)
4 ’

B<x7y) =

luego B estad determinada por Q.
Existencia: Es rutina convencerse de que la aplicacién B : RY x RN — R definida por

O(x+y)—Q0(x—y)

B(x,y) := ,

es una aplicacion bilineal simétrica tal que B(x,x) = Q(x), Vx € RV,
ii) Supuesta la existencia, veamos la unicidad: Si T es un operador (lineal autoadjunto) en

RY tal que
B(x,y) = (x[T(y)), Vx,y € RY,

entonces para todo x € RV se verifica que

N N
Z€k|T Z ek, X)ex,

y por tanto el operador T estd determinado por B.
Veamos ahora la existencia: Es claro que la expresion

N
Z (ex,x)er, Vx e RV
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(X|€k)€k,y>

(xlex)B(ex,y

define un operador lineal en R". Ademds

M=

B(x,y) =B<

k

—

Mz

>~

=1
N
x| ZB e,y
k=1
= (T (), WryeR".

R

La simetria de B nos prueba que 7" es autoadjunto.
Finalmente, es claro que la condicion B(x,y) = (x|T(y)), Vx,y € RV implica
0(x) = (x|T(x)), Vx € RV,
El reciproco también es cierto. Supongamos que Q(x) = (x| (x)), Vx € RY. Entonces (x,y) — B(x,y)
y (x,y) — (x|T(y)) son formas bilineales simétricas que determinan la misma forma cuadrti-
ca, luego coinciden. .

El producto escalar euclideo verifica también la propiedad
4. (x|]x) >0, ¥x € RM\{0},

es decir, es una forma bilineal simétrica que es definida positiva en el sentido de la Definicion
7.10.

Definicion 7.22 (Matriz de una forma cuadratica. Autovectores. Autovalores). Sea Q una
forma cuadrdtica en RY. La matriz simétrica H = (B(e;,e;))1<i,j<n, donde B es la forma
bilineal simétrica asociada a Q, se denomina matriz asociada a Q con respecto a la base
canonica.

Es inmediato que B(x,y) = xHy", Vx,y € RN (donde x = (x1,...,xy)), 0 equivalentemente
Q(x) = xHx', Vx € RV,
Resaltemos que H es también la matriz asociada, con respecto a la base canonica, al inico
operador lineal autoadjunto 7 asociado a Q. En efecto, de

(T(x)ly) = ([T (v)) = B(x,y) = xHy' = (xH]y), Vx,y € RY,
se deduce que T'(x) = xH, Vx € RV, y por tanto (H = H")
(T(x)) =Hx', Vx € RV,

Un autovector de Q es un vector u no nulo tal que 7' (#) = Au para algtin real A. Al nimero
real A, que es claramente tnico, se le llama su autovalor . Equivalentemente (Proposicion
7.21):

B(x,u) = A(x|u), Vx e RV,
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El producto escalar euclideo verifica también la desigualdad de Cauchy-Schwarz (Apéndice
A de la leccion 3):

5. (xly)* < (xlx)(v]y) Vx,y e RV,

que como pone de manifiesto el siguiente enunciado, es consecuencia de las anteriores.

Proposicion 7.23 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz). Toda forma bilineal simétrica positiva
B verifica:
B(x.y)* < B(x,x)B(y,y), Vx,y € R".

Demostracion:
Sean x,y € RV, Se tiene:

0 < B(x+Ay,x+Ay) = B(y,y)A> +2B(x,y)A + B(x,x), VA € R,
con lo que
0> A=4B(x,y)* —4B(x,x)B(y,y),

y por tanto
B(x,y)* < B(x,x)B(»,)-

Sabemos que en dimension finita las formas bilineales son continuas y por tanto las for-
mas cuadréticas también lo son. La propiedad de compacidad y la, en apariencia ingenua,
desigualdad anterior nos van a permitir demostrar la existencia de autovectores.

Lema 7.24 (Existencia de autovectores). Toda forma cuadrdtica tiene un autovector.

Demostracion:
Sea Q una forma cuadrética y denotemos por B a su forma bilineal simétrica asociada. La

propiedad de compacidad asegura la existencia de un vector u de la esfera unidad euclidea
S>(RN) tal que
A :=B(u,u) > B(x,x), Vx € SH(RY).

Para probar que u es un autovector y A su autovalor, definimos
F(x,y) :=A(x]y) = B(x,), ¥x,y € R".

Es claro que F es una forma bilineal simétrica positiva por lo que verifica la desigualdad de
Cauchy-Schwarz:
F(x,)? < F(x,x)F(yy), Vx,y € RY

y como F(u,u) = 0, se sigue que F (x,u) = 0, Vx € RV, es decir

B(x,u) = A(x|u), Vx € RV,
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Recordemos que una aplicacién lineal F : RY — RV es una transformacion ortogonal si
es una isometria para la norma euclidea:

IF@)]l2 = IIxll2, Vx € RY,

equivalentemente (en virtud de la férmula de polarizacion en la Proposicién 7.21 i)) si con-
serva el producto escalar:

(F)IF () = (xly), Vx.y e RY.

El siguiente resultado nos permite conocer mejor estas aplicaciones

Proposicion 7.25. Sean F : RN — R una aplicacion lineal, y A la matriz asociada a F con

respecto a la base canonica:
(F(x)) = Ax', Vx e RV,

Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) F es ortogonal.
ii) A’A = I. En consecuencia A (y por tanto F) es inversible y A~1 = A’
iii) F transforma bases ortonormales en bases ortonormales.

iv) F es la aplicacion cambio entre dos bases ortonormales.

Demostracion:
i) = ii) El elemento (i, j) de la matriz A’A es:

ei(A'A)e; = (eiA")(Aeh) = (F(e))(F(ej)) = (F(ei)|F (e)) = (eile;) = 8.
ii) = iii) Sea {uy,...,uy} una base ortonormal. Se tiene

(F (ui) [F (uj)) = (F () (F ()" = (wA") (Au;) = ui(A'A)u'; = wid; = (uifu;) = 8.

iii) = iv) Por hipétesis {F(ey),...,F(ey)} es una base ortonormal. Del hecho de que F
es el operador de cambio de esta base a la candnica se sigue inmediatamente el siguiente
desarrollo:

N N N N
F(xl,. ..,)CN) = (yl, ce ,yN) =y (Zx,-e,) = Zy,-ei p= Zx,-F(ei) = Zyiei.
i=1 i=1 i=1

i=1

iv) = i) Sean {uy,...,un},{vi,...,vy} bases ortonormales tales que

N N
F(xt,...,xn) = (01, 08) & Y xitti = Y yivi.
i=1 i=1
Entonces

2 2

N
=Y 3 = |xlla = [F()[|2, Vx e RY.
2 i=1

N

2

N
-
i=1

N
Z Yivi
i=1

Xillj
1

=
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Teorema 7.26 (principal). Para cada forma cuadrdtica Q en RY existe una base ortonor-
mal {uy,...,uy} de RN compuesta de autovectores de Q. Ademds si {Ai,...,Ay} son sus
correspondientes autovalores, entonces

O(x) :/lla%—l—...—l—)wa]zv, Vx =ajui + ... +ayuy € RV.

En términos de matrices, H = A~'AA donde H es la matriz asociada a Q con respecto a la
base canonica,

AL 0O ... 0
0 4 ... O
0 0 ... A

y A es la matriz inversible asociada a la funcion cambio de la base candnica a la base
{uy,...,un}. En consecuencia,
det (H) =A... Ay.

Demostracion:

Sean B, T respectivamente la forma bilineal simétrica y el operador autoadjunto asociados
a Q. La demostracién es por induccion sobre la dimension del espacio.

Para dimensién uno se tiene para A = B(1,1) que Q(x) = Ax?, Vx € R con lo que

T(x)=Ax, VxeR

y el vector 1 es un autovector, y por tanto en este caso es la base candnica la que “diagonaliza”,
siendo innecesario cambiar de base.

Consideremos ahora un natural N > 1. El lema anterior nos asegura que Q tiene un au-
tovector u; que supondremos de norma uno, es decir, para conveniente A; real

B(x,u1) = Ay (x|uy), Vx € RV,
Sea
V= {ul}L ={ye RN . (u1]y) = 0}.

V es un subespacio vectorial de RV de dimensién N — 1 y la restriccién de Q a V es, obvia-
mente, una forma cuadratica. Si {vy,...,vy_1} es una base ortonormal fijada de V, entonces
es claro que el isomorfismo ¢ : R¥~! — V que aplica la base canénica de R¥~! en la base
de V fijada

(p(xl,. .. ,XN,1> =X1V1t+ .- XN—1VN-
preserva el producto escalar

(xly) = (e(x)@()), Yo,y e RV,

Via @, podemos considerar la forma cuadrética restriccién de Q a V como una forma cuadrati-
caen RV-1 esto es, podemos definir

O (x) == Q(p(x)), ¥x e R
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para obtener una forma cuadréitica en R¥~! cuya forma bilineal simétrica asociada es:

By(x.y) = B(p(x), p(y)), ¥,y € RV,

La hipétesis de induccion aplicada a By nos asegura que RN=1 tiene una base ortonormal
{w2,...,wn} de autovectores de Q. Es decir, para cada i = 2,...,N hay un conveniente
ndmero real A; tal que

By (y,wi) = ALi(y|wi), ¥y e RV L.

Veamos ahora que @(w»),..., ®(w,) son también autovectores de Q. Ello es consecuencia de
que la anterior igualdad puede escribirse en la forma

B(v,o(wi)) = Li(vo(wi)), Vv eV,

y de que para cada x € RV, existen o real y v € V, tales que x = au; + v, con lo que para
i=2,...,N setiene:

B(x, p(wi)) = oB(ur, p(wi)) +B(v, p(wi)) =

ok (ur]@(wi)) + Ai(vi(wi)) = Ai(v[@(wi)) =
Ai(our|@(wi)) + Ai(v]@(wi)) = Ai(x|@(wi)),

donde se ha utilizado que u; es un autovector de B y que ¢@(w;) € V. Consideremos para
i=2,...,N,u; = @(w;); y veamos que entonces {uj,...,uy} es la base buscada. En efecto,
dicha base es ortonormal y ademds para todo x = aju; + ...+ ayuy se tiene que

O(x) = B(x,x) = B(aju; + ...+ ayuy,x) = a;B(uy,x) + ...+ ayB(uy,x) =

May (u1 |x) —+... +)LNaN(uN\x) = lla% +... +;LN6112\7-

En consecuencia, si F es la transformacién ortogonal en RY determinada por el cambio de la
base canénica a la base ortonormal {uy,...,ux}, y A es su matriz asociada, se sigue que

Q(x) = (F(x))A(F (x))" = xA"AAX',

con lo que H = A’AA, y basta recordar que A’ = A~!. .

Es claro que las formas cuadraticas diagonales
_ 2 2
O(x) = aixi+...+ ayxy
se clasifican a simple vista (segun el signo de los coeficientes). Como el teorema principal

asegura que toda forma cuadratica “es” diagonal sin mds que cambiar de base, se sigue in-
mediatamente el siguiente criterio de clasificacion.
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Proposicion 7.27 (Primer criterio de clasificacion de formas cuadraticas). Sean Q una forma

cuadrdtica en RN y Ay, ..., Ay sus autovalores. Entonces se tiene:
: positiva A >0
. =1,...
Q es definida { negativa } & { A <0 }k yeery N

positiva M>0 B
Qes { negativa }<:>{ A <0 k=1,...N
Q es indefinida < 3p,q € {1,...,.N}: 1, <0< A,

Volviendo a la definicién de autovectores y autovalores de una forma cuadratica Q en RV
(Definicion 7.22), es inmediato que, si H es la matriz asociada a Q con respecto a la base
candnica, I es la matriz identidad y A es un nimero real, entonces u es un autovector de Q
con autovalor A si, y s6lo si, sus coordenadas son solucién no nula del sistema homogéneo

X1
ar—-H)| : |=o0

XN

La existencia de solucidén no nula para tal sistema sabemos que equivale, por la regla de
Cramer, a que det (A — H) = 0. Asi, como consecuencia del Teorema principal, los N auto-
valores de Q son las N raices (reales) del polinomio de grado N, det (Al — H).

Definicién 7.28 (polinomio caracteristico). Sea Q una forma cuadritica en R". El polinomio
de grado N con coeficientes reales P(A) = det (Al —H), donde I es la matriz identidad y H es
la matriz asociada a Q con respecto a la base candnica, se denomina polinomio caracteristico

de Q.

La dificultad de aplicacion del primer criterio estriba en conocer el signo de las raices
del polinomio caracteristico. Empezaremos probando un resultado de polinomios con coefi-
cientes y raices reales que nos permita salvar esta dificultad.

Proposicion 7.29. Sea P(1) = AN — A\ AN+ ApAN =2+ . .+ (= 1)N Ay un polinomio moni-
co con coeficientes reales y raices reales Ay, ..., Ay. Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) A>0,Vke{l,....N}.

ii) Ay >0, Vke{l,...,N}.
Asimismo equivalen también:
iii) & >0, Vke {1,...,N}.

v) A >0, Vke{l,...,N}.
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Demostracion:
Como P(A) = (A —Ay)...(A — Ay), al desarrollar e igualar coeficientes se tiene que Ay
es la suma de todos los productos de k elementos del conjunto {A;,..., Ay}, k=1,...,N, de

donde se deduce la implicacién i) = ii). Para probar la implicacién contraria basta observar
que A <0 = P(A) #0. En efecto: P(0) = (—1)YAy #0,ysi A <0y N es par (resp. impar)
todos los sumandos de P(A) son positivos (resp. negativos).

La equivalencia iii) < iv) se prueba andlogamente. .

El siguiente criterio nos permite clasificar una forma cuadrética si conocemos el signo de
los coeficientes del polinomio caracteristico (jno hace falta conocer el signo de las raices de
dicho polinomio!)

Proposicion 7.30 (Segundo criterio de clasificacién de formas cuadraticas). Sean Q una for-
ma cuadrdtica en RN y

P =AY —A AN AN 2 (—1)NAy

su polinomio caracteristico. Entonces se tiene:

. positiva Ay >0 -
0 es definida { negativa } = { (—l)kAk >0 }k— 1,....N

positiva Ay >0 -
Qes { negativa } < { (—DkA; >0 k=1,..N

Q es indefinida < 3p,q € {1,....N}:A,,(—1)74, <0

(En consecuencia, Q es indefinida si para un k par Ay es negativo).

Demostracion:
El primer criterio de clasificacion de formas cuadréticas (Proposicion 7.27) nos asegura
que Q es definida positiva si, y s6lo si, 4 > 0,k =1,...,N, lo que equivale a su vez, en virtud

de la Proposiciéon 7.29,aque Ay > 0, k=1,...,N.

Para obtener ahora el criterio para formas definidas negativas nétese que Q es definida
negativa si, y sélo si, —Q es definida positiva, y que si H denota la matriz asociada a Q con
respecto a la base canonica, entonces el polinomio caracteristico de —Q es

det (AI — (—H)) =det ((—=1)(=AI—H)) = (—1)Vdet (Al —H) =

(=DNP(=2) = AN+ A AN T AN 2 Ay

Finalmente en los casos en que la forma cuadrética es positiva o negativa la demostracion es
andloga. .
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Es bien conocido que si H = (ai j) es la matriz asociada con respecto a la base

1<i,j<N
canénica de la forma cuadrética Q en RY, entonces el polinomio caracteristico de Q

PA) = AN —A AN L oAV 2 (=) VA

es tal que Ay (1 <k < N) es la suma de todos los menores principales de H de orden k. En
consecuencia, la aplicacion del criterio anterior conlleva el cdlculo de un elevado nimero de
determinantes. El siguiente criterio es més fécil de aplicar (requiere calcular menos determi-
nantes). Recuérdese el concepto de submatrices principales dado en la Definicién 7.11.

Proposicién 7.31 (Condicién de Sylvester). Sea Q una forma cuadrdtica en RN, y H =
(a,- j) 1<i j<N la matriz de Q. Entonces se tiene:

. positiva det (Hy) >0 B
Q es definida { negativa } & { (—l)kdet (H) >0 k=1,...,.N

positiva det (K) >0 L
Qes { negativa } & { (—l)orde”(K)det (K)>0 VK submatriz principal de H

Q es indefinida < 3K, L subm. princ. de H : det (K) < 0y (—1)°"®"Ddet (L) < 0

En consecuencia,
Q es indefinida si det (K) < 0 para alguna submatriz principal K de orden par.

Demostracion:

=] Basta tener en cuenta que si Q(x) es definida (resp. semidefinida) positiva/negativa
entonces las formas cuadréticas que resultan de hacer nulas algunas coordenadas del vector
genérico x mantienen el cardcter definido (resp. semidefinido) positivo/negativo. Aunque la
nueva forma cuadratica cambie de autovalores, en virtud del Teorema 7.26, los nuevos au-
tovalores siguen conservando el signo y su producto es igual al determinante de la matriz
asociada, que es una submatriz principal de H.

<] La demostracién de esta implicacion puede verse en [ , $6.2, §6.3]. Utiliza el
método de eliminacidn de Gauss (procedimiento de factorizacion triangular). ]

7.3. Referencias recomendadas.

[Stra], [ 1
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7.4. Resumen de resultados del Tema 7.
Extremo relativo. Sea f un campo escalar definido en A C R". Se dice que f alcanza en
un punto @ € A un maximo relativo si existe un entorno abierto U deatalque U C Ay
f(x) < fla), VxeU.

Se dice que f alcanza en el punto a € A un méximo relativo estricto si existe un entorno
abiertoU deatalque U CAy

f(x) < f(a), vx e U\{a}.

Andlogas definiciones se hacen para minimos. La expresion extremo relativo significa o bien
maximo relativo, o bien minimo relativo.

Condicion necesaria de existencia de extremo relativo. Puntos criticos. Sea f un cam-
po escalar definido en A C RV. Si f alcanza un extremo relativo en un puntoa € A y f tiene
gradiente en a, entonces V f(a) = 0. Mds atin, si f alcanza un extremo relativo en un punto
a € Ay f tiene derivada direccional en a segiin el vector u, entonces f'(a;u) = 0.

Los puntos de A donde f tiene gradiente nulo se llaman puntos criticos de f. Es decir son
las soluciones del sistema de ecuaciones (no necesariamente lineal) V f(x) = O definido en
los puntos en los que f tiene gradiente.

Condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo. Sean f un
campo escalar definido en A C RY y k un natural mayor o igual que 2. Supongamos que f
es k veces derivable en un punto critico a € A, que todas las derivadas parciales hasta las de
orden k — 1 son nulas y que alguna derivada parcial de orden k no es nula.

Se verifican las siguientes afirmaciones:

a) Si k es impar, entonces f no alcanza extremo relativo en a.
b) Sik es par, se tiene:

i) Sid*f(a)(x) >0, Vx# 0, entonces f alcanza en a un minimo relativo estricto.
ii) Sid*f(a)(x) <0, Vx# 0, entonces f alcanza en a un maximo relativo estricto.

iii) Sid*f(a)(x) >0, Vx € RV, entonces de alcanzar f en a un extremo relativo, ha
de ser minimo.

iv) Sid*f(a)(x) <0, Vx € RV, entonces de alcanzar f en a un extremo relativo, ha
de ser maximo.

v) Si [3x,y € RN : d*f(a)(x) < 0 < d*f(a)(y)], entonces f no alcanza ningtin ex-
tremo relativo en a.

Las condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo ponen de re-
lieve el interés que tiene para nosotros el conocimiento de criterios que permitan decidir el
“signo” del polinomio d* f(a).
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Formas cuadraticas y su clasificacion. Submatrices principales. Una forma cuadritica
en RY es una aplicacién Q : RV — R de la forma Q(x) = xHpx', Vx € RV, donde Hy €
AMn«n(R) es una matriz simétrica (que se prueba ser tnica).

Una forma cuadritica Q en RY se dice que es
definida positiva si Q(x) > 0, Vx € RV\ {0},

(semidefinida) positiva si Q(x) > 0, Vx € RY,

Andlogas definiciones se dan para forma cuadraitica definida negativa y (semidefinida)
negativa.
indefinida si toma valores positivos y negativos, es decir ni es (semidefinida) positiva ni es
(semidefinida) negativa.

Dados N, k naturales, con k <Ny H = (a;j)1<i, j<n una matriz cuadrada de orden N, se
dice que una matriz K es una submatriz principal de H de orden k si existe una aplicacion es-
trictamente creciente c : A{l,....,k} — {l,...,N} tal que

K = (as)o(j)) 1<; ;s

Como consecuencia del criterio de Sylvester (Proposicién 7.12), y de las condiciones
necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo, se obtiene el siguiente resultado
préctico.

Condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremo relativo. Sea f un cam-
po escalar definido en A C RN. Supongamos que f es dos veces derivable en un punto critico
a€Ayque

Dgyyf(a) ... Dynf(a)
Danfla) ... Dwn)fl(a)

Parak=1,...,N, sean H;, = (D(ivj)f(a))lgi,jg
Se verifican entonces las siguientes afirmaciones:

, las submatrices principales “esquinas’.

i) Sidet (Hy) >0, k=1,...,N, entonces f alcanza en a un minimo relativo estricto.
ii) Si(—1)*det (Hy) >0, k=1,...,N, entonces f alcanza en a un maximo relativo estric-
to.

iii) Sidet (K) > 0, para cualquier submatriz principal K de Hy(a), entonces de alcanzar f
en a un extremo relativo ha de ser minimo.

iv) Si (—1)4enK)det (K) > 0, para cualquier submatriz principal K de Hy(a), entonces
de alcanzar f en a un extremo relativo, ha de ser maximo.

v) Siexisten K y L submatrices principales de Hy(a) tales que det (K) <0y
(—l)"’de”(L)det (L) < 0 (lo que en particular ocurre si el determinante de alguna sub-
matriz principal de orden par de Hy(a) es negativo), entonces f no alcanza en a un
extremo relativo.
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7.5. Ejercicios del Tema 7

7.1 Una funcioén real f definida en un abierto y convexo A de RN se dice convexa si verifica:
fl(l—ax+ay) <(1—o)f(x)+af(y), Vx,y € A, Yo € [0, 1].
i) Se supone que f es derivable en A. Probar que:
[f es convexa| < [f(x) > f(a)+Df(a)(x—a), Vx,a € A].

Deducir que si f es convexa y Df(a) = 0, entonces f alcanza en a un minimo
absoluto.

ii) Se supone que f es dos veces derivable en A. Probar que:
[f es convexa] < [D*f(a)(x,x) >0, Va € A, Yx € RV].

iii) Probar que la funcién f:] — 1,1[x] — 1, 1[— R definida por

fry)=—V1-x2y/1-y?

es convexa. Estudiar sus extremos.

7.2 (*) Estudiar los extremos relativos y absolutos de las siguientes funciones:

=y

1 +22 142 ; fa(x,y) =senxcosy; f3(x,y) = sen(xy) ;

fl(-xay) =

Falxy) = 33 = 3axy (@ € R) 5 fi(x,y) = x* +3* —dalxy (a € R ;

) 2\ —(2y?) . _ xy
folry) =02+ o)) = s T T )

fe(x,3.2) =2 +Y* +3% —xy+ 2z +yz: folx,y,2) =xy+xz+yz.

(x,y>0);

7.3 Estudiar los extremos relativos de:

i) Dado a > 0, la funcién f: Rt x RT x N, xR* — R definida por:

N
1
1
fxr,x0,...,xN) =x1x...xy+a't Z; )
i=1""

ii) Dados ay,as,...,ay € R, la funcién f: RN — R definida por:

N
f(xlax27"'7xN) = (Zaixi> eiHXH% .
i=1

(Si quiere simplificarse algo, hagase paraN =2 o N = 3.)
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7.4

7.5

7.6

1.7

7.8

7.9

7. Extremos relativos.

Dados n puntos (a;,b;) € R?, determinar las condiciones que han de cumplir @ y 8
para que la recta ¥ de ecuacién y = ox + f3 sea tal que la cantidad

N
S(e,B) =Y (bi— aa;— )’
i=1

sea minima.

Dados m puntos a; € RV calcular el menor valor de la funcién

f@x) =Y Ix—ail5.
i=1

Teorema de Rolle generalizado.

Sean A un subconjunto abierto acotado de RV y f : A — R una funcién continua en A,
constante en Fr(A) y derivable en A. Probar que D f(x) = 0 para algin x de A.

Sea f : R? — R definida por f (x,y) = x%y —4x? — 2y, Justificar que para todo subcon-
junto compacto K C R? la funcién f alcanza su valor minimo en K en un punto de la
frontera de K, es decir:

min f(K) = min f(Fr(K)).

(*) Sean f un campo escalar continuo definido en un abierto A de RY y a un punto de
A. Supongamos que f es derivable en A\{a}, que existe § > O tal que B(a,6) CAy
que se verifica

(x—a|Vf(x)) <0 (resp. >0), Vx € B(a,0)\{a} .

Entonces f alcanza un maximo (resp. minimo) relativo estricto en el punto a.

Sea f: R?> — R la funcién dada por f(x,y) := x> + (1 — x)3y?. Demostrar que dicha
funcién tiene un unico punto critico en el que alcanza un minimo estricto y que no
alcanza ningin extremo absoluto. ;Puede presentarse tal situacién para una funcién de
R en R?

SeanA = {(x,y,z) €R3: x+y+z=1}y f:A — Rlafuncién dada por f(x,y,z) = xyz.
Estudiar los extremos “locales” de f.
Indicacién: Puede usarse la Nota 7.4. Mejor es reformular el problema en los siguientes

términos: de la condicién x+y+z = 1, despejamos z = 1 —x —y, con lo que se nos pide
es hallar los extremos de la funcién f : R? — R definida por f(x,y) := xy(1 —x —y).
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7.6.

7.1

Soluciones a los ejercicios del Tema 7.

i) Sean a,x € A. Si a = x no hay nada que demostrar. En otro caso para 0 < o <
1, se tiene

flata(x—a)) - f(a) < (1-a)f(a) +of(x) — f(a)

(04 (04

= f(x) = f(a)

y basta tomar limite cuando & — 07 para obtener
Df(a)(x—a) < f(x) — f(a).
Sean x,y € A. Queremos probar que para 0 < o < 1, se verifica
f((A=a)x+ay) <(1—o)f(x)+af(y).

Notemos a = (1 — a)x+ oty. Por hipétesis

f(x) > f(a) +Df(a)(x—a) } N
f) = fla)+Df(a)(y—a)

(I—a)f(x)+af(y) > fla)+Df(a)(1-a)(x—a)+a(y—a)) = f(a) = f((1 - a)x+ay)
En consecuencia, si f es convexay Df(a) =0, se tiene

Df(a) =0= f(a) < f(x), ¥x €A,

es decir f alcanza en @ un minimo absoluto.

ii) [=]Seana € A,x € Sgv. Existe 6 >0talque 0 <7 <8 = a+tx € A.Pori):

o< o= -Dfta)e) _

flatix)— f(a)—Df(taz)(tx)—% D*f(a)(tx,1x) N % D2 () (x,x)

y al tomar limite cuando ¢t — 0, la férmula infinitesimal del resto nos asegura
que 0 < D?f(a)(x,x).

La férmula de Taylor con resto de Lagrange para funciones valuadas en R,
nos asegura que si a,x € A, con a # x, entonces Jc €|a, b tal que

£0)~ f@) - Df{a)(x—a) = 5 D*f(c)(x—a,x—a)

con lo que por hipétesis f(x) — f(a) — Df(a)(x —a) > 0, que nos dice que f es
convexa por lo demostrado en i).
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7. Extremos relativos.

iii) Es inmediato comprobar que el tnico punto critico es el (0,0). Calculemos la
matriz hessiana

1 Vv 1-y? —Xy

_ 1—x2 /12 1—x2/1—y2
Hy(x,y) = Sy Vi "H

VI—2 /12 1292 /12
En consecuencia para todo (x,y) €] — 1, 1[x] — 1, 1], se tiene

1— X2y2
(1=x2)(1-»%)
de donde deducimos por el criterio de Sylvester que d” f(x,y) es definida positiva

para todo (x,y) €] —1,1[x] — 1,1[. El apartado ii) nos dice que f es convexa.
Claramente f alcanza en (0,0) un minimo absoluto estricto.

det Hy > 0, det H) = >0,

7.2

of _
?—0 N =y |x|=]y]
a_JyCZO 2xy+1=0= xy <0

Puntos criticos: A = (%, %ﬁ) B= (%57 @)

Matriz hessiana: Haciendo uso de que las derivadas parciales primeras son nulas en los
puntos criticos, basta trabajar con la matriz

M) = (25 T )it (4l =202 407

(aunque no es simétrica en los puntos en cuestion si lo es)

Solucién:
f alcanza en A un médximo relativo estricto.
f alcanza en B un minimo relativo estricto.

Extremos absolutos:

2p

| f(peosd.psend) |= T

(cos® —send)| <

p
502 — 0, (p— +o),
y por tanto lim|(y )4 f(x,¥) = 0.
Si una funcién alcanza valores mayores (resp. menores) que el limite en oo, entonces
alcanza su mdximo (resp minimo) absoluto que claramente son también relativos.
f alcanza en A su maximo absoluto igual a @

f alcanza en B su minimo absoluto igual a %@
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En efecto, sea R > 1 tal que ||(x,y)|l2 > R = |f(x,y)| < 1. La continuidad de f en
B((0,0),R) nos asegura que f tiene maximo y minimo absoluto en B((0,0),R), y en
consecuencia f tiene mdximo y minimo absoluto (que se alcanza en B((0,0),R)).

a_if —0 cosxcosy = 0 cosx =seny =0
3f =0 < senxseny =0 <~ ©
dy — Y= senx =cosy =0

Puntos criticos: A = ((2p+ 1)%,(]%) B = (Pﬂ, (29 + 1)%) , P9 € L.

Matriz hessiana:

—Senxcosy —cosxseny
—COosxseny —Senxcosy

Hy(x,y) = ( ) ; det (Hp(x,y)) = sen’x —sen’y

Solucién: Puntos A: Si p+¢q € 27 (p,q tienen la misma paridad), entonces hay un
maximo relativo estricto. En caso contrario hay un minimo relativo estricto. En los
puntos B no hay extremo pues det (Hy) < 0. La superficie es como un cartén de huevos.

Extremos absolutos: f estd acotada por 1 y toma valores 1 y —1, luego tiene maximo y
minimo absolutos iguales a 1 y —1, que son alcanzados en infinitos puntos.

a—f::O ycosxy =0
3f g
a_y:0 xcosxy =0

Puntos criticos: A = (0,0);B = (a,b) con ab = w,k €7

Matriz hessiana:

B —y?sen(xy) cos(xy) — xysen(xy)
Hy(x.y) = < cos(xy) — xysen(xy) —x*sen(xy) )

Solucién: En A no alcanza extremo. En los puntos B, si k € 2Z hay un posible mdximo
relativo, y si k ¢ 27 hay un posible minimo relativo.

En los puntos B hay maximo y minimo pues |sen(xy)| < 1.

Extremos absolutos: f estd acotada por 1 y toma valores 1 y —1, luego tiene maximo y
minimo absolutos iguales a 1 y —1, que son alcanzados en infinitos puntos.
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7. Extremos relativos.

Puntos criticos: A = (0,0);B = (a,a)

Matriz hessiana:

6x —3a
Hf<X,y)_ ( —3a 6y )
Solucién: En el punto A no hay extremo pues si a = 0 se anulan la primera y segunda

derivada y no la tercera. En el punto B, si a > 0 hay un minimo relativo, y si a < 0 hay
un maximo relativo.

Extremos absolutos: f no estd ni mayorada ni minorada (f(x,0) = x>, Vx € R), luego
no tiene ni maximo ni minimo absolutos.

Puntos criticos:A = (0,0); B = (a,a);C = (—a,—a)

Matriz hessiana:

123> —4a®
H =
f(X,y) ( _4a2 12y2 >
Solucién: f no alcanza en A un extremo y alcanza en B y C un minimo relativo estricto.

Extremos absolutos: f no estd mayorada (f(x,0) = x*, Vx € R), luego no tiene maximo
absoluto (también por no tener maximo relativo).

f(pcos®,psentd) = p*(cos* ¥ +sen* ) —4a’p? cos ¥ sen ¥ >
p*(cos* ® +sen* ) —4a’p? > p?(p*a —4a®) — +oo, cuando p — oo,
siendo & = Min{cos* 9 +sen* ¥ : ¥ € [0,27]} > 0.

Sea R > 0 tal que ||(x,y)|| > R= f(x,y) > 1. La continuidad de f en B((0,0),R)
nos asegura que f tiene minimo absoluto en B((0,0),R) que serd < f£(0,0) =0, y
en consecuencia f tiene minimo absoluto (que se alcanza en B((0,0),R), de hecho lo
alcanza en los puntos By C).

g—{ =0 - 2(x—x3 —2xy2)e (¥ H = 0
a—ch =0 2(2y —x%y — 2y3)e_(x2+y2) =0

Puntos criticos: A = (0,0);B=(0,1);C = (0,—1);D = (1,0);E = (—1,0)
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ZA°°

Matriz hessiana: Derivando con “picardia
factores que no influyen en el signo:

sabiendo lo que se anula y suprimiendo

1 —3x? —2y? —4xy
Hf(x7y>: ( —4xy 2_x2_6y2

(aunque no es simétrica, en los puntos en cuestion si lo es).

Solucién: En A hay un minimo relativo estricto, en B 'y C un maximo relativo estricto y
en Dy E no hay extremo.

Extremos absolutos: 0 < f(x,y), ¥(x,y) € R?, de hecho f(x,y) > 0si (x,y) # (0,0),

luego tiene minimo absoluto (que lo alcanza en el punto A). Es claro que limy(, (| 4o f (x,y) =
0, de donde, como se vid para fi, deducimos que f tiene mdximo absoluto (que lo al-

canza en los puntos By C).

A YI)(I=y) _

9% & @

o —0 x(14x)(1—xy°) —0
Puntos criticos: A = (1, 1)

Matriz hessiana:

_ ~ —2xy 1-x%y(2—y)
Hy(x,y) = ( 1 —xy2(2—x) —2xy

Solucién: En A hay un maximo relativo estricto.

Extremos absolutos: Podemos extender de manera continua f a Ra“ X Rar definiéndola
como 0 en la frontera. Ademds

1

014y — 0, cuando ||(x,y)[| = +eo

0< flxy) <

y por tanto limy )| 40 f (x,y) = 0. Asi f tiene maximo absoluto en R(}L X Rg , que al
no ser 0 estard en R™ x R™ (de hecho lo alcanza en A).

Como f no alcanza minimo relativo en R x R*, tampoco tiene minimo absoluto en
RT xRT.

—x+2y+z=0

I _y 2x—y+2z=0
=
2x+y+6z=0
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7.3

7. Extremos relativos.

Puntos criticos: A(0,0,0)

Matriz hessiana:

2 _
Hf(x,y,z) = -1 2
2 1

1
; det (Hp(x,y,z)) =4 ; etc.

AN = N

Solucién: En A hay un minimo relativo estricto.

Extremos absolutos: f coincide con su polinomio de Taylor de orden 2 en cualquier
punto (Ejercicio 6.6), es decir: 2f = (x y z)H(x y z)' que es una forma cuadratica
definida positiva. En consecuencia

0= £(0,0,0) < f(x,y,2), V(x,y,2) # (0,0,0)

luego f tiene minimo absoluto (que lo alcanza en (0,0,0)).

Como f(x,0,0) = x%, f no estd mayorada y no tiene maximo absoluto (si queremos
también se deduce de no tener ninglin maximo relativo).

I _g y+z=0
35 }@ x+z=0
- x+y=0

Puntos criticos: A = (0,0,0)

Matriz hessiana:

011
He(x,y,z)=| 1 0 1 | ;det(Hs(x,y))=2; etc.
1 10
Solucién: En A no se alcanza extremo (det (Hy) = —1).

Extremos absolutos: f no estd ni mayorada ni minorada (f(x,1,0) = x, Vx € R), luego
no tiene ni maximo ni minimo absolutos (también se puede razonar que al no tener
extremos relativos no puede tener extremos absolutos).

aN+l
Dif(x):0<:> =x1...xy,i=1,...,N
X
Punto critico: A = (a,...,a).

Dif(4) =2a""2, Dijf(A) =" = Hp(A) = d"2H,
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2 1 1 ... 1
donderi—| 12 U 1|y
111 2
11 1 1 0 1
det (H) = 1 o 1 0 1|
11 1 ... 2 —1 -1 -1 ... 2
1 0 0 0 1 1 0 0 1
0 1 0 0o 1| 1 0 0o 1|
0 —1 —1 -1 3 0 0 —1 ~1 4
1 0 0 ... 0 1 1 0 ... 0 1
0 1 0 .. 0 1| |0 1 0 .. 0 1 |_,.
0 0 0 .. -1 N 0 0 0 ... 0 N+1

(en el primer paso se resta la dltima columna de las demds, en el segundo se le suma
a la ultima fila la primera fila, en el tercero se le suma a la ultima fila la segunda fila,
..., con lo que se triangula la matriz). Repitiendo el proceso con las otras submatrices
principales esquinas izquierda obtenemos que sus determinantes valen respectivamente
2,3,...,N+ 1. El criterio de Sylvester nos asegura que

Solucién: f alcanza en A un minimo relativo estricto. Con un razonamiento topolégico
consistente en considerar cuadrados muy grandes del primer cuadrante (en dimensién
dos) se concluye que también es absoluto.

ii) | Suponemos que algin a; es no nulo (pues en otro caso f es la funcion nula). Se
tiene

Dif(x)=0<a;=2(alx)x;, i=1,...,n
luego (multiplicando por @; y sumando las n expresiones)
lal3 =2(alx)* & Jlall2 = V2|(alx)|

es decir

2(alx) = V2|lall2 0 2(alx) = —v2] al|2

y por tanto:

Puntos criticos: A = —=4—;B = -4
- V2lal)2 V2|lal)2

(conviene comprobar las soluciones en el sistema original).

Calculando las derivadas parciales segundas, se obtiene:

_2é \/j

= e Hy,
llal|2
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7.4

7. Extremos relativos.

donde
a% aja ... diay
Ho = ||alj51 +

S

aia, ad, ... a
con lo que xHox' = ||a||3 ||x||5 + (alx)*.

Solucién: A: Definida negativa, luego méaximo relativo estricto. B: Definida positiva,
luego minimo relativo estricto.

“La suma de los cuadrados de las diferencias entre las ordenadas de los puntos y las
correspondientes ordenadas de la recta sea minima” (recta de minimos cuadrados).

d

R |5a

=0 ollall3+ B Y, ai = (alb)
i } P T R ey (D

Q| QLY
=)

donde a = (ay,..,an), b = (by,..,by,).

El sistema es lineal (cosa rara) y su determinante es nf|a/|5 — (X, a;)*. La desigualdad
de Cauchy-Schwarz nos dice

2
(Zai> = (a[1)* < [lal3 113 = nllal; (o)

i=1

con lo que el determinante del sistema es no negativo y es nulo si, y sélo si, los a; son
constante (a = C1).

En este caso los n puntos estdn en una recta paralela al eje OY y hay infinitas rectas
solucién de (), todas las rectas que pasan por (C,b), con b = 1¥" | b; (media de
ordenadas), ya que b es el punto en que la funcién x — Y (bi — x)? toma su minimo
absoluto. Es decir, las rectas y = otx + B con b = aC + B.

Supongamos ahora que al menos hay dos valores a; distintos. En este caso hay una
tinica solucion de (x):

(a|b)—nah , [l (a|b)a
= aE =@ P =

Ahora )
Hs(et,B) :2( g X ai )

i=1 di n
define una forma cuadratica definida positiva (por (xx)), luego S tiene un minimo rela-
tivo estricto y absoluto en (o, o).
También, de

n

)02 +np>+2Y aap —2Y ab)e—2Y b)p+ Y B2,
i=1 i=1

i=1 i=1 i=1 =

M=

S(“?B) :(
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7.5

7.6

se sigue que S(a, ) — +oo cuando ||(a, )|« — oo, y, por tanto, podemos asegurar
que
3K >0: ||(aaﬁ)”°° >K= S((X?ﬁ) > S(aOJBO)

Asi, al alcanzar por compacidad la restriccion de la funcién S al compacto

{(o,B) €R?: || (e, B) [l < K}

un minimo absoluto, podemos asegura que la funcion S alcanza un minimo absoluto
que es también relativo por lo que a la fuerza ha de alcanzarse en (g, o).

Dif(x) =2 Y. (x(k) —ai(k)) = 0. & x(k) =

1
] m !

=

1

Punto critico: u = + Z 1 a; (baricentro de los m puntos).

Un razonamiento topoldgico nos asegura que la funcion f alcanza en el punto « un min-
imo absoluto. De /(x) > x—ai[3 > (x| — ai[}o)?, se sigue que limyj, o f(x) =
o0 y por tanto f tiene un minimo absoluto. También se puede razonar directamente
como sigue:

:i“x_aiH%:i”(x—u)-i—(u—ai)u%

(=) +(—a) | (x—u)+(u—a))

M= T

1

1
= Z\Ix—ullz+2||u—azllz+22 x—u|u—aj)
= i=1 i=1

i

=m||x—u||%+Z e —ail|3+2 <x—u| Z(u—ai)>

i=1 i=1

3

m
2 2
=mlx—ull3+} llu—ail;
i=1

> Y (lu—ail3 = f(u), Vx €R".

Teorema de Rolle generalizado.

A es compacto, luego la funcién f alcanza el maximo y el minimo. Razonamos por
disyuncion de casos:

- Sila funcién f alcanza ambos en la frontera, son iguales el valor maximo y el minimo
de f que, por tanto, es constante y la derivada se anula en cualquier punto de A.

- Si alguno no lo alcanza en la frontera, al alcanzarse en un punto interior la condicién
necesaria de extremo relativo nos asegura que Ja € A: Df(a) = 0.
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7.7

7.8

7.9

7. Extremos relativos.

Puntos criticos:
2xy—8x=0
¥ —4y=0

A=1(0,0);B=(4,4);C = (—4,4).

Matriz hessiana:

H¢(0,0) = ( _08 _04 ) JHy(4,4) = ( g _84 ) JHp(—4,4) = < _08 :i )

Solucién: f alcanza en A un méaximo relativo estricto y no alcanza extremo en By C.

Asi el minimo no se puede alcanzar en el interior de K luego se tiene que alcanzar en
la frontera.
Este ejercicio generaliza el bien conocido hecho para funciones reales de variable real:

maximo
minimo

<0

ret-a { 39} = fiencenaun {

} relativo estricto.

Queremos probar que

x € B(a,8)\{a} = f(x) < f(a) (resp. f(x) > f(a)).

Sea x un tal punto. Aplicamos el T.V.M. a la funcién f en el segmento |a, x| para obtener
c=a+t(x—a) €la,x[ (con 0 <t < 1) tal que

c—a
4

709 = 1(6) = (7£(6) |x=0) = (V70 T2) = 15 elle~a) <0 (esp. >0)

Los puntos criticos son solucidon del sistema

2x=3(1-x)%?=0 | x£A
2(1—X)3y2:0 \é}x_y—o

Veamos que x # 1:si x = 1 = x =0 absurdo.

Punto critico: A = (0,0).
2 0
#0055

Solucién: f alcanza en (0,0) un minimo relativo estricto.

Por otra parte al verificarse que
FOm)y=n® — to y f2n)=4-n* - e,

concluimos que f no tiene extremos absolutos.
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7.10

En funciones de R en R no se puede presentar la anterior situaciéon. En efecto si f
alcanza en un punto ¢ un minimo relativo estricto y suponemos que no es minimo
absoluto, entonces toma valores mayores y menores que f(a) en una de las semirrectas
| —oo0,a[ 0 |a,+oo[. El teorema del valor intermedio nos asegura que también toma el
valor f(a). Finalmente concluimos por el teorema de Rolle que f tiene un punto critico
distinto de a.

La solucién mds f4cil es plantearse hallar los extremos de f : R — R dada por f(x,y) :=
xy(1—x—y).
Puntos criticos:

con lo que
0 -1 -2 -1
Hf(l,()) = < 1 -2 > N Hf(O,l) = ( 1 0 >;

0 1 11 =2 =1
wo0=(15) #l35)-(3 3)

Solucién: f no alcanza ningin extremo en los puntos a,b y ¢ pues det (Hy) <0,y f
alcanza un méaximo relativo y absoluto en d.

Otra solucién: Decimos que a es un maximo local de f : A C R? — R si existe un
entorno abierto U de a (en R?) tal que

f(x) < f(a), Vx e UNA.

Andlogamente se define minimo local y el adjetivo estricto tiene el significado usual.
Un extremo local es un méximo o un minimo local.

Las direcciones admisibles en el conjunto A vienen definidas por los vectores (u,v,w)
no nulos tales que existe & > 0 verificando

x+tuty+tv+z+tw=1,sit| <o
equivalentemente
tu+v+w)=0,silt|<d<=ut+v+w=0.
Consideramos f definida en todo R>. Se tiene para (x,y,z) € A

Df(x,y,2)(u,v,w) = uyz +xvz +xyw,¥(u,v,w) € R?,
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y si nos limitamos a las direcciones admisibles

>+ v 4+w? >0

_ gl . — 3.
O—f((x,y,z),(u,v,w))—uyz-i—xvz—l—xyW, V(M,V,W)GR { u—|—V+W:O

En consecuencia los posibles extremos locales son, por tanto, las soluciones del sistema

WV 4+w?>0

uyz +xvz+xyw =0
ut+v+w=0

donde
xty+z=1

Eligiendo como direcciones admisibles (1,1,—2) y (1,—2,1), se tiene que

{ yz+xz—2xy=0

yz—2xz+xy=0 }:> Y EAEG

de donde se deduce que el punto (x,y,z) puede tener dos coordenadas nulas o ninguna.
Posibles extremos locales: a = (1,0,0), b = (0,1,0), c = (0,0,1),d = (3,3.,3).

Como la restriccion de f al compacto

K:={(x,32) eRy xR xRy : x+y+z=1}

alcanza un maximo y un minimo absoluto, concluimos que f alcanza en d un méximo
local.

Veamos que f no alcanzaen a, b y ¢ un extremo. En efecto basta considerar por ejemplo
: 2 —1 -1 11 =2 '
las sucesiones {(1+%,—, =)} vy {(1+,,7,5°)}, ya que f toma, respectivamente,

valores positivos y negativos.



Tema 8

Teoremas de la funcion inversa y de la
funcion implicita.

Dedicamos esta leccion al estudio de dos de los resultados mas sobresalientes del cdlculo
diferencial: los Teoremas de la funcién inversa (8.5) y de la funcién implicita (8.12) para
campos vectoriales, los cuales son formulaciones equivalentes del mismo resultado (véanse la
demostracion del Teorema 8.12 y el Apéndice). Ambos teoremas responden, como veremos,
al “principio general”, ya aludido, segun el cual una funcion derivable hereda localmente las
propiedades de su derivada.

De lo dicho se deduce que es una cuestion de gusto personal decidir por cual de ellos se
ha de empezar. Nos inclinamos por el Teorema de la funcién inversa que se puede motivar a
partir de los resultados conocidos para funciones reales de variable real.

La primera seccion estd dedicada al Teorema de la funcién inversa y la segunda al Teore-
ma de la funcién implicita. Ambos resultado se motivan con ejemplos.

También se incluye un apéndice en el que se prueba el Teorema de la funcidn inversa a
partir del Teorema de la funcion implicita.
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8.1. Teorema de la funcion inversa.

Empezamos recordando el siguiente resultado que es consecuencia del Teorema del valor
medio real (4.1):

Sea I un intervalo y f : I — R una funcién derivable con f'(x) # 0, Vx € 1. Entonces f
es estrictamente monotona y ocurre una de las dos posibilidades siguientes:

F(x)>0,Vxel o f/(x)<0,Vxel.

Si ademds hacemos uso de la regla de derivacion de la funcién inversa (Proposicion 3.27)
obtenemos

Teorema global de la funcién inversa para funciones reales. Sean I C R un inter-
valo abierto y f : I — R una funcidn derivable con derivada distinta de cero en todo pun-
to. Entonces, f es inyectiva (de hecho es estrictamente mondtona) y su funcién inversa
f~1: f(I) — R es derivable, siendo

Y (F) = % vrel

Puesto que la imagen por una funcién continua y estrictamente monétona de un intervalo
abierto es un intervalo abierto, se sigue que, en las condiciones del enunciado del teorema an-
terior, f(I) es un intervalo abieto de R 'y la funcién Dbiyectiva
f 1 — f(I) es mucho mas que un homeomorfismo, ya que es derivable (por hipétesis) y
su inversa también es derivable (por tesis). Formulamos a continuacién este hecho dando una
definicién adecuada.

Definicion 8.1 (difeomorfismo). Sean A, B abiertos de RV,

Se dice que f : A — B es un difeomorfismo si f es biyectiva derivable y f~! también es
derivable. En tal caso escribiremos f € Dif(A, B).

Se dice que f: A — RN es un difeomorfismo en A si f(A) es un abierto de RV y f ¢
Dif(A, f(A)).

Se dice que f: A — RN es un difeomorfismo local si para cada a € A existe un entorno
abierto U de a contenido en A tal que f es un difeomorfismo en U.

En caso de que f € Dif(A,B), y que tanto f como f~! sean de clase €%, diremos que f
es un difeomorfismo de clase *. Andlogamente se definen los difeomorfismos en A de clase
€* y los difeomorfismos locales de clase €.

Por ejemplo, la funcién exponencial es un difeomorfismo en R de clase ™ .

El siguiente ejemplo muestra que en dimensiéon mayor que 1 no se puede esperar un
resultado similar al resultado para funciones reales que acabamos de recordar.
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Ejemplo 8.2. La funcién f : R> — R? (determinada por la exponencial compleja) dada por
F(r,y) = (€ cosy, ¢ seny) ((x,y) € R2)),
es una funcién derivable que tiene derivada inversible en todo punto
det (J7(x,y)) =™ #0, V(x,y) € R%,
y no es (globalmente) inyectiva

f(x,y) = flx,y+2m), V(x,y) € R*.
Por localizacion del teorema recordado obtenemos el siguiente resultado:

Teorema 8.3 (local de la funcién inversa para funciones reales). Sea A CR y sea f: A —

R. Supongamos que f es de clase €' en un punto a E:x y que f'(a) # 0. Entonces existe
un entorno abierto U de a contenido en A tal que V := f(U) es un abierto de R, f es un
difeomorfismo de U sobre V, f~' 1V — U es una funcion de clase €' en f (a)y

1
FY(fx)=——, VxeU.
() =
Demostracion:
Por ser f € €'(a) y f'(a) # 0, existe un intervalo abierto U centrado en el punto a,
contenido en A y tal que f’(x) # 0, Vx € U. Aplicando el Teorema global a la funcién flusy

teniendo en cuenta el comentario que sigue a dicho teorema, podemos asegurar que f es un
difeomorfismo de U sobre V tal que

Y (F) = ﬁ VreU.

Finalmente, puesto que la anterior igualdad puede escribirse en la forma
(f) =gofof™
donde por g denotamos a la funcién real inversién dada por g(x) = %, Vx € R*, se sigue que

f1e€' (f(a) yaque f € €' (a). .

El siguiente ejemplo pone de manifiesto que es esencial exigir que f sea de clase € en
a para obtener el resultado anterior.

Ejemplo 8.4. La funcién f : R — R definida por

fx) =x+2x° sen(l> ; f(0)=0

X
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es derivable en todo punto con
1 1
FO)=1, f(x)=1+4x sen<—) ) cos(—) (x#£0)
X X
(f’ no es continua en 0). Veamos que la funcién f ni siquiera admite una inversa local en 0.

En efecto, si existiese un intervalo abierto 7, con 0 € I, tal que la funcién f fuese inyectiva
en I, entonces f seria (estrictamente) monétona en I, y en consecuencia f’ seria de signo

1
constante en /, pero esto es imposible pues f’ (ﬂ) = —1,VneNy f(0)=1.
n

El Teorema local (8.3) si se generaliza para campos vectoriales. Habida cuenta que los ejem-

plos de campos escalares de clase ! en un punto que no sean de clase "' en un entorno de
dicho punto no son frecuentes, enunciaremos el resultado para campos vectoriales de clase
%" en un abierto.

Teorema 8.5 (funcién inversa). Sean A C RN un abierto y f: A — RN un campo vectorial
de clase €' (o lo que es igual sus campos escalares componentes tienen gradiente continuo).
Supongamos que existe a € A tal que

Entonces existe un entorno abierto U de a contenido en A tal que V := f(U) es un abierto de
RN, f es un difeomorfismo de clase €' de U sobre V, y para cada x € U se verifica

-1

Ademds, si para k natural mayor que 1 se verifica que f es k veces derivable (resp. f es
de clase €*) en a, entonces f~ es k veces derivable (resp. f~! es de clase €%) en f (a).

Demostracion:
Notemos S = Df(a)~!, y consideremos el campo vectorial ¢ : A — R dado por

Q:=ip—Sof.

La linealidad de la derivada y la regla de la cadena nos aseguran que ¢ en de clase ¢!, siendo
paracadax €A
Do(x) = ldgy — So Df (x).

Al ser D@(a) =0y det (J¢(a)) # 0, se sigue que existe una bola abierta U centrada en a y
contenida en A, tal que

Do) g% y det (J;(x) £0, Vx € U.

El Corolario 4.7 nos asegura que ¢ es contractiva en U. Aplicando ahora el Teorema de
Schauder (4.15, apartados 1) y i1)) a la funcién iy — @y = So fjy , obtenemos que
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i) G:=S(f(U)) es un abierto de RV,
i1) So f es un homeomorfismo de U sobre G.

Puesto que S € Iso(R") , se sigue finalmente que:

a) V:= f(U) = S7'(G) es un abierto de R".
b) f=S"1o(Sof)esunhomeomorfismo de U sobre V.

La demostracién del Teorema se concluye utilizando la regla de derivacion de la inversa
(Proposicién 3.27 y el apartado 4 de la Seccién 6.1). .

Nota 8.6. La condicion det (J f(a)) # 0 equivale a afirmar que el sistema lineal

Df(a)(x) =y
tiene solucién global tnica:
x=Df(a)"'(y), vy e RY.

El Teorema de la funcidn inversa asegura la existencia de un entorno abierto U de a tal que
f(U) es un abierto de RY y para caday = (y1,y2,...,yn) € f(U) el sistema de N ecuaciones
con N incognitas

filxn,x2,..5x8) = i
v, X2, 08) = YN
tiene una tnica solucién x = (x,x2,...,xy) € U. Ademas la funcién inversa

= (L ()

asi definida es de clase ! en f(U) (equivalentemente sus campos escalares componentes
(f~Y1,(fHa,...,(f )y tienen gradiente continuo).

Queda justificada la frase, tantas veces citada, f hereda localmente propiedades de su
derivada.

Sabemos (Ejemplo 8.2) que para dimensién mayor que uno no es cierta la version global
del Teorema de la funcidn inversa, sin embargo, si imponemos la inyectividad, si probaremos
una version global, que requiere la siguiente:

Proposicion 8.7. Sean A C RN un abierto y f : A — RN un difeomorfismo local, entonces f
es una aplicacion abierta.
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Demostracion:

Sea O C A abierto. Veamos que f(O) es abierto. Por hipétesis para cada x € A existe
U, entorno abierto de x contenido en A tal que V, := f(Uy) es un abierto de RV y f esun
difeomorfismo de U, sobre V,. Se tiene entonces que f(ONUy) es un abierto relativo de V, y
por tanto abierto de R". Por tltimo al ser

f(O) = f(UxEO (0m Ux)) = UxEOf(OmUx)v

concluimos que f(O) es abierto. .

Corolario 8.8 (Teorema “global” de la funcién inversa). Sean A C RN un abierto, k un nat-
ural y f : A — RN un campo vectorial. Supongamos que f es de clase €* en A y que

det (J¢(x)) #0, Vx € A.

Entonces f es un difeomorfismo local de clase €* en A, y por tanto una aplicacién abierta.
Si ademds f es inyectiva, entonces se tiene que f es un difeomorfismo de clase €* en A.

Demostracion:

Aplicando el Teorema de la funcién inversa (8.5) en cada punto de A se obtiene que f es
un difeomorfismo local de clase €* en A y por tanto, en virtud de la Proposicién 8.7, f(A) es
abierto.

Si ademds f es inyectiva, en vista del cardcter local de la derivabilidad, al ser f un difeo-
morfismo local de clase €* concluimos que f es un difeomorfismo de clase €* en A. .

Nota 8.9. Que f sea un difeomorfismo en un abierto A C RY suele interpretarse como que
dicha funcién define nuevas coordenadas en f(A). De hecho es usual denominar cambios de
coordenadas a los difeomorfismos: las coordenadas segiin f de un punto 'y de f(A) son las
coordenadas cartesianas del punto x de A tal que f(x) = y.

Aunque, en general cuando se aplica el Teorema de la funcidn inversa, no se conoce la
funcién f~!, el enunciado del Teorema nos permite calcular su matriz jacobiana. Ilustramos
este hecho con un ejemplo.

Ejemplo 8.10 (coordenadas polares). Recordemos que f: A =R x| — 7, x[— R? definida
por

f(p,¥)=(p cosB,p send)

es la aplicacién que da el cambio a coordenadas polares, que sabemos es inyectiva.
f es de clase €’ verificando

det (J¢(p,¥)) =p >0, ¥(p,¥) €A.
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El Corolario (8.8) garantiza que dicha aplicacion es un difeomorfismo de clase € de A
sobre f(A) = R?\ {(x,0) : x <0}. Ademds, para cada (x,y) = (p cos®¥,p sen}) se verifica
que

—1
_ cos¥y —p send 1 cos V¥ sen ¥
‘If*l(x7Y):Jf(pal9) 1:( p > :E<p p )

sentd p cost —sentd cost
() (5 - >
cos sen
= | —send cos¥ | = \/xi;— y? \/x2x+ y?
p p 2+y2 242

En el ejemplo anterior, de manera excepcional, se conoce la funcién inversa:

fﬁl(xay) = ( X2+y2 ) 2 arCtan<+)>a V(x,y) € f(A)7
X+ xz—f—y2

es decir, las coordenadas polares del punto (x,y) .

iUn buen ejercicio es calcular directamente J ;-1 (x,y)!
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8.2.

8. Teoremas de la funcion inversa y de la funcion implicita.

Teorema de la funcién implicita.

Nos ocupamos ahora de establecer el Teorema de la funcién implicita a partir del de la
funcidn inversa. Empezamos analizando dos ejemplos que nos van a motivar dicho teorema.

Ejemplos 8.11.

a)

b)

Sean a,b,c € R,conb # 0y f:R?> — R el campo escalar dado por
f(x,y) :=ax+by+ec.
Es inmediato que el conjunto
{(x,y) €R*: f(x,y) =0}

es una recta no vertical, y por tanto para cada nimero real x existe un inico niumero real
y tal que f(x,y) = 0, es decir, dicha ecuacién define implicitamente a y como funcién
de x. De hecho, tal funcién es calculable en este caso:

a C

y=0(x):= Xy

Sea f : R? — R el campo escalar dado por

flry)=x"+y"—1.

En este caso el conjunto

{(xy) €R?: f(x,y) =0}
es la circunferencia unidad, y por tanto la ecuacion f(x,y) = 0 no define implicitamente
a y como funcién de x, ya que si

x| >1 = no existe ningdn real y
x|=1 = y =0 es el tnico real 0 fx,y) =0.

|x| <1 = existendosreales (y=+v1—x%,y=—v1—x2)

Este ejemplo pone de manifiesto que tenemos que localizar para abordar con éxito los
problemas de existencia y unicidad de funciones determinadas implicitamente, en el
siguiente sentido. Sea (a,b) € R? con f(a,b) = 0.

1) Problema de existencia: ;Existe un entorno abierto U de a y una funcién (contin-
ua, derivable,...) @ : U — R verificando que

b=¢(a) y f(x,p(x))=0,VxeU?
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i1) Problema de unicidad: ;Es esta funcién unica en el sentido de existir un entorno
abierto Q de (a,b) con la propiedad

{(y) €Q: flxy) =0; = {(x,0(x)): xcU}?

La respuesta a ambas preguntas en este ejemplo es la siguiente:

= Si|a| > 1 no existe una tal @.
» Sila| <1

U=]-1,1] Pp(x)=v1—x* con Q=RxR"si b>0
- , o(x)=—vV1—x* con Q=RxR"si b<0

En este sencillo ejemplo vale el mismo entorno U para cualquier a con |a| < 1.
En general los entornos U y Q dependen del punto (a,b) en cuestion.

El Teorema de la funcién implicita da condiciones suficientes para dar respuesta positiva
a los problemas de existencia y unicidad de determinaciones implicitas.

Teorema 8.12 (funcién implicita). Sean G C RY x RM un conjunto abierto y f : G — RM
un campo vectorial de clase €' (o lo que es igual sus campos escalares componentes tienen
gradiente continuo). Supongamos que existe (a,b) € G tal que f(a,b) =0y que

Dyyifi(a,b) ... Dyimfi(a,b)

Dnifu(a,b) ... Dyimfu(a,b)

Entonces existen un entorno abierto Q de (a,b) contenido en G, un entorno abierto U de a 'y
una funcion @ : U — RM de clase € tal que

{(ny) € Q: flxy) =0} ={(x,0(x)): xcU}.

Se tiene también que para todo x € U se verifica que

Dyi1fi(x,9(x)) ... Dyymfi(x,0(x))
det | ... o # 0.
Dyyifu(x,@(x)) ... Dyimfu(x, ¢(x))
yque
Dyiifi(xy) ... Dnimfi(x,y) - Difi(x,y) ... Dnfi(x,y)
Jox)=— ... o
Dyyifu(x,y) ... Dnimfu(x,y) Difu(x,y) ... Dnfu(x,y)

donde y = ¢(x).
Ademads si para k natural mayor que 1 se verifica que f es k veces derivable (resp. [ es
clase €%) en (a,b) , entonces @ es k veces derivable (resp. @ es de clase &) en a.
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Demostracion:
Consiste en aplicar el Teorema de la funcién inversa (8.5) en el punto (a,b) al campo
vectorial F : G — RN x RM definido por

F(x,y) := (x,f(x,5)), ¥(x,y) € G.

F es de clase %! con matriz jacobiana en cada (x,y) € G dada por

1 0
Jrxy) = Difi(x,y) ... Dnfi(x,y) Dys1fi(x,y) ... Dyimfi(x,y)
Difu(cy) .. Dyfu(vy) Dyiifu(y) - Dyimfu(x.)
Por tanto
Dnyifi(x,y) ... Dnymfi(x,y)
(8.2.1) det (Jr(x,y))=det | ........ ... ... ... .. .. , V(x,y) € G,
Dni1fu(x,y) ... Dnimfu(x,y)

y en particular
det (Jp(a,b)) # 0.

El Teorema de la funcién inversa nos garantiza la existencia de un entorno abierto Q de
(a,b) en RY x RM contenido en G tal que F : Q — F(Q) es un difeomorfismo de clase ..

No quita generalidad suponer que F(Q) es de la forma U x W, donde U es un entorno
abierto de a en RN y W es un entorno abierto de cero en R™. En efecto, (a,0) = F(a,b) €
F(Q)ysir>0estal que Bpn gu((a,0),r) C F(Q), entonces existe s > 0 tal que By (a,s) X
Brm(0,s) C Bpy gu((a,0),r). Se tiene que

U :=Bgn(a,s) , W:=Bpu(0,5) y Q:=F '(UxW)

cumplen las condiciones requeridas.
Nétese que forzosamente el difeomorfismo inverso F~! tendr4 la forma

F 1 (x,2) = (x,h(x,2)), Y(x,2) €U x W

para conveniente campo vectorial i1 : U x W — RM de clase ¢!, pues F~! es de clase %'!.
Definimos ahora el campo vectorial ¢ : U — R por

¢©(x) :=h(x,0), Vx e U.

La funcién @ es de clase €', y, como (a,b) = F~!(a,0) = (a,h(a,0)) = (a,¢(a)), se verifica
que @(a) = b. Ademds para cada x € U se tiene que

(%, 0() = (x.h(x,0) = F'(x,0) € @ C G
y también que

(x, f(x, @(x))) = F(x,9(x)) = F(x,h(x,0) = F (F~" (x,0)) = (x,0),



Acosta, Aparicio y Moreno 289

en consecuencia

fx,0(x))=0,VxeU.

Hemos probado que ¢ estd determinada implicitamente por f.
Los célculos que acabamos de hacer muestran la inclusién

{(c0(x): xe U} C{(xy) €Q: flxy) =0}

La unicidad de ¢ consiste en justificar que la inclusién anterior es de hecho una igualdad:

(x,y) € Q

flx,y) = 0} = (x,0) = (x, f(x,y)) = F(x,y) €U x W,

conlocual x €Uy (x,y) = F~!(x,0) = (x,h(x,0)) = (x,¢(x)) y en consecuencia y = @(x).
Ahora (8.2.1) y el Teorema de la funcion inversa nos aseguran que

Dyi1fi(x,@(x)) ... Dnimfi(x,9(x))
det | ..o = det (Jr(x,@(x))) #£0, Vx € U.

Dyi1fu(x,@(x)) ... Dnimfu(x ¢(x))

Calculemos finalmente la matriz jacobiana de ¢. Para cada x € U y para cada
i=1,2,...,M se tiene que

filx, ¢(x)) = 0.

Asi, paracada j=1,2,...,N, laregla de la cadena para las derivadas parciales nos asegura
M
Difi(x,(x)) + Y Dyiifi(x, 0(x))Djr(x) =0,
k=1

(el elemento (i, j) de la matriz nula). En consecuencia para cada x € U, si notamos y = ¢(x),
se tiene:

Difi(x,y) ... Dnfi(x,y) Dyiifi(x,y) ... Dnimfi(x,y)

Difu(x,y) ... Dnfu(x,y) Dyyifu(x,y) ... Dnimfu(x,y)
de donde se puede despejar Jy (x) para obtener la expresion del enunciado.
Finalmente las perfecciones adicionales de la funcién f se transfieren a la funcién implici-

ta ¢@. Ello es consecuencia de que una tal perfeccién la tiene F y por tanto F~! y h. Luego, la
funcién implicita ¢ = ho g (donde g(x) = (x,0), Vx € U) tiene también dicha perfeccion. =

Nota 8.13. La condicion

Dyy1fi(a,b) ... Dnimfi(a,b)

Dyyifu(a,b) ... Dnimfu(a,b)
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equivale a afirmar que en el sistema lineal

Df(a,b)(x,y) =0
se puede despejar y de manera global en funcién de x € RV:

-1

DN+1f1(a,b) DN+Mf1(a,b) D1f1<a,b) DNfl(a,b)

DN+1fM(a,b) DN+MfM(a,b) leM(a,b) DNfM(a,b)

El Teorema de la funcién implicita asegura la existencia de entornos U de a y Q de (a,b)
tales que para cada x = (x1,x2,...,xy) € U el sistema de M ecuaciones con M incdgnitas

filxi,x2,. 2N, Y152, 0m) = 0

fM(x17x27'"7xN7y17y27"'7yM> =0

tiene una tnica solucién y = (y1,y2,...,ym) tal que (x,y) € Q. Ademds la funcién implicita

©=(Q1,0,...,0m)

asf definida es de clase €' en U (equivalentemente sus campos escalares componentes @, @2, . . .

tienen gradiente continuo).
Queda una vez més justificada la frase f hereda localmente propiedades de su derivada.

Acabamos este tema presentando la manera préctica de calcular las derivadas de la fun-
cién implicita. Aunque, en general no se conoce de manera “explicita” la funcién ¢ (esto
sOlo es posible en casos muy particulares como los ejemplos 8.11), siempre podemos cal-
cular su matriz jacobiana. En muchos casos no interesa calcular toda la matriz jacobiana
sino solamente algunas derivadas (parciales) de los campos escalares componentes de la fun-
cién implicita. Procediendo como se ha hecho en la demostracion del Teorema de la funcién
implicita para el célculo de la matriz jacobiana de ¢, fijado j € {1,2,...,N}, se calcula la
derivada parcial j-ésima de cada una de las ecuaciones del sistema:

file,o(x)=0 (i=1,2,...,M),

para obtener el sistema

; M ;
ofi A _

(8.2.2) = =1,2,...,M.
ox; = Iy 9x;

de M ecuaciones lineales con M incdgnitas, donde

0

Wk _ 9% 4 _ 15 m.

&Xj 8xj
Para cada x € U el determinante del sistema es

Dyi1fi(x,@(x)) ... Dyymfi(x,0(x))
det | ... .. #0,

Dyi1fu(x,@(x)) ... Dnimfu(x, @(x))

» Om
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lo que permite despejar
J ¢k
W, k: 1,27...,M.
J
Sabemos que la igualdad matricial que nos da Jy(x) es la solucién de todos los sistemas
8.2.2 para j=1,2,...,N. La ventaja de esta expresion es que se puede volver a derivar, por
la regla de la cadena para las derivadas parciales, para obtener nuevos sistemas de ecua-
ciones lineales que permiten despejar (todos tienen el mismo determinante distinto de cero)
las derivadas parciales de orden superior de los campos escalares componentes de la funcion
implicita ¢.

En el ejemplo (8.11) b), se tiene que D f(x,y) =2y # 0 si y # 0, con lo que f(x,y) =0
define localmente a y como funcién implicita de x en los puntos tales que f(x,y) =0 con

y # 0. Se tiene
2x+2yy =0 — y/:—)—c.
y

Para obtener la derivada segunda de y se vuelve a derivar en la ecuacién anterior
L+ +0" =0,

y basta sustituir y’ para despejar y”.
Andlogamente se obtienen las derivadas sucesivas.
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8.3. Apéndice: El Teorema de la funcion inversa se deduce
del Teorema de la funcion implicita.

Supongamos fijado el ambiente del enunciado del Teorema de la funcién inversa (8.5) y
definamos el campo vectorial F : RY x A — RY por

F(y,x) = f(x)—y, Y(yx) € RV x A

(nétese el intercambio de los papeles de las variables x e y).
La demostracion consiste en aplicar el Teorema de la funcion implicita (8.12) al campo
vectorial F en el punto (f(a),a).

Claramente F (f(a),a) =0y F es de clase €' con

El Teorema de la funcién implicita nos asegura que existen

V entorno abierto de f(a) en RY
@ :V — RN de clase ¢!
Q entorno abierto de (f(a),a) en RN x A

tales que
{ (7, 0(y) ERY XA, F(y,0(y)=0,VyeV
{mx)eQ: Fiyx) =0t ={(no()): yeV}’

Teniendo en cuenta la concreta definicidn de F, se sigue en nuestro caso que

{(1) p(V)CA y flo(y)=y,VyeV
2) {hx)eQ:y=Ffx)}={0,0(): yeV}"

De (1) se deduce que ¢ es inyectiva y tiene a flp(v) como inversa por la izquierda. En
consecuencia, ¢ : V — @(V) es biyectiva con inversa flp(v)- Veamos que

o(V)={xeA: (f(x),x) € Q}.

Sixe @(V),por (1)setienequex €A, f(x) €Vy @(f(x)) =x.Ahora, por (2), podemos
concluir que (f(x),x) € Q.

Six € Aestal que (f(x),x) € Q, entonces por (2) se obtiene que f(x) € Vyx=o(f(x)),
de donde se desprende que x € (V) .
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Si notamos U := @(V'), veamos que se verifica la tesis de Teorema de la funcion inversa.
En efecto de la igualdad anterior se sigue que U es un abierto de RN ya que U = (f,1ds) 1 (Q)
es la imagen inversa del abierto Q por la funcién continua de A (abierto) en RY x RY definida
por

x+— (f(x),x).

Ademds, a € U ya que (f(a),a) € Q.
También hemos probado que el campo vectorial f es un difeomorfismo de clase €' de U
sobre V.

A partir del jacobiano de la funcién implicita, para x € U, si notamos y = f(x) (x = ¢(y))
, tenemos que

Jr1(f(x) =Jp(y) =

~1
Dni1Fi(v,x) ... DnynFi(y,x) DiFi(y,x) ... DyFi(y,x)
DniiFn(y,x) ... DnynFn(y,x) Di1Fy(y,x) ... DnFn(y,x)
1
Dy fi(x) Dy fi(x)

Finalmente las perfecciones adicionales de la funcion f se transfieren a su inversa local.
Ello es consecuencia de que una tal perfeccion la tiene F y por tanto ¢, es decir la inversa
local de f. .
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8.4. Referencias recomendadas.

[Cral, [ 1, [ur].
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8.5. Resumen de resultados del Tema 8.

Definicién (difeomorfismo). Sean A, B abiertos de R".

Se dice que f : A — B es un difeomorfismo si f es biyectiva derivable y f~! también es
derivable. En tal caso escribiremos f € Dif(A,B).

Se dice que f: A — RN es un difeomorfismo en A si f(A) es un abierto de RN y f €
Dif(A, f(A)).

Se dice que f : A — RN es un difeomorfismo local si para cada a € A existe un entorno
abierto U de a contenido en A tal que f es un difeomorfismo en U.

En caso de que f € Dif(A,B), y que tanto f como f~! sean de clase €*, diremos que f
es un difeomorfismo de clase €*. Andlogamente se definen los difeomorfismos en A de clase
€* y los difeomorfismos locales de clase €*.

Por ejemplo, la funcién exponencial es un difeomorfismo en R de clase € .

Teorema de la funcién inversa. Sean A C R" un abierto y f : A — RN un campo vectorial
de clase €' (o lo que es igual sus campos escalares componentes tienen gradiente continuo).
Supongamos que existe a € A tal que

det (Jp(a))=det [................ Z£0.
Dify(a) ... Dyfn(a)

Entonces existe un entorno abierto U de a contenido en A tal que V := f(U) es un abierto de
RN, f es un difeomorfismo de clase €' de U sobre V, y para cada x € U se verifica
~1

Je (f(x)) =1 ...
! Difn(x) ... Dnfn(x)

Ademds, si para k natural mayor que 1 se verifica que f es k veces derivable (resp. f es

de clase €*), entonces f~! es k veces derivable (resp. f~! es de clase €*).

Proposicion. Sean A C RN un abierto y f : A — RN un difeomorfismo local, entonces f
es una aplicacion abierta.

Teorema “global” de la funcién inversa. Sean A C R" un abierto, k un natural y f : A —
RN un campo vectorial. Supongamos que f es de clase € en A y que

det (J7(x)) #0, Vx € A.

Entonces f es un difeomorfismo local de clase €* en A, y por tanto una aplicacion abierta. Si
ademds f es inyectiva, entonces se tiene que f es un difeomorfismo de clase €* en A.

Teorema de la funcién implicita. Sean G C RN x R™ un conjunto abierto y f : G — RY
un campo vectorial de clase €' (o lo que es igual sus campos escalares componentes tienen
gradiente continuo). Supongamos que existe (a,b) € G tal que f(a,b) =0y que

Dyi1fi(a,b) ... Dyimfi(a,b)
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Entonces existen un entorno abierto Q de (a,b) contenido en G, un entorno abierto U de a y
una funcién ¢ : U — RM de clase €' tal que

{(cy)eQ: flxy) =0} ={(x,0(x)): xc U},

Se tiene también que para todo x € U se verifica que

Dyi1fi(x,90(x)) ... Dnimfi(x,9(x))
det | ... .. # 0.
Dyiifu(x,0(x)) ... Dnimfu(x,0(x))
y que
Dni1fi(x,y) ... Dnimfi(x,y) B Difi(x,y) ... Dnfi(x,y)
Jox)=— .. oo
Dyyifu(x,y) ... Dnimfu(x,y) Difu(x,y) ... Dnfu(x,y)

donde y = ¢(x).
Ademds si para k natural mayor que 1 se verifica que f es k veces derivable (resp. f es
clase €*), entonces ¢ es k veces derivable (resp. ¢ es de clase €*).
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8.6.

8.1

8.2

8.3

8.4

Ejercicios del Tema 8.

Sea f : RY — RY un campo vectorial de clase €' verificando

e =yl < 1) = FO), Vx,y € RY.

Probar que f es un difeomorfismo de R" sobre RY.

Indicacién: Deducir de la desigualdad que f verifica las hipdtesis del Teorema
global de la funcién inversa, Corolario (8.8). Probar que f(RY) es cerrado y deducir
por conexién que f(RV) =RY,

Sea F : R? — R? el campo vectorial dado por

F(x,y) = (x+f(y),y+ f(x)),

donde f: R — R es una funcién derivable con |f/(¢)| < @ < 1, V¢ € R. Probar que F
es un difeomorfismo de R? sobre R2.
Indicacién: Utilizar el Teorema de Schauder con

(P<x7y) = <_f(y)7_f(x))> V(x,y) € Rz-

Justificar que el campo vectorial

flx)= ;, Vx € RV
L+ [|x]3

es un difeomorfismo de clase € de R sobre la bola unidad euclidea B I, (0, 1).

Justificar que cada una de las siguientes funciones es un difeomorfismo de clase ¢
sobre su imagen

(Coordenadas esféricas)
f(p,8,9)=(p cos® cos,p send cos,p sen@),¥(p, 3, ) €R+><]—7r,7r[><]_7ﬂ,
g(x,y) = (x—y,xy), ¥(x,y) € {(x,y) €R*: x+y>0}

h(x,,2) = (x — xp,xy — xy2,xy2), ¥(x,5,2) € {(x,y,2) € R?: xy £ 0}

Indicacién: Utilizar en los tres casos el Teorema global de la funcién inversa (Corolario
8.8).

SE
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8.5

8.6

8.7

8.8

8. Teoremas de la funcion inversa y de la funcion implicita.

Justificar que el campo vectorial f : R> — R? dado por
f(x,y) = (cosx+cosy, senx+seny)

es un difeomorfismo local en todo punto de {(x,y) € R?: x—y ¢ nZ} ;Qué ocurre en
los puntos de la forma (a,a + pm) con p € Z?

Indicacién: Utilizar el Teorema de la funcién inversa en los puntos del conjunto { (x,y) €
R?: x—y ¢ nZ} . Comprobar que en cualquier entorno del resto de puntos de R? la
funcién f no es inyectiva.

(*) Una funcién de un abierto A de R? en R? definida por

fxy) = (u(x,y),v(x,y))

se dice que verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann si

w_ov o o
ox dy ' dy  Ix’

Probar que si f es de clase €’!, con derivada no nula en cada punto de A y se verifican
las ecuaciones de Cauchy-Riemann, entonces es un difeomorfismo local en todo punto
de A. Si ademds es inyectiva, entonces su inversa también verifica las ecuaciones de
Cauchy-Riemann.

Indicacién: Utilizar el Teorema 8.5 y el Corolario 8.8 .

Justificar la existencia de un campo vectorial f = (f1, f2) de clase € de un abierto U
de R? en R? verificando

_ 2 +y? = 2f1(x,) f2(x,y) = 0
f(L=1)=(11)y {x3 Y 4 filxy)? = folx,y)? :0}7 V(x,y) €U.

2
Calcular Df(1,—1) y %(1,—1) .

Indicacion: Utilizar el Teorema de la funcion implicita para un conveniente campo

vectorial de R? x R? — R2.

Justificar la existencia de una funcién ¢ de clase " definida en un entorno U de cero
en R con valores en R tal que

1—@(x)e*+xe ®¥ =0, Vxe U

Obtener el polinomio de Taylor de segundo orden de @ en x =0 .

Indicacién: Utilizar el Teorema de la funcién implicita.
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8.9 Probar que las ecuaciones
Oy +yutv=1

definen a u y a v como funciones implicitas de (x, y,z) en un entorno del punto (0, 1,1,1,0).

du %u
Calcular —(0,1,1) y =—=(0,1,1) .
u ay(av)yay2<77)
Indicacién: Utilizar el Teorema de la funcién implicita para un conveniente campo vec-
torial.

8.10 Justificar la existencia de dos abiertos difeomorfos A y B de R? verificando que (1,1) €
A, (0,1) € By que para cada (x,y) € A existe un tnico (u,v) € B tal que:

xet+ye'=1+e
ue*+ve =e

Calcular la matriz jacobiana en (1,1) (resp. (0,1)) de

(r.9) > (), v(x,9)) (resp (u,v) = (x(,),3(w,v)) ).
Indicacién: Utilizar los Teoremas de la funcién implicita y de la funcion inversa.

8.11 Sean P,N naturales, A un abierto de R y f: A — RY un campo vectorial de clase ¢!
en un punto a € A. Probar que:

i) Si P <Ny Df(a) es inyectiva, entonces existen entornos abiertos U de a en R?,
VdeOen RV=F W de f(a) en RN y g € Dif(W,U x V) tal que

(go f)(x) = (x1,...,xp,0,...,0), Vx = (x1,...,xp) €U.

ii) Si N < Py Df(a) es sobreyectiva, entonces existen abierto U,V en R” cona € V
y g € Dif(U,V) tal que

(fog)(x) = (xl,...,xN), Vx = (xl,...,xP) el.

Indicacién: Aplicar en ambos supuestos el Teorema de la funcion inversa a conveniente
campo vectorial de RY (resp. R) en RY (resp. RF).
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8.7.

8.1

8.2

Soluciones a los ejercicios del Tema 8.

La desigualdad nos asegura que f es inyectiva. Sea x € RV, Se tiene que

| < Hﬂ”’“t) — /) H Ve RV\ {0}, Vi € R*

donde hemos vuelto a utilizar la hipétesis, esto es, Df(x) es inyectiva, y por tanto
biyectiva (aplica vectores linealmente independientes en vectores linealmente indepen-
dientes). Hemos probado que

Df(x) € Iso(RY), ¥x e RV .

El Teorema global de la funcién inversa (Corolario 8.8) nos asegura que

f esabiertay que f € Dif(RY, f(RY)).

Finalmente, como f (RN ) es abierto, bastard probar, por razones de conexion, que
F(RN) es también cerrado. En efecto, sea y € f(RN) y sea {f(x,)} — . La de-
sigualdad de la hipdtesis nos asegura, al ser {f(x,)} de Cauchy, que {x,} es también
de Cauchy, luego convergente. Si {x,} — x, la continuidad de f nos asegura que

{f(x,)} — f(x). Hemos probado que f(RY) es cerrado, y por tanto f(RY) =RV .

Conviene resaltar que hay que utilizar el Teorema global de la funcién inversa (o el Teo-
rema de Schauder 4.15 si se quiere) para asegurar que f(R") es abierto, pues aunque
la desigualdad del enunciado da la continuidad de la funcién inversa eso no garantiza
que dicho conjunto sea abierto.

Consideremos la funcién auxiliar

o(x,y) = (—f(y), —f(x)), ¥x,y € R®.

Se tiene que
loCe,y) = (V)1 = | (x) = f@)[ + [/ (y) = F )] =

e—ullf (o) + [y =vIIf'(d)] < e(fx—ul +]y = v]) = &l (x,3) = ()],
esto es, ¢ es contractiva. Ahora el Teorema de Schauder (4.15) nos asegura que F' =
Idg2 — @ es un homeomorfismo de R? sobre R2. Por otra parte

det (Jr(x,y)) = 1—f'(x)f'(y) #0,

asi DF (x,y) € Iso(R?). El ejercicio se concluye utilizando la regla de derivacion de la
funcion inversa (Proposicién 3.27 y el apartado 4 de la Seccién 5.8).

Obsérvese que no se puede utilizar directamente el Teorema de la funcién inversa (falta
la hipétesis de ser de clase €', y claro estd tampoco obtenemos que F~! sea de clase

&h).
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8.3 Es fécil comprobar (utilizando un procedimiento similar al empleado en el Ejercicio
2.12) que f es una biyeccién de RY sobre B(0,1). Se tiene que

X1 XN
f(x):< b )
JI+d+otd Jld s

Yy que

— Y1 YN
f 1(y)=( ; —1o - 2)
\/1—y1—...—yN \/l—yl—...—yN

y basta aplicar, puesto que los campos escalares son de clase €, el Corolario (6.14).

8.4 En todos los casos se utiliza el Teorema global de la funcién inversa (Corolario 8.8).
Las funciones son claramente de clase 4’ en sus respectivos abiertos de definicion.
Tan s6lo hay que probar que

i) det (J¢(x)) #0.

1) f es inyectiva.

Coordenadas esféricas

—nT 7T

f(p,®,@)=(p cosB cos@,p send cosp,p sen@),V(p,d,9) € R x| -7, x[x| —, 7|
. 5 - T
i) det (J¢(x)) = p? cosp >0, pues ¢ € | 5 B
i1) Veamos que f es una biyeccion de
+ T n 3
A:=R x]—n,n[x}T,E[ sobre B:=R’\{(x,0,z): x <0},
esto es,
a dicha terna se denomina las coordenadas esféricas del punto (x,y,z).
Inyectividad: En efecto
p cos® cos ¢ =r cosa cosf If(p,0,0)|3=p>=r*=p=r
p sen®d cos ¢ =r sene cos B » = ¢ asi seng =senf,p,fec]-Z.J[=0=f.
p sen @ =r sen portanto k€ Z: d=o+2kn=>9% =«

Sobreyectividad: Sea (x,y,z) € B, se tiene

[p:\/xz—i—yz—i—zz, x2+y2>0} :>—l<l£)<1:>3(p€}_7ﬂ,g[: Z=p senQ.
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Como
(x,y) € Rz\{(x,()) : x <0},

utilizando las coordenadas polares (8.10), sabemos que

x=r cost

o] :
31(rn,%) e R" x| —m,x[: {y:rsenﬁ’

y en consecuencia, teniendo en cuenta que %” <p< % concluimos que

r=2 2 =/p?-2=p coso.

g(x,y) = (x—yxy), ¥(x,y) € {(x,y) ER*x+y >0}

i) det (Jg(x,y)) =x+y>0.
i)

x—y=a-—>b x—a=y—>b
xﬁzab }:> (x—a)y:iz)(b—y)}i (x—a)y=—a(x—a).

Si x = a, entonces y = b y hemos terminado; en otro caso x—a # 0 lo que
obligarfa a que y = —a y en consecuencia x = —b lo cual es absurdo pues seria
x+y=—(a+b) encontrade que x+y, a+beRT.

h(x,,2) = (X — xp,xy — xy2,x92), ¥(x,5,2) € {(x,y,2) € R} : xy #0}

i) det (Jy(x,y,2)) =x%y #0.
i)
xX—xy=a—ab
Xy —xyz = ab —abc y = (sumando las tres igualdades) x=a.
xyz = abc

Como a # 0, de la primera ecuacion se deduce que y = b . Por tltimo como ab # 0,
de la tercera ecuacién concluimos que z =c .

8.5 Como det (J;(x,y)) = sen(y —x), V(x,y) € R?, se verifica que
det (J¢(x,y)) =0<=x—yenZ.

El Teorema de la funcién inversa nos asegura que la funcién f es un difeomorfismo
local en todo punto (a,b) tal que a —b € R\ nZ.

Sea p € Z. Veamos que f no es inyectiva en ningtn entorno del punto (a,a+ pm). En
efecto, para todo & > 0, se verifica
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8.6

8.7

8. Teoremas de la funcion inversa y de la funcion implicita.

1. Si p es par:
fla+d,a+prn—98)=fla+d,a—06)=f(a—08,a+90)=f(a—9d,a+ pn+9).
2. Si p es impar:
fla+8,a+prn+98)=fla+d6,a+n+6)=(0,0)= f(a,a+x) = f(a,a+ prw),
donde se ha utilizado que:

cosx+cos(x+m) =0y senx+sen(x+7)=0, Vx € R.

Como
ou o
O i R o L e
dx dy

el Teorema de la funcién inversa nos asegura que la funcién f es un difeomorfismo
local en todo punto de A.

Si ademds f es inyectiva, el Teorema global de la funcién inversa nos asegura que
f € Dif(A, f(A)). Por dltimo

@ v

0 d

1 y X A B
Tt (u,v) =Jp(x,y) = = = ( )7
! o’ Ju Jdu —B A

% o

esto es, f~! verifica las condiciones de Cauchy-Riemann.

Se trata de definir un campo vectorial g que verifique en el punto (1,—1,1,1) las hipéte-
sis del Teorema de la funcién implicita y que nos permita justificar la existencia de los
campos escalares f1 y f> verificando las condiciones del enunciado. Este campo vecto-
rial no puede ser otro que

g(x,y,u,v) = (x2+y2—2uv, Ay 4+’ —v3), V(x,y,u,v) € R,
g es de clase €, verifica que g(1,—1,1,1) = (0,0) y como

2 =2 =2 -2
Jg(17_17171) = (3 3 3 _3)7

— 2
3 3
U — R? de clase € tal que

gy, fi(x,y), fo(x,)) = (0,0), ¥(x,y) € U.

: = 12 # 0, existen un entorno U de (1,—1) y un campo vectorial f :

al ser
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El Teorema de la funcién implicita nos asegura ademds que

== (3 3) (3)-073)

Derivando dos veces en el sistema respecto de la variable x y sustituyendo los valores
conocidos, nos queda

’fi  *fH

e T T ay |
PhoPhH '

ox? ox2

8.8 El campo escalar definido en R? por
f(xvy) =1 _yex_l_xeya

verifica las hipétesis del Teorema de la funcion implicita en el punto (0, 1), pues f es
de clase €, f(0,1) =0y Dyf(0,1) = —1 # 0. As{ existen un entorno U de 0 y una
funcién ¢ : U — R de clase € tales que f(x,¢(x)) =0, Vx € R. Derivando dos veces
y sustituyendo los valores de ¢ y de su derivada en 0, obtenemos

P'(0)=e—1, ¢"(0)=2¢*—de+1,
lo que nos permite calcular el polinomio de Taylor

¢"(0) ,
1 X+ 3 x°.

8.9 El campo escalar f : R? x R? — R? dado por
f(x’y’z’u’v> = ('xys +ybl5 +ZV5 —1 ’ x5y+y5u+Z5V— 1) )

cumple las hipétesis del Teorema de la funcién implicita en el punto (0,1,1, 1,0), luego
existen los campos escalares u,v cumpliendo las condiciones del enunciado. Los cal-
culos habituales nos dan

5 5 d%u 6
J 0,1,1) = ; =—=(0,1,1) = — .
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8.10 El campo vectorial f : R? x R> — R? dado por
f(X,y,u,v) — (X€u+yev— 1—e s M€X+V€y—€) ,

cumple las hipdtesis del Teorema de la funcién implicita en el punto (1, 1,0, 1), luego
existen un entorno abierto U de (1,1) y un campo vectorial ¢ : U — R? de clase €
verificando

(p(la 1) = (07 1) y f(xayv (P1<x7y)7¢2(xay)) = (070)7 V(xay) eU.

Los calculos habituales dan

J(p(l,l):—(i 2)_1 (é 2)2;1(_11 18e)

yeén consecuencia

det (Jq,(l,l)) =

£0

Asi el campo vectorial ¢ cumple las condiciones del Teorema de la funcidn inversa,
lo que nos asegura la existencia de una entorno abierto A de (1,1) contenido en U y
un entorno abierto B de (0, 1) tales que ¢ € Dif(A,B). Por dltimo, el Teorema de la
funcidn inversa nos asegura también que

1—e

Jp1(0,1) = Jp(1,1)" = (e__ll _01) .

8.11

i) P < N (Hay mds campos escalares que variables). Como Df(a) es inyectiva, el
rango de la matriz J;(a) es maximo y hay P vectores linealmente independientes
en

{Vfl(a)""7vf1\’(a>}7

que podemos suponer, sin mengua de generalidad, son los primeros. En este
supuesto, definimos el campo vectorial ® : A x RV~ — RN dado por

<I>(x1,. c s XPsYP+1s- - ,yN) =

(fl(x17'"7xP)7'"7fP(x17'"axP>7fP+l(xl7'"7xP)+yP+1;"'7fN(x17"';XP)—'_yN)a
esto es, (x,y) := f(x) + (0,y). Es claro que @ es de clase ¢! en (a,0) y que

Vfl(a)
0

Vfp(a)

Jo(a,0) = VfPil(“)
1

V];Z;z.(a)
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i1)

y en consecuencia det (Jcp(a,O)) # 0. El Teorema de la funcién inversa nos ase-
gura la existencia de entornos abiertos U de a en R”, V de 0 en RV=F, W de
®(a,0)(= f(a)) en RY tales que ® € Dif(U x V,W). Si notamos g = ®~!, se
tiene que g € Dif(W,U x V). Para cada x € U se tiene que (x,0) € U xV, y en
consecuencia (go®)(x,0) = (x,0). Hemos probado que

8(f(x)) = 8(®(x,0)) = (x,0), vx € U,

esto es,

(gof)(x) = (x1,...,xp,0,...,0), Vx = (x1,...,xp) €U .

N < P (Hay més variables que campos escalares). Como D f(a) es sobreyectiva, el
rango de la matriz J¢(a) es maximo y hay N vectores columna linealmente inde-
pendientes, que podemos suponer, sin mengua de generalidad, son los primeros.
En este supuesto, definimos el campo vectorial ® : A — RF dado por

Cb(xl,...,xp) = (fl(xl,...,xp),...,fN(xl,...,xp),xN+1,...,xp).
Es claro que ® es de clase €' en a 'y que

Difi(a) ... Dyfi(a) Dniifi(a) ... Dpfi(a)

y en consecuencia det (]q;(a, O)) # 0. El Teorema de la funcion inversa nos asegu-
ra la existencia de abiertos U,V en RP con a € V tales que
® < Dif(V,U). Si notamos g = ®~!, se tiene que g € Dif(U,V). Para cadax € U
se tiene que

x=®(g(x)) = (f1(8(x)),---, fw(g(x)).gn+1(x), ..., 8p(x)).

Hemos probado que

(fog)(x)=(x1,...,xn), Vx = (x1,...,xp) €U.






Tema 9

Variedades. Extremos condicionados.

Es bien conocido que para k, N naturales con k < N, las variedades afines de dimension k
en RY son los conjuntos M de la forma

M:{(xl,...,xN)ERN: apnx)+---+ainxy+b; =0 para i=1,...,N—k}

donde la matriz de ndmeros reales A = (a,- j) tiene rango maximo, esto es, N —k,y b; € R
parai=1,...,N —k.

El Teorema de Cramer permite despejar N — k variables del sistema de ecuaciones lineales
que define M en funcidn de las otras k, obteniéndose las conocidas ecuaciones paramétricas
de M.

Es totalmente natural considerar también los subconjuntos M de RY asociados a un sis-
tema de ecuaciones no necesariamente lineal:

M:{(xl,...,xN)ERN: gi(x1,...,xy) =0, para i=1,...,N—k}.

Inspirados en el Teorema de la funcién implicita 8.12, y con el propdsito de garantizar que
N — k de las variables puedan (teéricamente) despejarse en funcion de las restantes, es ra-
zonable considerar la situacién de que el campo vectorial g = (g1,...,gv—_k) sea tal que sus
campos escalares componentes tengan gradiente continuo y que la matriz jacobiana tenga
rango maximo, esto es

rango(Jg(x)) = N — k.

Mediante adecuada reordenacion de las variables podemos entonces aplicar el citado Teo-
rema de la funcién implicita para obtener representaciones paramétricas locales de M, y es
esperable que la “variedad tangente” en cada punto a de M sea la variedad afin determinada

por el sistema de ecuaciones
r_
Jy(a) X' =0.

Dedicamos la primera seccion de este tema a dar la definicion de variedad diferenciable
que acabamos de motivar. Probamos un resultado importante (Teorema 9.2) en el que carac-
terizamos las variedades, y cuya demostracion usa esencialmente los Teoremas de la funcién
inversa (8.5) y de la funcién implicita para campos vectoriales (8.12).
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En la seccién segunda se introducen las nociones de espacios tangente y normal a una
variedad que serdn ttiles a la hora de estudiar, en la dltima seccién, los extremos de campos
escalares condicionados por una variedad diferenciable.

9.1. Variedades diferenciables.

Definicion 9.1 (implicita de variedad diferenciable). Sean N natural y k entero con 0 <k < N.
Se dice que un subconjunto no vacio M de RV es una variedad (diferenciable) en RN de
dimension k& si para cada a € M existen,

G entorno abierto de a en RV
g:G — RN"F de clase ¢! verificando rango(Jy(x)) =N —k, Vx€G

talesque MNG ={xe€ G: g(x) =0}.

En el caso de que se pueda conseguir una funciéon g como antes que determine la totalidad
de M, diremos que la variedad M esta globalmente determinada por g.

Hablando coloquialmente la anterior definicidn presenta las variedades diferenciables en
RY como los conjuntos de ceros de una funcién g de clase €, esto es, como los conjuntos
formados por los puntos que se someten a la ligazén impuesta por una funcién g de clase
€' que expresa la dependencia entre las variables de los puntos que componen la variedad.
La nocién de dimensién responde al grado de libertad de las variables y se justifica via el
“principio” de inherencia local de propiedades globales de la derivada. N6tese que en cada
punto a de la variedad el conjunto de puntos ligados por Dg(a), esto es Ker Dg(a), tiene
dimension k puesto que

dim (Ker Dg(a)) = N — dim(Im Dg(a)) = N — rango(J4(a)).

No es inmediato que el entero k que aparece en la definicién de variedad esté determinado
de forma unica, con lo que la frase, M es una variedad de dimension k, queda en el aire. El
Corolario 9.4 justificard el concepto de dimension de una variedad en el caso 0 < k < N .

Los dos casos extremos, las variedades de dimensiéon O y de dimensién N en RY, son
faciles de describir:

M C RY es una variedad de dimension 0 si, y sélo si, M es un conjunto de puntos aislados
y por tanto numerable. Si ademds M es compacta, el conjunto es finito.

En efecto, supongamos que M es una variedad de dimension 0. Fijemos a € M y consid-
eremos G y g como en la definicion. La funcidn g verifica que

rango (Jy(x)) =N, Vx € G,
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por lo que el Teorema de la funcidn inversa nos asegura la inyectividad de g en un entorno
abierto U de a contenido en G, y por tanto

MNU={xeU: g(x) =0} ={a}.

De donde se concluye que a es un punto aislado de M. Si ademds M es compacta el conjunto
es finito.

Reciprocamente, si M es un conjunto de puntos aislados de RY nos basta considerar para
a en M un entorno abierto G de a tal que MNG = {a} y como g : G — R" la funcién
definida por g(x) = x—a.

M C RN es una variedad de dimensién N si, y solo si, M es un abierto de RN,

En efecto, sea M una variedad de dimensién N en RY. Si para a € M consideramos G, y
g:G, — RY = {0} (espacio vectorial de dimensi6n cero), como en la definicién, se tiene
que MNG, = g~'(0) es un abierto de G, y por tanto abierto de RY. Asf

M = UaeM(Mm Ga)

es un abierto.
Reciprocamente, si M es un abierto, basta considerar la funcién g : M — {0} dada por
g(x) =0, la cual determina globalmente M.

Nos concentramos por tanto en el estudio de las variedades de dimensién k de RY con
0<k<N.

Teorema 9.2 (Definiciones usuales equivalentes). Sean k,m,N niimeros naturales con k +
m = N. Para M C RY no vacio equivalen:

i) M es una variedad de dimension k en RN, Es decir, para cada a € M, existen

G entorno abierto de a en RN
g: G — R de clase €" verificando rango (Jo(x)) =m, VxeG

tales que MNG ={x € G: g(x) =0}
i) (Definicién explicita) M es localmente la grdfica de funciones de clase €' definidas en

abiertos de RF y con valores en R™. Es decir, para cada a € M, previa una reordenacion
de las variables en RV, existen

Q entorno abierto de a en RV
¢ :U — R" de clase €' , donde U = 1t(Q) siendo
n: RN — RK la proyeccion (xy,...,xy) — (x1,...,x)

tales que MNQ ={(y,p(y)): yeU}.
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iii) (Definicién por parametrizaciones cartesianas locales) Para cada a € M, existen

Q entorno abierto de a en RN
U abierto de R*
p: U — RN homeomorfismo de clase €' de U sobre p(U)

tales que pU) =MNQ
g rango (J,(y)) =k, VyeU

La terna (Q,U, p) se denomina una parametrizacion cartesiana local de M en a.

R

iv) (Definicion por difeomorfismos espaciales) Para cada a € M, existen

W abierto de RN
G entorno abierto de a en RN
® : W — G difeomorfismo de clase €'

tales que ®(W N (R* x {0})) =MNG.

De hecho si (Q,U,p) es una parametrizacion cartesiana local de M en a, entonces
existe ® satisfaciendo la condicion anterior y ademds:

WNRFx{0}) cUx{0} y ®(x)=plxi,...,x), Vxe Wn (R x {0}).
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Demostracion:
Seaa e M.

i) = ii) Sea g : G — R™ como en i). Como el rango de la matriz J;(a) es maximo
hay m vectores columna linealmente independientes, que podemos suponer, sin mengua de
generalidad, son los dltimos, esto es,

Dy1181(a) Dygi(a)
det | ... .. ... £ 0.
Dk+1gm(a) DNgm(a)
Bajo esta hipétesis adicional consideremos la proyeccién 7 : RN — R¥ dada por (x1,...,xy) —
(x1,...,x;) y denotemos b := m(a). El Teorema de la funcién implicita aplicado a la funcién

g en el punto a, nos asegura que existen

U entorno abierto de b en R¥
¢ :U — R™ de clase €'
Q entorno abierto de a incluido en G

D»e)eG y gbne(y)=0vyeU
tales que .
1 {z>{xesz:g<x>:0}={<y,<p<y>>:yev}
Es claro que la igualdad conjuntista 2) puede escribirse en la forma

MNQ={(y,¢(): yeU}.
Finalmente, cambiando Q por QN 7~ !(U) conseguimos que U = 7(Q) .
ii) = iii) Sea (Q,U,®) como en ii). La aplicacién p : U — R" definida por
p(y) = e()),

es inyectiva (lo es su primera componente), luego biyectiva de U sobre su imagen que es
MNQ y por tanto se cumple que

p(U)=MNQ.

pes de clase €' ya que lo son sus componentes. Ademds p~! : MNQ — U es la restriccién
aMNQ de x, luego es claramente continua.
Hemos probado que p es un homeomorfismo de clase €' de U sobre M N QY .
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Finalmente es claro que

luego rango (J,(v)) =k, Vye U .

iii) = iv) Sea (Q,U, p) una parametrizacién cartesiana local de M en a. Sea b el tnico
punto de U tal que p(b) = a. Como el rango de la matriz J,(b) es maximo hay k vectores
linealmente independientes en {Vp;(b),...,Vpn(b)}, que podemos suponer, sin mengua de
generalidad, son los primeros. En este supuesto definimos el campo vectorial @ : U x R —
RY dado por ®(y,z) = p(y) + (0,z), esto es,

q)(ylv"'7ykazk+17"'7ZN) -

(Pl()’la---a)’k)a---7Pk(yla---7)’k)7pk+1()’1a---ayk)+Zk+la---aPN()’17---a)’k)+ZN>-

Es claro que ¢ es de clase €' en (b,0) con

Vpi1(b)
...... 0
1al.0) = | G P40
...... 1
Vpn(b)

y en consecuencia det (Jcp(b, 0)) # 0. El Teorema de la funcion inversa aplicado a la funcién
® en el punto (b,0) nos asegura que existen

U* entorno abierto de b contenido en U
V entorno abierto de 0 en R™
Q* entorno abierto de a contenido en Q

tales que ® es un difeomorfismo de clase ! de U* x V sobre Q*. Es inmediato que la
restriccion de @ a U™ x {0} coincide con la restriccién de la parametrizacién p a U*, con lo
que tenemos sendas inclusiones

MDpU")=d(U* x{0}) C Q"
luego
(9.1.1) p(U") CMNQ*.

Como p es un homeomorfismo de U sobre MNQ, y U* es un abierto de U se sigue que p(U™)
es un abierto de M N . Luego, teniendo en cuenta la definicidn de topologia relativa, existe
un abierto O de RY tal que p(U*) = (MNQ)N Oy teniendo en cuenta 9.1.1 concluimos que

p(U)=MNQ)NO=MN(Q*NO).
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Abhora, si notamos G := Q* N O, tenemos que G es un entorno abierto de a tal que p(U*) =
M NGy, como hemos resaltado antes, el difeomorfismo ¢ extiende a la aplicacion p : U* —
MNG.

Finalmente témese W := ®~1(G) .

iv) = i) Sea (W,G,®) como en iv). Consideremos el campo vectorial g : G — R dado
por
g(x) = (mo®@™!)(x),
donde 7 : RN — R™ es la proyeccién dada por (x,...,xy) — (Xti1,...,xy) . Se tiene que
g es de clase ! con
rango (Jy(x)) =m, Vx € G

ya que rango (Jp-1(x)) =N, Vx € G. Comprobemos finalmente que
MNG={xeG: g(x) =0}.
En efecto,
MNG=®(WnN([Rx{0})) =@(@ 1 (G)N(R* x {0})) = GND(R" x {0})

—{xeG: o '(x) eRFx{0}} ={xeG: (ro®@ 1) (x) =0}
={xeG: g(x)=0}.

Nota 9.3.

a) Perfecciones adicionales de alguna de las aplicaciones g, ¢, p,® inciden en las co-
rrespondientes perfecciones en el resto. Ello es consecuencia de que el procedimiento
seguido para la “obtencion” de cada una involucra a los Teoremas de la inversa y de la
funcién implicita y a construcciones analiticas magnificas (de clase ).

b) Las variedades en RV de dimensidn k con k < N tienen interior vacio. En efecto, en otro
caso, la definicién de variedad por difeomorfismos espaciales nos llevaria a la existen-
cia de un difeomorfismo de un abierto de R sobre un abierto de RV, y en consecuencia
ambos espacios serfan topolégicamente isomorfos, con lo que se concluiria k =N .

Corolario 9.4 (Dimensién de una variedad). Sean N un natural y M un subconjunto de RN
que admite en cada punto parametrizaciones cartesianas locales. Sean (Q;,U;, p;) para i =
1,2 dos de estas parametrizaciones tales que el conjunto

C=MnNOQ N
es no vacio. Entonces la aplicacion
py opiipyH(C) — py ' (C)

es un difeomorfismo de clase €' y en consecuencia el niimero k asociado a ambas parametriza-
ciones coincide.
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Demostracion:

Parai = 1,2, se tiene que p; ' (C) = p; ' (Q; N,) es un abierto relativo del abierto U, y
por tanto abierto. Es inmediato que p; : pi_1 (C) — C es un homeomorfismo y por tanto la
aplicacion

py'opiipy(C) — py ' (C)
es un homeomorfismo.

Dado a € C, veamos que p, o p1 es de clase €' en un entorno abierto de pl_l (a) con-
tenido en pl_l(C ) , con lo que el caracter local de la continuidad y derivabilidad nos ase-
gura que p, ' opj es de case €' en p;!(C) . En efecto, al ser (Q;NQy,p; ' (C),p2) una
parametrizacion cartesiana local de M en a , sabemos que existen

W abierto de RV
G entorno abierto de a en RY
® : W — G difeomorfismo de clase ¢’

tales que
W N (R x {0}) C p; ' (C) x {0}
O(WN([RFx {0})) =MNG
P2° Twn(®ex(0}) = Pwn(mix (o))

donde 7 denota la proyeccidn en las primeras k coordenadas.
Finalmente nétese que

~1 _ -1
Py P16 = (FOPT 0p1) g,
igualdad que prueba que p, Yo pi es de clase €' en pl_1 (G) . Sin mas que intercambiar los
papeles pfl o py es también de clase €' . Luego 123 Yo py es un difeomorfismo de clase €'

como se queria demostrar. Ahora, la unicidad de & se justifica razonando como en la Nota b)
de (9.3). .

Ejemplos 9.5.

a) Sean k,N € N con k < N . Las variedades afines de dimensién k en R son variedades
diferenciables en RY de dimensién k (véase el Ejercicio 9.1).

b) La esfera unidad euclidea en RV
Si(0,1) := {x e RY ¢ |lx]2 =1}
es una variedad de dimensién N — 1.
La aplicacién g : R¥Y — R definida por

8(x) = [lx[la—1
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es de clase € en G := R \ {0}, y para cada a € G, el Ejercicio 3.17 nos da

(alx)

lall2’

Dg(a)(x) =

esto es
’ (al,...,aN)

@)=,

y por tanto rango (Jg(a)) = 1.

La variedad determinada por g es

(xe€G: [x[2—1=0} =5),(0,1) .

¢) Sea N > 1. La esfera unidad
S, (0,1) :={x € RY: |x||; =1}
no es una variedad en RY, pero estd muy cerca de serlo.
El conjunto
M = {XESH‘H1(071) cx;i#0, para i=1,...,N}

es una variedad en R" de dimensién N — 1 globalmente determinada por la aplicacién
g: G — R de clase ¢ definida por

g(x) = [lxll =1,

donde
G={xecR : x;#0,para i=1,...,N} .

En efecto, para cada a € G, en vista del Ejercicio 3.17, se tiene
N
Dg(a)(x) = Z ﬁ Xiy Vx € RN )
i=1 14

es decir,

Joa) = (Th o).

jar]"" ]

y por tanto rango (Jg(a)) =1, Va€G.

El motivo por el cual S|, (0, 1) no es una variedad diferenciable es totalmente intuible:
los puntos que hemos excluido de S, (0, 1) para obtener M son puntos “esquinas” de S 11y (0,1).

Comprobemos seguidamente que la intuicion es correcta. Por comodidad trabajaremos
en R2.SiS |, (0, 1) fuese una variedad, existirfa un entorno abierto U de (1,0) en R?

y un campo escalar 4 : U — R de clase €' tales que

{ rango (J;(x,y)) =1, V(x,y) €U
unsy.,0,1) ={(x,y) €U : h(x,y) =0}
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Si consideramos u™ = (1,1), u~ = (1,—1), se tiene que
(1,0) +tu™ € Sy, (0,1), vt €] —1,0[ ,

yen consecuencia

=0.

. h((1,0)+tuF) — h(1,0)
Dh(1,0)(u*) = lim ;

Puesto que {ut,u~} genera R?, se concluye que DA(1,0) =0, lo que contradice el
hecho de que rango(J,(1,0)) = 1.

Pese a que S|, (0,1) no es una variedad, sin embargo es unién disjunta de dos var-
iedades: M (de dimensién 1)y {(1,0),(—1,0),(0,1),(0,—1)} (de dimension 0).

9.2. Espacios tangente y normal.

Puesto que las variedades son localmente graficas de funciones derivables, la Seccion 3.6
justifica las siguientes definiciones.

Definicion 9.6 (espacios tangente y normal). Sean k,N € N con k < N, M una variedad de
RY de dimensién ky a un punto de M.

Se dice que u € R es un vector tangente a M en a si existe una curva contenida en M que
pasa por el punto a y que tiene tangente en a con direccion u, esto es,

38 >0,3y:]—8,8[— RY continua tal que y(] — §,5[C M con { Y(0) =

Se define el espacio tangente Tys(a) a la variedad M en a como el conjunto de vectores

tangentes a M en el punto a. Veremos enseguida que Tj;(a) es un subespacio vectorial de RY

El complemento ortogonal en RY del espacio tangente en a, que notaremos Ty;(a)*

llama espacio normal a M en a, esto es,

, S

Ty(a)t = {x eRY: (x|u) =0, VYu € Ty(a)}.

A la variedad afin a + Tys(a) (resp. a + Ty(a)* ) se le llama la variedad afin tangente
(resp. normal ) a la variedad M en el punto a.

Sik =1 (resp.2,N — 1) la variedad afin tangente recibe el nombre de recta (resp. plano, hiperplano)
tangente a M en el punto a.

El siguiente resultado describe estos espacios a través de las funciones “determinacion
implicita” g y “parametrizacion cartesiana” p .
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Proposicién 9.7. Sean k,m,N € N con m+k =N, M una variedad en R de dimension k, a
un punto de M y Ty (a) el espacio tangente a M en a .

i) Si g es una funcion que determina (localmente) la variedad M en el punto a, entonces
Tw(a) = Ker Dg(a),
con lo que Ty (a) es un subespacio vectorial de dimension k, y
a+Ty(a) = {x eR": Dg(a)(x—a) = 0}.

Ademds
{Vgi(a),...,Vgm(a)}

es una base del espacio vectorial normal Ty (a)* .

ii) Si (Q,U,p) es una parametrizacion cartesiana local de M en a 'y b es el iinico punto
de U tal que p(b) = a, entonces

Ty (a) =Im Dp(b).
Los vectores columna de la matriz J,(b) son una base de Ty(a) y por tanto

a+Ty(a)- ={xeR": (D;p(b)|x—a) =0, Vj=1,...,k}.

Demostracion:
Probaremos en primer lugar que

(9.2.1) Im Dp(b) C Ty (a) C Ker Dg(a).

Empezamos probando la inclusion Im Dp(b) C Ty(a). Sea u un vector de Im Dp(b).
Tomemos v € R¥ tal que Dp(b)(v) = u. Puesto que U es abierto podemos tomar & > 0 tal que
]b— 8v,b+ 8v[C U. Consideremos la funcién y:] — 8, 8[— R¥ definida por

Y(t) = p(b+1v).

Puesto que p es derivable y con imagen contenida en M, se sigue que 7 es una curva contenida
en M y con tangente en todo punto. Ademas

{10 ri0 |
Y (0) = Dy(0)(1) = Dp(b)(v) = u

Probamos ahora la inclusién Ty(a) C Ker Dg(a) . Sea u € Ty(a) y tomemos & > 0y
y:]—&8,8]— M continua con { . Puesto que y(] — 6,68[) C M, se tiene que

la funcién g oy estd definida y es nula en un entorno de 0, luego el cardcter local de la
derivabilidad nos asegura que

0=D(g07)(0) = Dg(a) o DY(0),
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y por tanto

0= (Dg(a) o DY(0))(1) = Dg(a) (D¥(0)(1)) = Dg(a)(¥(0)) = Dg(a)(u).

Ahora, para que se de la igualdad en 9.2.1 nos basta observar que los espacios extremos
tienen la misma dimension:

dim(Ker Dg(a)) = N —dim(Im Dg(a)) = N —m = k =rango(J,(b)) = dim(Im Dp(b)).

Hemos probado que
Im Dp(b) =Ty (a) =Ker Dg(a).
Determinaremos ahora bases de los espacios tangente Ty;(a) y normal Ty (a)* a la var-
iedad M en el punto a. Si {e1,...,e;} es labase canénica de R¥ se tiene que {Dp(b)(e1),...,Dp(b)(ex)}
generan Tjs(a). Ademds, son linealmente independientes por ser los vectores columna de la

matriz J,(b) que tiene rango k, y por tanto constituyen una base de Ty (a).
Como Dg(a)(x) =0, Vx € Ty(a), o lo que es lo mismo,

(Vgj(a)lx) =0, Vx € Ty(a) (j=1,...,m),

se tiene que

{Vgi(a),...,Vgm(a)}
son vectores de Ty/(a)*. Ademds son linealmente independientes por ser los vectores fila de
la matriz J,(a) que tiene rango m, luego constituyen una base de Ty (a)* , ya que

dim(Ty(a)") = N —dim(Ty(a)) =N —k =m.

Nota 9.8. Puesto que usualmente las variedades nos vendran dadas (globalmente) por “de-
terminaciones implicitas” g, y el cdlculo de parametrizaciones cartesianas locales puede ser
complicado, en la prictica suele ser mds util la descripcién del espacio tangente dado por
Ty1(a) = Ker Dg(a). Para la determinacién de una base de Tjs(a) se puede proceder como
sigue:

Calculada J, (a), las ecuaciones implicitas de Ty/(a) vienen dadas por

Jg(a)x' =0,

y el teorema de Cramer nos permite pasar a las ecuaciones paramétricas de Tys(a). Los vec-
tores que se obtienen al ir haciendo cada uno de los k parametros iguales a 1 y el resto iguales
a 0, determinan una base de Ty (a).

Por ejemplo, si Tys(a) es de dimensién N — 1 (hiperplano), y

Ty(a) = {x eRY : ayx; + - +ayxy =0},
entonces, supuesto aj # 0, los vectores
{(=a2,a1,0,...,0),(=a3,0,a;,0,...,0),...,(—ay,,0,...,0,a1) }

son una base de Tys(a) (son vectores de Ty (a) linealmente independientes).
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Ejemplo 9.9. Variedades afin tangente y afin normal a la esfera unidad euclidea
M =S.,(0,1) en un punto a.

La funcién g : RV \ {0} — R definida por

g(x) = [lxfl2 -1

determina globalmente la variedad M . Para cada a € M, sabemos que

Vg(a) = (ay,...,an).
La variedad afin tangente a la variedad M en el punto a es el hiperplano de RY de ecuacién
a+Ty(a)={xeRY: (Vg(a)|x—a) =0}
={xeR: ay(x; —ay)+---+an(xy —ay) =0}
={xeRY: ax;+ - +ayxy =1}
La variedad afin normal a M en a es la recta
a+Ty(a)t ={a+1tVg(a) : t € R},

es decir, la recta de ecuaciones paramétricas dadas (cambiando 1+¢ por ) por

9.3. Extremos condicionados.

Dedicamos esta seccion al estudio de los extremos de campos escalares definidos en sub-
conjuntos abiertos de RY condicionados por una variedad diferenciable. Conviene tener pre-
sente que en el Tema 7 se trat6 este problema en el caso particular de variedades de dimensién
N, es decir abiertos de RY. Ahora vamos a desarrollar la teoria para variedades de dimension
kcon (0 <k <N.

Definicion 9.10 (Extremo condicionado). Sean X un espacio topoldgico,
f X — Runa funcién y C un subconjunto de X.

Se dice que f alcanza en un punto a € C un mdximo condicionado por C si existe un
entorno abierto U de a tal que

fx) < fla), ¥xeUNC.

Se dice que f alcanza en un punto a € C un mdximo condicionado por C estricto si existe un
entorno abierto U de a tal que

flx) < f(a), VxeUNC\{a}.

Si se cambian las desigualdades en las definiciones anteriores, aparecen los conceptos de
minimo condicionado y minimo condicionado estricto . Un extremo es o bien un maximo
condicionado, o bien un minimo condicionado.
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El estudio de los extremos de campos escalares condicionados por conjuntos que admiten
una parametrizacion resulta sencillo, ya que se reduce al estudio de un problema de extremos
relativos.

Proposicion 9.11 (Relaciéon entre extremos condicionados y relativos).
Sean X un espacio topologico, f : X — R una funcion, C un subconjunto de X y a un
punto de C. Si U es un espacio topologico, p : U — C es un homeomorfismo de U sobre
p(U) cona € p(U) yb es el tinico punto de U tal que p(b) = a, entonces equivalen:

i) f alcanza en a un mdximo (resp. minimo) condicionado por C.
ii) fopalcanza en b un mdximo (resp. minimo) relativo .

También se da la equivalencia para extremos condicionados estrictos y extremos relativos
estrictos.

La anterior proposicion reduce el problema de la determinacién de los extremos de un
campo escalar f condicionado por una variedad M, al estudio de los extremos relativos de la
composicion de f con parametrizaciones cartesianas locales de M. A este respecto resaltamos
la importancia de la implicacién i) = iii) del Teorema 9.2.

(Coémo proceder habida cuenta de que las parametrizaciones cartesianas locales de una
variedad no suelen ser conocidas? La respuesta a esta cuestion fundamental nos la da el
siguiente resultado debido a Lagrange que proporciona una condicién necesaria de extremo
condicionado que es similar a la condicion necesaria de existencia de extremo relativo.

Teorema 9.12 (Lagrange (Condicién necesaria de extremo condicionado)). Sean k,m,N € N
con k+m =Ny M una variedad en RN de dimension k, G un abierto de RN que contiene
aMy f:G— R un campo escalar derivable. Si la funcion f alcanza en un punto a de la
variedad M un extremo condicionado por dicha variedad y g es una funcion que determina
localmente M en a, entonces existen tinicos niimeros reales Q,. .., 0, € R tales que

D(f+oug1+...+ 0pgm)(a) =0.

Demostracion:
Sea (Q,U, p) una parametrizacion cartesiana local de M en a 'y sea b € U tal que p(b)=a.
La Proposicion 9.11 y la condicion necesaria de extremo relativo nos aseguran que

D(fop)(b) = 0.
La regla de la cadena nos dice en consecuencia que
Df(a)oDp(b) =0,
expresion que se escribe equivalentemente

Df(a)(Im Dp(b)) = {0}
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Al ser, en virtud de la Proposicién 9.7, Im Dp(b) = Ty;(a), concluimos que
Df(a)(Ty(a)) =0, o equivalentemente V f(a) € Ty (a)*.

La citada Proposicién 9.7 nos dice también que {Vg1(a),...,Vgn(a)} es una base de Ty;(a)*,
de donde se deduce la existencia y unicidad de escalares o, ..., &, tales que

Vf(a)+aiVgi(a)+...+0,Vgnu(a) =0,

o equivalentemente
Df(a)+oyDgi(a)+...+ auDgm(a) =0.

De la linealidad de la derivada se sigue finalmente el enunciado. .

A la vista del teorema anterior parece conveniente hacer un esfuerzo para codificar el pro-
ceso que se ha de seguir para determinar los candidatos a extremos condicionados. Aunque
el Teorema de Lagrange se ha establecido para variedades no necesariamente globalmente
determinadas, las siguientes dos razones justifican que la version practica de los resultados
obtenidos se haga para variedades globalmente determinadas: por una parte, nuestro estu-
dio es local y via localizacién podemos limitarnos a variedades globalmente determinadas
y, por otra, nuestro principal interés es la determinacién de extremos de campos escalares
condicionados por conjuntos que se puedan descomponer en unién finita de variedades glob-
almente determinadas.

9.4. Calculo practico de puntos criticos condicionados. Fun-
cion de Lagrange, sistema de Lagrange y multiplicadores
de Lagrange.

Sean k,m,N € N con k+m =N, G C R" un conjunto abierto y g : G — R una funcién
de clase ¢! tal que rango (J4(x)) =m, Vx€G.

SeaM = {x € G: g(x) =0} la variedad de dimensidn k determinada por g y supongamos
que f : G — R es un campo escalar derivable. En este ambiente, la funcion de Lagrange
L: G x R™ — R viene definida por

Lx,A)=f(x)+1181(x)+ ...+ Angm(x) (x€G,A €R™)

donde A = (Aq,..., ) ye=1(g1,---,8m)-
Es claro que el gradiente de L en un punto (x,A) de G x R” viene dado por

VL(X,)L) = (DIL(X7)L)7 ce 7DNL(X71)7g1 (X), s >gm<x)) :
El Teorema de Lagrange (9.12) tiene ahora la siguiente lectura:

Los extremos de f condicionados por M proceden de puntos criticos de la funcién de
Lagrange L.
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Esto es, se obtienen de las soluciones del sistema

VL(x,A)=0
xeG

Reescribiendo el sistema anterior se tiene
Dif(x)+MDigi(x)+ ...+ AnDigm(x) =0 (1 <i<N)

gi(x)=0 (1<j<m)
xeqd

que es un sistema (posiblemente no lineal) de N 4+ m ecuaciones con N + m incdgnitas, lla-
mado sistema de Lagrange . Si

a=(ay,...,ay), a=(ap,...,0)

es una solucion del sistema de Lagrange, entonces en vista del Teorema de Lagrange (9.12) o
estd determinado de forma uUnica y a sus coordenadas se les llama los
multiplicadores de Lagrange para el punto a.

Para justificar una primera aplicacion vistosa del Teorema de Lagrange empecemos recor-
dando el procedimiento ya codificado para funciones de una variable. La propiedad de com-
pacidad asegura que si I es un intervalo compacto de Ry f : I — R es una funcién continua,
entonces f tiene extremos absolutos. Es claro que para detectar los puntos de / en los que
la funcién f alcanza sus valores midximo y minimo absolutos basta localizar los puntos de

[}
I en los que alcanza extremos relativos y contrastar los valores extremos relativos tomados
con los valores de la funcion en los extremos de /. Si suponemos ademads que f es derivable

o
en /, entonces los unicos puntos en los que f puede alcanzar el maximo o el minimo son los
o

extremos del intervalo y aquellos puntos de 7 en los que se anula f”.
El estudio se complica si la funcién f estd definida en un compacto de RN con N > 2,
pues en este caso la frontera del compacto puede ser un conjunto infinito.

9.5. Aplicacion del Teorema de Lagrange al calculo de ex-
tremos absolutos.

La teoria de extremos relativos y el Teorema de Lagrange nos permiten llevar a cabo el
estudio de los extremos absolutos de un campo escalar f derivable sobre un subconjunto de
RY que se pueda expresar como unién finita de variedades. Es claro que si el campo escalar
f alcanza en un punto un extremo absoluto, entonces f alcanza en dicho punto un extremo
condicionado por la variedad a la que pertenece el punto. Por tanto

= Si la variedad es de dimensién N, esto es, un abierto de RY, entonces los posibles
puntos candidatos a que f alcance un extremo absoluto tienen que ser puntos criticos
de f.
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= Si la variedad es de dimensién 0, esto es, un conjunto de puntos aislados de RN, en-
tonces todos los puntos de la variedad son candidatos ya que f alcanza en ellos un
extremo condicionado por la variedad.

= Finalmente si la variedad es de dimension k con 0 < k < N, entonces los posibles puntos
en los que f alcance un extremo absoluto tienen que ser soluciones del correspondiente
sistema de Lagrange.

Asi, el procedimiento a seguir es el siguiente:

1. Detectar los puntos criticos de la funcién sobre cada una de las variedades en las que
se ha descompuesto el conjunto.

2. Evaluar la funcién en todos estos puntos y finalmente comparar estos valores entre si.
Ejemplos 9.13.
a) Calcular los extremos absolutos de la funcién definida por
fxy)=2xy, ((xy) €R?)
condicionados por el conjunto
K= {(x,y) eR?: x> +y* < 1}.

La propiedad de compacidad nos asegura que f alcanza el mdximo y el minimo abso-
lutos en K. Si el punto donde f alcanza un extremo absoluto pertenece al interior de K,
entonces f alcanza en €l un extremo relativo y en consecuencia las derivadas parciales
de f en dicho punto son nulas, esto es, el punto es solucién del sistema

Vf(x,y):0<:>{ nggigzg }@{ ;}y:g }<:>(x,y):(0,0).

En otro caso el punto pertenece a la frontera de K, esto es, al conjunto
M={(x,y) eR*: x> +y* =1}.

Estudiamos ahora los extremos condicionados por M. Obsérvese que M es la variedad
en R? de dimensién uno determinada globalmente por la funcién

gley) =X+ =1, ((xy) €R\{(0,0)}).
Funcién de Lagrange: L : R*\{(0,0)} x R — R definida por
L(x,p,A) = 2xy+ A (x> +y* — 1).
Sistema de Lagrange:

2y+2Ax=0
20422y =0 p =>x(1-1%)=0= 21 ==1.
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Solucion:
VI3 (—VE V3
(557) (5%) a=n
(F5) (3575) w=n

Sélo falta comparar los valores que toma f en cada uno de estos puntos:

70,0 =0, (M2 2) = p(FY2 2V Cy (222 g (2 ) -
o222 22 2 2 N2 2 )
En consecuencia el maximo de f en K vale 1 y se alcanza en los puntos <\/T§,§) y

(#,#) El minimo vale —1 y se alcanza en (%ﬁ, %) y (%7 %ﬁ)

Determinar las constantes de equivalencia ptimas de las normas ||-||; y [|-[|, en R3,
donde (1 < p < o).

El problema consiste en determinar la mayor constante & y la menor constante f3 tales
que
allxli < |lxllp < Bllxlli, VxeR,

o equivalentemente,
3. —
a<|lxll, <B, VxeR: x| =1,
y por tanto, se trata de determinar los valores maximo y minimo absolutos de la funcién
|||, sobre la esfera unidad para la norma ||-||,.
Por razones de simetria, podemos restringir nuestra atencion a la interseccién de la
esfera con el primer octante, es decir, al conjunto

K := {(x,y,Z) < R3 X+y+z= 170 SanaZ}-

Asimismo, debido al crecimiento de la funcién de ]R(‘f en R dada port — tl/p , pode-
mos plantearnos el problema en los siguientes términos:

Determinar los extremos absolutos de la funcién f definida por
f(xvyaz):xp+yp+zp (X,y,ZG]Ra_)
en el conjunto
K?Z{QJJ)GR%X+Y+Z:LOSXJJ}

La continuidad de f'y la compacidad de K nos garantizan la existencia de los extremos
absolutos.

El conjunto K es una unién disjunta de

(1) ()G

variedades diferenciables. En efecto:
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= 3 variedades de dimension 0:
My ={(1,0,0)}, My={(0,1,0)}, M5={(0,0,1)}
= 3 variedades de dimension 1:
My={(x,9,0) e R :x+y=1,0<x,0<y}
que estd globalmente determinada por la funcion definida por
gx,y,2) =(x+y+z—1,2), (xyz) €G:=R"xR"xR
y andlogamente las variedades
Ms={(x,0,z) e R® :x+z=1,0 < x,0 <z},

Ms={(0,5,2) ER’:y+2=1,0<0<z}.

= Una variedad de dimension 2:
M; = {(x,y,Z) ERY:x+y+z=1,0< x,y,z},
que estd globalmente determinada por la funcién definida por

gle,yz)=x+y+z—1, (%57 €G=RTxR" xRT.
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Calculemos los posibles extremos de la funcién f condicionados por My. Puesto que f
es derivable en R? y la variedad My puede verse como la variedad globalmente deter-

minada por la funcién g : G = Rt x RT x R — R? definida por
g3z = (x+y+z—1.2)

se puede aplicar el Teorema de Lagrange.

Funcion de Lagrange: L : G x R> — R definida por
L(x,y,2, A, 1) = xP +yP + [z + A (x+y+2—1) + uz.

Sistema de Lagrange:

( pxP~ 141 =0
py'+A =0
psigno (2)[zP' +A+p =0
x+y+z=1
z=0
L x,y>0

Solucion:

= (330) @8- (Eat)

Este punto es el tinico en My en el que f puede alcanzar un extremo absoluto en K.
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El mismo procedimiento se sigue para las variedades M5 y Mg, que nos proporcionan
las soluciones (%,O, %) y (O, %, %), respectivamente.

De manera andloga podemos calcular los posibles extremos de la funcién f condiciona-
dos por M7 aplicando el Teorema de Lagrange.

Funcién de Lagrange: L : G x R — R definida por
L(x,y,z,A) =xP +yP + 2P + A(x+y+z-1).

Sistema de Lagrange:

pxP~ 141 =0
py’ i +A=0
p1+A =0
x+y+z=1
x,y,2>0

Solucion:
<1 1 1) o —p
a=\=,=,=2 = —.
33’3)7 3r—1
Este punto es el tinico de M7 donde f puede alcanzar un extremo absoluto en K.

Por consiguiente cada variedad aporta un tinico punto, por tanto hay siete candidatos.
Basta evaluar la funcion en ellos para concluir que el médximo de f en K es 1 y este

valor lo alcanza en los puntos que aportan las variedades de dimensién O y el valor

minimo es 3,,1—,1 y lo alcanza en el punto que aporta la variedad de dimensién 2.

Como consecuencia de nuestros resultados se sigue que, si % + é — 1, entonces

1

1 Z 1

(51) = r<lalb <t weR =1
34q

y las cotas obtenidas son inmejorables. En consecuencia, las constantes de equivalencia
6ptimas de las normas || - [|; y || - ||, en R? son

! 3
;ﬂMhSWMSWWh Vx e R°.
q

Nota: El estudio en R" es andlogo. El conjunto

K:{xGRN:xl—l—...—l—xN:1,0§x1,...,xN}

() ()

variedades. Cada una aporta un tnico posible extremo absoluto de f. Al igual que
ocurre en dimension 3, el mdximo se alcanza en los puntos criticos de las variedades

es union disjunta de
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de dimension O (puntos) y el minimo en el punto (%\77 e 1%,) que es el que aporta la
variedad de dimension N — 1. Se obtiene, como consecuencia, el siguiente resultado:

Sean N € Ny pe R conl < p <o Las constantes de equivalencia dptimas de las
normas || -1y |- ||, en RN son:

1 I 1
—rlxll < lIxllp < llxlli, Vx € RY, donde — 4~ =1.
N4 P q

Dado N € N, calcular el mayor valor de la funcién f definida por
f(xl,...,xN) =Xx1...Xn, Vx=(x1,...,x5) € RN
en el conjunto
K:{xeRNwﬂbzhogmjzlwwN}
La continuidad de f'y la compacidad de K garantizan la existencia de méximo absoluto.

Nétese que, como en el ejemplo anterior, K es unién disjunta de 2 — 1 variedades y f
se anula en todas salvo en

M:{xERNWMb:LO<mJ:L“WN}

Es claro entonces que los puntos de K en los que f alcanza su maximo absoluto han

de ser puntos de M. Vamos por tanto a calcular los candidatos a extremos de f condi-

cionados por M, la variedad globalmente determinada por la funcién g : G = R x .

xR — R definida por
g(xl,--- ,xN) :x%+...+x12v—1.

Funcion de Lagrange: L : G x R — R definida por
L(xl,...,xN,l) =X ...xN—l—l(x%—F...—FxIZ\,— 1).

Sistema de Lagrange:

X1...XN—1+2Axy =0
x% 4t x]2v =1
X1y.xy >0
Solucion:
( 1 1 ) —-N
a=\—=,...,— = —.
/—Na 9 \/N ) 9 /—NN
Ya que este punto es el tnico candidato se sigue que en €l la funcién f alcanza el
maximo absoluto, que necesariamente (al ser Ginico) es estricto. Se tiene pues que:

1\N/2
XIXZ"'XN§<N> , WxeK,

y se da la igualdad si, y sélo si,

X1 X2 st = XN.
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Nota: La solucién del ejercicio anterior es equivalente a la importante desigualdad entre
las medias aritmética y geométrica. Demuéstrese (Ejercicio 9.5).

En la lectura que hicimos del Teorema de Lagrange hemos sefialado que es condicién
necesaria para que f alcance en a un extremo condicionado por la variedad M el hecho de
que exista o € R tal que (a, @) sea un punto critico de la funcion de Lagrange: VL(a, o) = 0.
Si denotamos por L a la funcidn parcial de la funcién de Lagrange obtenida fijando «, esto
es, Ly : G — R definida por

Ly(x) =L(x, &), (x€G),
(nétese que L es una funcidn s6lo de N variables). Es claro que entonces se verifica que
DL(X (a) - O.

El siguiente resultado traduce en el contexto de extremos condicionados, las condiciones
necesarias y suficientes de existencia de extremos relativos cuando la primera derivada no
nula es la segunda.

Teorema 9.14 (Condiciones neces. y suf. de extremo condicionado). Sean
k,m,N € N con k+m = N, y M una variedad en RY de dimension k, G un abierto de RN
que contiene aM y f : G — R un campo escalar derivable. Sean a € M, g una funcion que
determina localmente M en a’y a € R™ tales que (a, ) es un punto critico de la funcion de
Lagrange L.

Si las funciones f'y g son dos veces derivables en a y

2
d°La(a)|73,(a)
es no nula se verifican las siguientes afirmaciones:

i) (Condiciones suficientes)
Si
d*Lg(a)(u) <0, Yu € Ty (a)\{0},

entonces [ alcanza en a un mdximo condicionado por M estricto.

Si
d*Le(a)(u) > 0, Vu € Ty (a)\ {0},

entonces [ alcanza en a un minimo condicionado por M estricto.

ii) (Condiciones necesarias)
Si f alcanza en a un mdximo condicionado por M, entonces

d*Lo(a)(u) < 0, Yu € Ty(a)\{0}.

Si f alcanza en a un minimo condicionado por M, entonces

d*L(a)(u) >0, Yu € Ty (a)\{0}.
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Demostracion:

Puesto que g es dos veces derivable en a, podemos considerar una parametrizacion carte-
siana local (Q,U, p) de M tal que p es dos veces derivable en b = p~!(a). La estrategia de la
demostracion pasa por la Proposicion 9.11 y consiste en aplicar a la funcién f o p en el punto
b las condiciones necesarias y suficientes de existencia de extremos relativos.

Como p es dos veces derivable en by f es dos veces derivable en a, se sigue que fo p es
dos veces derivable en b.

Puesto que gop =0, se tiene que gjop =0, Vj € {1,...,m}, luego

(algl "‘---"‘O‘mgm)op:o;

y en consecuencia, como Ly = f+ (0181 + -+ - + 0ngm ), tenemos que

fop=Lgop.

Comprobemos que b es un punto critico de f o p, esto es D(f o p)(b) = 0. En efecto,
D(fop)(b) =D(Lqop)(b) = DLg(a) o Dp(b) =0

pues DLy (a) = 0 por hipétesis.
Ademas, sabemos que paray € R¥ se verifica (ver Seccidn 5.3, ii)

D*(fop)(b)(v,y) = D*(La o p)(b) (3,y) =
DLa(a) (Dp(B)(), Dp(B)() ) +DLa(a) (D*p(B) (1Y) ) =

= D’Lg(a) (Dp(b) (y),Dp(b)(y)> :

Finalmente, puesto que en virtud de la Proposicién 9.7, Dp(b) es una biyeccién de R¥ sobre
Ty (a) podemos cambiar en el enunciado d?Ly (a)(u) por d*(f o p)(b)(y) y bastara tener en
cuenta la Proposicién 9.11 para concluir la demostracion del teorema. .

Nota: En la utilizacion practica del teorema convendra tener presente la siguiente conse-
cuencia del apartado ii):
Si
d*Lg(a)(u) <0, Yu € Ty(a),

entonces si f tiene un extremo condicionado en a por M, éste ha de ser maximo. Anéloga-
mente, Si
d*Lo(a)(u) >0, Yu € Ty(a),

entonces de alcanzar f en a un extremo condicionado por M, éste ha de ser minimo.
A la aplicacién préctica del resultado anterior dedicaremos el resto del tema.
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Estudio practico de las condiciones de extremo en los puntos criticos.

Nos interesa estudiar la forma cuadratica d>Le(a) restringida a Ty (a). Sea H (a) la matriz
hessiana de L en a, esto es, la matriz asociada con respecto a la base candnica de R" de dicha
forma cuadratica

H(a) = (D(,-_‘j)La (a)) 1<i,j<N°

Elegida una base {vy,...,v;} de Ty (a), consideremos el isomorfismo de R¥ sobre Ty;(a) que
aplica la base canénica de R sobre {v1,...,v} y que estd dado por

D(y) = P(y1s- -, ¥k) =YV + e ViV
Este isomorfismo se puede expresa en términos de una cierta matriz en la forma
®(y) = yK(a), ¥y € R".

Es claro que K (a) es la matriz cuyos vectores fila son los vectores bdsicos de Ty (a) elegidos.
La forma cuadritica Q en R* obtenida restringiendo d’Ly(a) a Tys(a) previa composicién
con P viene dada por

0(y) := d’La(a)(®()), Vy € R
y queda entonces determinada en términos de una matriz como sigue:
Q(y) = @()H(a)®(y)" = yK(a)H(a)(yK(a))' = yK(a)H(a)K(a)'y".
Luego la matriz asociada a la forma cuadritica Q respecto de la base canénica de R¥ es
H=K(a)H(a)K(a)".

La informacion que ahora se puede dar sobre el punto en cuestion requiere aplicar la teoria
de extremos relativos, obteniéndose el siguiente criterio

i) Sidet (H;) >0,i=1,...,k, entonces f alcanza en a un minimo condicionado por M
estricto, donde H; es la submatriz principal esquina izquierda superior de orden i de la
matriz H.

ii) Si(—1)‘det (H;) >0,i=1,...,k, entonces f alcanza en a un maximo condicionado por
M estricto, donde H; es la submatriz principal esquina izquierda superior de orden i de
la matriz H .

iii) Sidet (E) > 0, para cualquier submatriz principal E de H, entonces de alcanzar f en a
un extremo condicionado por M, ha de ser minimo.

iv) Si (—1)°rden (E)get (E) > 0, para cualquier submatriz principal E de H, entonces de
alcanzar f en a un extremo condicionado por M, ha de ser maximo.

v) Si existen E y F submatrices principales de H tales que (_1)0rden (Edet (E) >0y
(—1)0rden (Fget (F) < 0, (Io que en particular ocurre si el determinante de alguna
submatriz principal de orden par de H es negativo), entonces f no alcanza en a un
extremo condicionado por M.
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Ejemplo 9.15. Determinar las dimensiones del ortoedro en R? de volumen fijo una unidad y
superficie lateral minima.
La condicioén a la que estan sujetas las variables es la nulidad de la funcién

g:G=R" xR" xR" — R dada por g(x,y,z) = xyz — 1.

La variedad M = {(x,y,z) € G : xyz= 1} (en R? de dimensién 2 que define g) no es compacta.
La funcién a minimizar en M es f : G — R definida por

f6y,2) = 2(xy +xz+yz).
Funcion de Lagrange: L : G x R — R dada por
L(x,y,2,A) = 2(xy +xz+yz) + A (xyz— 1).

Sistema de Lagrange:
20v+2)+Ayz=0
2(x+z2)+Axz=0
2(x+y)+Axy=0
xyz=1
x,y,2>0
Solucion:
a=(1,1,1), a=-—4.

Se tiene que la aplicacion de Lagrange parcial Ly : G — R esté definida por

Lo(x,y,2) =2(xy +xz+yz) —4(xyz— 1),

luego
0o -2 =2
H(a) = (D(l’7j)La(a))]§i7j§3 = —2 0 —2
-2 =2 0

Por otra parte J(a) = (1,1, 1), luego
Ty(a) = {(x,y,z) € R : x+y+z=0},

y por tanto dos vectores linealmente independientes de dicho espacio son, por ejemplo,
(1,—1,0) y (1,0,—1). Luego
1 -1 O

con lo que
0 -2 -2 1 1
H:G _01 _01> -2 0 =2|[-1 0 :(‘2l i)
-2 -2 0 0 -1

Puesto que det (H) = 12 y det (H}) = 4 concluimos que f alcanzaen a = (1,1,1) un minimo
condicionado por M estricto.
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Aunque a sea minimo estricto y ademds sea el tnico punto critico, la justificacién de
que es minimo absoluto no es facil. Usaremos la desigualdad entre las medias geométrica y
aritmética:

En nuestro caso si 0 < x,y, z se tiene que

Y222 < w

y se da la igualdad si, y solo si, xy = xz = yz si, y s6lo si x =y = z. Como en nuestro caso ha
de ser xyz = 1, se concluye que
3<xy+xz+yz

y se da la igualdad si, y s6lo si, x =y = z = 1. Hemos obtenido que

f alcanza en (1,1, 1) un minimo condicionado por M absoluto estricto, esto es, el ortoe-
dro en R? de volumen 1y superficie lateral minima es el cubo.

Nota: Para mds informacion, véase el Ejercicio 9.6.
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9.6. Referencias recomendadas.

[Cra].
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9.7. Resumen de resultados.

Definiciones de variedad. Sean k,m, N nimeros naturales con k+m = N. Para M C RV
no vacio equivalen:

a) (Definicion implicita) M es una variedad de dimensién k en RY. Es decir, para cada
a € M, existen

G entorno abierto de a en RY
g:G — R™de clase ¢! verificando rango(Jy(x)) =m, Vx€G
talesque MNG ={x € G: g(x) =0}.

En el caso de que se pueda conseguir una funcién g como antes que determine la total-
idad de M, diremos que la variedad M estd globalmente determinada por g.

b) (Definicion por parametrizaciones cartesianas locales) Para cada a € M, existen

Q entorno abierto de a en RV
U abierto de R¥
p: U — RN homeomorfismo de clase ¢! de U sobre p(U)

tales que pU) =MnNQ
q rango (J,(y)) =k, VyeU

La terna (Q,U, p) se denomina una parametrizacion cartesiana local de M en a.

Proposicion. Sean k,m,N € N conm~+k =N, M una variedad en R de dimension k, a
un punto de M y Tys(a) el espacio tangente aM ena .

i) Si g es una funcién que determina (localmente) la variedad M en el punto a, entonces
Tis(a) = Ker Dg(a),
con lo que Ty (a) es un subespacio vectorial de dimension k, y
a+Ty(a)={xcRY: Dg(a)(x—a)=0}.

Ademas
{Vgi(a),...,Vem(a)}
es una base del espacio vectorial normal Ty;(a)™ .

ii) Si(Q,U,p) es una parametrizacion cartesiana local de M en a y b es el tinico punto de
U tal que p(b) = a, entonces

Ty(a) =Im Dp(b).
Los vectores columna de la matriz J,,(b) son una base de Ty(a) y por tanto

a+Ty(a)t = {xeR": (Djp(b)|x—a)=0,Vj=1,...,k}.
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Extremo condicionado. Sean X un espacio topolégico, f : X — R una funcién y C un
subconjunto de X.

Se dice que f alcanza en un punto a € C un méiximo condicionado por C si existe un
entorno abierto U de a tal que

fx) < f(a), VxeUnNC.

Se dice que f alcanza en un punto a € C un maximo condicionado por C estricto si existe un
entorno abierto U de a tal que

fx) < fla), VxeUNC\{a}.

Si se cambian las desigualdades en las definiciones anteriores, aparecen los conceptos de
minimo condicionado y minimo condicionado estricto. Un extremo condicionado es o bien
un maximo condicionado, o bien un minimo condicionado.

Teorema de Lagrange (Condicion necesaria de extremo condicionado). Sean k,m,N €
N con k4+m = N y M una variedad en RY de dimension k, G un abierto de RV que contiene
aMy f:G— R un campo escalar derivable. Si la funcion f alcanza en un punto a de la
variedad M un extremo condicionado por dicha variedad y g es una funcion que determina
localmente M en a, entonces existen tinicos nimeros reales ,. .., 0, € R tales que

D(f+aigi+...+ ttugm)(a) =0.

Teorema (Condiciones neces. y sufic. de extremo condicionado). Sean k,m,N € N con
k+m =N, y M una variedad en R" de dimensién k, G un abierto de R que contiene a M y
f: G — R un campo escalar derivable. Sean a € M, g una funcién que determina localmente
Menay o € R™ tales que (a, o) es un punto critico de la funcién de Lagrange L.

Si las funciones f y g son dos veces derivables en a y

2
d"La(a)13,(a)
es no nula se verifican las siguientes afirmaciones:

i) (Condiciones suficientes)
Si
d*Lo(a)(u) <0, Yu e Ty(a)\{0},
entonces f alcanza en a un maximo condicionado por M estricto.
Si
d*Lo(a)(u) >0, Yue Ty(a)\{0},
entonces f alcanza en a un minimo condicionado por M estricto.

ii) (Condiciones necesarias)
Si f alcanza en a un maximo condicionado por M, entonces

d*Lo(a)(u) <0, Yu e Ty(a)\{0}.

Si f alcanza en a un minimo condicionado por M, entonces

d*Lo(a)(u) >0, Yu e Ty (a)\{0}.
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Véanse ademds los apartados sobre:
= Aplicacion del Teorema de Lagrange al cdlculo de extremos absolutos.

» Estudio préictico de las condiciones de extremo en los puntos criticos.
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9.8. Ejercicios del Tema 9

9.1 Sean k,N € N con k < N. Probar que una variedad afin de dimensién k en R" es una
variedad (diferenciable) de dimensién k en RV .

9.2 (*) Sea N un numero natural mayor que uno. Probar que no existe una parametrizacion
cartesiana global de S|, (0, 1) . Calcular parametrizaciones cartesianas locales de dicha
variedad.

Calcula una parametrizacion cartesiana global de la variedad M del Ejemplo 9.5.c).
9.3 Sea N un numero natural mayor que uno. Probar que el conjunto

M={xeR": ||x]|=1y 3jic{l,...,N} talque |x;j| =1}

es una variedad en R" de dimensién N — 1 que esta globalmente determinada.

9.4 Justificar que cada uno de los subconjuntos de R? es una variedad y calcular los espa-
cios tangente y normal en el punto (a,b,c) que se indica:

1. (Elipsoide)

2 2

M= R3: & = =3 0) ; (a,b,c) =
={erd € skt 5 =3 (@8> 0); (@)= (o~

2. (Paraboloide hiperbdlico)

M= {(x,y,2) eR*: z=x*—»*}; (a,b,c) = (0,0,0).

3. (Hélice)

M = {(cost ,sent , t): t €R}; (a,b,c) = (—1,0,7).

4. (Borde de la boveda de Viviani)

1\2 1
M:{(x,y,z)eszR+: 4y 42 =1, (x——) +y2:—}; (a,b,c)=(0,0,1).
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5. (Toro)

M= {(x,y,z) eR?: (\/x2+y2—2)2+z2 = 1} ; (a,b,c) = (3,0,0).
9.5 Probar que paraa = (ay,...,ay) cona; >0 (i=1,...,N) son equivalentes

Darav< (%) (lalz=1).

ar+---+an

11) Nal...aNS N

Ademads en ambos casos se da la igualdad si, y s6lo si,a; =--- =ay .

9.6

i) Determinar las dimensiones del ortoedro en R> de superficie lateral seis unidades
y volumen méaximo ¢ Existe un ortoedro de volumen minimo con dicha superficie
lateral?

ii) (Existe un ortoedro de superficie lateral médxima con volumen fijo una unidad?

9.7 Determinar las dimensiones del ortoedro de mayor volumen que se puede inscribir en
el elipsoide

—S+5+5=1 (ab,c>0).

9.8 Calcular la distancia minima de un punto a un plano en R3,

9.9 Determinar los extremos absolutos de las siguientes funciones en el conjunto K indica-
do:

f(x,y) = 2x* —3y* — 2x, K::{(x,y)ERZ:x2+y2§5}
g(x,y) = 10xy —x’y —xy?, K:= {(x,y) eR?:0<x,0<yx+y< 10}
h(x,y) =x*+y? —xy—x—y, K:={(x,y) eR?*:0<x,0<yx+y< 3}
u(x,y) = x> — 2xy +y, K::{(x,y)E]RZ:xz—i—yngx}.

v(x,y)=y—x, K:= {(x,y) € R? :x2+y2—2x:0}.

9.10 Estudiar los extremos la funcidén
fey,z) =xyz, V(x,y,z) €R?

condicionados por el conjunto

{(x,y,z) ER :x+y+z= 1}.
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9.9. Soluciones de los ejercicios del Tema 9.

9.1 Si la variedad afin viene dada como en la motivacidn, esto es,
M={xecR": AX' +b =0},

donde la matriz de nimeros reales A = <ai j) | <i<N_g tiene rango maximo, es decir, N —
I<j<N

k,y b € RV=* entonces es inmediato que M es una variedad globalmente determinada

por la funcién g : RNV — RN~k definida por

g(x) =AX +b

que es de clase ¢~ y, como Jg(x) =A, Vx € RN, se verifica también que
rango (Jg(x)) =N —k, Vx € RV,

Es claro que el espacio tangente a M en cualquier punto es {x € RV : Ax' =0}.

Si por el contrario la variedad viene dada por M = a+ S, con a € R" y S un subespacio
de dimensién k de RY. Consideramos el espacio cociente

RN /S =~ R™,
conm = N — k y la aplicacién proyeccién canénica 7 : RN — R dada por
T(x)=x4+S= (Xkr1,---,XN)

(Sea {uy,...,ux} una base del subespacio S. Dicha base se puede prolongar de manera
que
{ulv"'aukvuk—Ha'-'auN}

sea una base de RV. Sea ahora xjuj + - - - +xyuy un representante de la clase, entonces
(x1uy + -+ XU ) + S (Xt 15, XN).

Es claro que T es una aplicacion lineal y sobreyectiva, luego el rango de la matriz
asociadaa T es m, y S es el nicleo de T. La aplicacién g : RY — R™ definida por

gr)=Tx-a)=T(x)-T(a)

es derivable en todo punto con derivada Dg(x) = T, Vx € RV, luego g es de clase €.
La variedad diferenciable determinada globalmente por g es

{xeRY: g(x) =0} ={xcRY: T(x—a) =0} =

(xeRV:x—acS}={xcR"V:xca+S} =M.
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9.2 5, (0, 1) es un compacto de R" luego no puede ser homeomorfo a un abierto de RV 1.

En consecuencia )., (0, 1) no admite una parametrizacion cartesiana global. Sin em-
bargo § H,H2(O, 1) si tiene parametrizaciones locales sencillas. Por ejemplo si ay # 0,
témese U la bola unidad euclidea abierta de RV !y

(y, 1—HyH%> si ay >0, con Q=U xR"

p(y) = _ :
<y,—@/1—|]y||%) si ay <0, con Q=U xR~

Veamos en primer lugar el caso particular N = 2. Sean QF = R x R* los semiplanos
abiertos, y consideremos el abierto de R

U:={xeR: 0<|x] <1} =]-1,0[U]0,1].
Consideremos por ultimo las parametrizaciones
pi(x) == (x,£(1—x])), Vx e U.
Entonces

» (Q",U,p.) es una parametrizacion cartesiana local para todo punto de M con
ordenada positiva.

= (Q7,U,p-) es una parametrizacion cartesiana local para todo punto de M con
ordenada negativa.

Una parametrizacion cartesiana global se consigue separando el dominio de definicion
U =U-1=]-2,—-1[U] - 1,0]
Ut =U+1=]0,1]U]1,2|
p:U-UU*' — R? dada por

de ambas: Si notamos { , entonces la aplicacion

_fp—(x+1) sixeU™
Px) = {p+(x—1) si xeU™

es una parametrizacion cartesiana global de M.

Veamos ahora el caso general. Sean
Qt={xeRV: 0<xy} y Q@ ={xeR": xy <0}
los dos semiespacios abiertos de R". Consideremos el abierto de R¥—! dado por
U={(xt,....xx_1) ERNV s xq . xn 1 #0, |xq|+-+|av_1| <1}
Las aplicaciones p4 : U — R" dadas por

P, cxv—1) = (X1, xv- £ (=] = = ov-i]))
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son respectivamente parametrizaciones cartesianas locales de M N Q*. En consecuen-
cia, si consideramos los abiertos

U =U—(1,...,1) y U'=U+(1,...,1),
entonces (RY,UTUU~, p), donde

p(x1 Xy I)Z{PE(Xl,---,xN—1)+(1,...,1)) i (x1,...,xn—1) EU™
ST p((x1, o xn—1)+(1,...,1)) si (x1,...,xav—1) €UT

es una parametrizacion cartesiana global de M .

9.3 La funcién

gx)=|xll—1, Vx€ G={xc RV :3jic {1,...,N} tal que |x;| = ||x[|oo}
ai

es de clase € verificando Jg(a) = (0, .oy 0, Tail
ai

,O,...,O),paracadaa € G con |gj| =

||a||s, y en consecuencia

rango (Jy(a)) =1, Va € G.

Asi M es una variedad en R" de dimensién N — 1.

9.4 Todos los casos son variedades propias en R y en consecuencia de dimensién 2 (resp.
1). Se trata pues de describir el plano (resp. la recta) tangente y la recta (resp. el plano)
normal a la variedad M en el punto (a,b,c).

Conviene recordar que si A2 4 B> +C2, o> + B? + 7> > 0, entonces se tiene que

=A(x—a)+B(y—b)+C(z—c)=0

X= a+ot .
r=qy= b+pt (teR)

= c+nt
x=a-+At

L={y=b+Bt (teR)
Z—c+Ct

L=a(x —b)+7y(z—c)=0

1. (Elipsoide) La funcién
2 22

g(X,y,Z) = @‘FE"}_? _37 V(x,y,z) €EG= R3\{(07070)}

2x 2y 2z
Ea@u?

rango (Jy(x,,2)) =1, Y(x,y,2) € G.

es de clase € con J,(x,y,2) = ( ) y en consecuencia
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Asi M es una variedad en R3 de dimensién 2.

2 2 2
Plano tangente: Como J, (o, B, —7) = (— —;/) , la ecuacion del plano tan-

(X, Ev
1 1 1

L)+ gO-B) =0

gente es

Recta normal:

. (Paraboloide hiperbdlico) Es la grafica de la funcién de clase 4> definida por

@(x,y) =x* —*, ¥(x,y) € R?

Asi M es una variedad en R? de dimensi6n 2.

d d
Plano tangente: Como 8_(P<0’0) = a—(P(O, 0) = 0, la ecuacion del plano tangente
X y

esz=0.
Recta normal:

x=0

y=0 (reR).

7=t

. (Hélice) La funcion

p(t) = (cost,sent,t), Vt € R,

es de clase €™ con p/(t) = (—sent,cost, 1), y en consecuencia
rango (p'(1)) =1, Vt €R.

Asi M es una variedad en R3 de dimensién 1.

Recta tangente: Como p’(7) = (0,—1, 1), la ecuacién de la recta tangente es

x= -1
y= -t (teR).
7= T+t

Plano normal:
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4. (Borde de la boveda de Viviani) La funcién
1
g:G:RxRxW\{(E,o,z) :zeR} L, R?

dada por
goy2) = (@ +y + 2 = 1,07 —x+)?)
2x 2y 2z

es de clase € con J,y(x,y,2) = (Zx— 1 2y 0

) , Y €n consecuencia

rango (Jg(x,y,2)) =2, ¥(x,y,2) €G

(se han suprimido los puntos de la recta perpendicular al plano OXY que pasa por
. . 1\2 2 1
el cetro de la circunferencia (x - 5) +y =17
Asi M es una variedad en R? de dimensién 1.
0 O
-1 0 0

recta tangente es por ejemplo (0,1,0), y en consecuencia la ecuacion de la recta
tangente es

Recta tangente: Como J,(0,0,1) =

), un vector de direccion de la

x= 0
y= t (t€R).
z= 1

Plano normal: y = 0.

5. (Toro) La funcién
g:G=R3\{(0,0,z) : ze RYU{(x,y,0) : x> +y* =4} — R

dada por
g6 y.2) = (VP =2) +2 -1

es de clase ¥ con

Jo(ty.2) = 2(\/x2+y2=2)x 2(\/x2+y*—2)y 5
g\WX),2) = \/m ) \/m y 22|,

y en consecuencia
rango (Jg(x,,2)) =1, V(x,y,2) € G

(hay que quitar los puntos del eje OZ y la circunferencia eje interior del toro, esto
es, el conjunto de centros de las circunferencias que describen el toro).

Asi M es una variedad en R de dimensién 2.

Plano tangente: Como J¢(3,0,0) = (2,0,0), la ecuacion del plano tangente es x —
3=0.
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Recta normal:

x= 34t
y= 0 (reR)
= 0

9.5 i) = ii) Si a = 0 no hay nada que probar, en otro caso aplicando i) al vector 9 e

. lall2”
tiene que
ai...ay 1.x
Lt < ()
N — Y
(llall2) N
o lo que es lo mismo
2 2
N2 o T tay
al...aNST

2

de donde se deduce ii) sin mds que observar que tan arbitrarios son los a; como los a;.

ii) = i) Se tiene que
ai+---+a
N Y

N/ 2 2
al...aNS

lo que en el caso de que ||a||; = 1 equivale a

1
< | —
* aN—<N)

Sabemos que en ambos casos se da la igualdad si, y sélo si, a; =--- = ay .

N
2

9.6 i) La condicién viene dada por la funcién g : R™ x R x R™ — R dada por
g(x,y,2) =xy+xz+yz—3.
La variedad M en R? de dimensién 2 que define
M= {(x,y,z) ERT xR xRT : xy+xz+yz =3}

no es compacta. La funcién a minimizar sobre M es f: RT x Rt x RT — R
definida por

f(x,y,2) = xyz.
Funcion de Lagrange: L: RT x R x R* x R — R definida por

L(x,y,z,A) =xyz+A(xy+xz+yz—3)

Sistema de Lagrange:

yz+A(y+2)=0
xz+A(x+2)=0

xy+A(x+y)=0
xy+xz+yz=3

x,y,2>0
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Solucion: .
= (1,1,1), a=—.
a ( ) ) )7 2

Haciendo un estudio paralelo al realizado en el Ejemplo 9.15 obtendriamos

1 1 1
H:G _01 _01) -1 0 :(_} 7)
0 -1 2
y concluiriamos que f alcanza en a = (1, 1,1) un maximo estricto condicionado.

La justificacién topoldgica de que es mdximo absoluto ahora no es dificil con-
siderando el compacto

= O =
[esX ST

RI—I— O

K:{(X,y,Z) GRE)‘_XR(—)F XRS_ :xy+xZ+yZ:3}_

Utilizando la desigualdad de las medias tenemos:

W < xy—l—x;#—yz,

ademds se da la igualdad si, y s6lo si, xy =xz = yz, estoes,x =y = z.

Al haber un sélo punto critico, concluimos que no existe un ortoedro de volumen
minimo con dicha superficie lateral. Una prueba alternativa de este hecho es la
siguiente: Dado un natural n, tomando los valores

ii) No existe un ortoedro de superficie lateral maximo con volumen una unidad, pues
hay un sélo punto critico. Una prueba alternativa es la siguiente: dado un natural
n, si tomamos

1
X=n,y—= ;7Z:1 = XY+ XZ+YyZ — +oo.

9.7 Se puede hacer un estudio utilizando la funcién de Lagrange
L:R" xRt xRt xR—R

definida por
N N $2 y2 2
L IRZRES] - 8 <_ ') 5 1>7
(x,v,2,4) xyz + a2+b2+c2

pero es mejor proceder usando la desigualdad de las medias:

2 2 2
[ v2v2,2 XX 4z 1 8\/§
3/ X°Y=Z 2T 2 2
azbzczg 4 3 < —g <~ 8xyz§Tabc,




348 9. Variedades. Extremos condicionados.

y se da la igualdad si, y sélo si,

y como se verifica

concluimos que la solucién es
a\/§ /3 C\/§
X = ——— =
3 Y y 3 ) Z 3 9

—4+/3abc

que corresponde al valor del pardmetro o = 9

9.8 Sea
T=Ax+By+Cz=Dcon A>+B*>*+C*>0

y el punto (a,b,c). Queremos hacer minimo

d=\/x=a+ =2+ (=P ((xy2) €m),

6 lo que es igual, hacer minimo d?.

Funcion de Lagrange: L : R* — R dada por
L(x,y,2,A) = (x—a)* 4 (y —b)* + (z—¢)* + A(Ax+ By + Cz— D).
Sistema de Lagrange:

2x—a)+AA=0
2(y—b)+AB=0
2(z—c)+AC=0
Ax+By+Cz=D

= 2<A(x—a)—|—B(y—b)—|—C(Z—C)) = —;L(A2+BZ+C2)7

es decir,
2(1)— (Aa+Bb+Cc)> = _AAX+B 4 CP),
equivalentemente
P 2(Aa+Bb+Cc—D)
A2+ B2+ (C?
Solucion:
2(Aa+Bb+Cc—D)
(x,y2), a= A2 L B4 (2 )
con lo que

o? <A2+BZ+C2)
d*=(x—a)*+(y—b)*+(z—c)* = 1 =
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9.9

B (Aa+Bb+Cc—D)?
A2+B2+Cr

es decir,

g |Aa+ Bb+ Cc — D|
VAZ+B2+C?
La justificacion de que es minimo absoluto es facil (ver Ejercicio 2.10 que utiliza la
propiedad de Bolzano-Weierstrass.)

Los conjuntos K son compactos y las funciones son continuas luego alcanzan el méx-
imo y el minimo absolutos. Es claro que los extremos absolutos son también extremos
condicionados (relativos en el caso de abiertos). Si el punto donde f alcanza un ex-
tremo absoluto pertenece al interior de K, entonces f alcanza en él un extremo relativo
y en consecuencia las derivadas parciales de f en dicho punto son nulas. En otro caso,
el punto pertenece a la frontera de K y se estudia como extremos condicionados (la
frontera de K 6 es una variedad 6 es union finita de variedades disjuntas).

f(x) =% -3y —2x. K:= {(x,y) eER*: X2 4+y? < 5}_

En este caso K es un circulo de centro el origen y radio v/5.

a
Tg(x,y) =4x-2 )
&L (x,y) = —6y

1
El tnico punto critico es a = (E’())'

Estudio en el interior:

Estudio en la frontera:

Funcién de Lagrange: L : (R?\{(0,0)}) x R — R definida por
L(x,y,A) = 2x* —3y? = 2x+ A (x* +y* —5).

Sistema de Lagrange:

(i+§)xi(l) y=0:>x=:|:\/§,/l:%—2
(2— )2Y— = A3y Ly i
x“+y =5 =X =135,V = 3

Solucion:
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En consecuencia, f alcanza el maximo en c y vale 10+ 2+/5, mientras que el minimo

vale —% = —152ysealcanzaendy e.

g(x,y) = 10xy —x*y —xy*, K:= {(x,y) ER*:0<x,0<yx+y< 10}

K es el triangulo de vértices (0,0),(0,10),(10,0).

Estudio en el interior:

%(x,y) =10y —2xy —y?
%8 (x,y) =10x—x> —2xy [

dy
L » 10 10
El Gnico punto critico es a = <?, ?> .
Estudio en la frontera:

La frontera es unién disjunta de 4 variedades globalmente determinadas:

M; ={(0,0),(0,10),(10,0)} (de dimensién cero),
My ={(x,y) eR*:x=0,0 <y < 10},
Mz = {(x,y) €R*:y=10,0 < x < 10},
My ={(x,y) € R?2:0<x,0<y x+y= 10},
de dimension uno.

La funcién g(x,y) = (10 — x — y)xy se anula en todos los puntos de la frontera y en el
interior de K toma valores positivos, luego alcanza el minimo en la frontera y éste vale

. . o 103
cero y el maximo lo alcanza en el punto critico del interior y vale <?> .

h(x,y) =x+y*—xy—x—y, K:= {(x,y) ER*:0<x,0<yx+y< 3}

K es el triangulo de vértices (0,0),(0,3),(3,0).
Estudio en el interior: {

El dnico punto critico es a = (1,

(x,y) =2x—y—1
(xvy)zzy_x_l .

= [

~— =

Estudio en la frontera:
La frontera es unién disjunta de 4 variedades globalmente determinadas:

M; = {(0,0),(0,3),(3,0)} (de dimension cero),

My ={(x,y) eR*:x=0,0 <y <3},
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Ms ={(x,y) €R*:y=0,0 <x <3},
My ={(x,y) ER*:0<x,0<y, x+y=3},
de dimension uno.

En las variedades M, y M3 los puntos criticos son

-0l) 13y (. 7

Estudiamos los extremos condicionados de /& en My.

Funcién de Lagrange: L : Rt x RT™ x R — R definida por
L,y A) =x>+y* —xy—x—y+A(x+y—3).

Sistema de Lagrange:
2x—y—14+A=0
2y—x—14+A1=0
x+y=3

33 —1
b—Qi> o=

Evaluando se obtiene que % alcanza el maximo en (0,3) y (3,0) y éste vale 6; el minimo
vale -1 y se alcanzaen a = (1,1).

Solucion:

() =2 =2y, K= {(69) €B 47 <20

K es el circulo de centro (1,0) y radio 1. La propiedad de compacidad nos asegura
que f alcanza el mdximo y el minimo absolutos en K. Si el punto donde f alcanza un
extremo absoluto pertenece al interior de K, esto es, al conjunto

{(x,y) e R? : ¥* +y? < 2x},

entonces f alcanza en €l un extremo relativo y en consecuencia las derivadas parciales
de f en dicho punto son nulas, esto es, es solucion del sistema

Vix,y) =0 < { g;;g:;};zg }@x:y.

Puntos criticos: {(x,x) : 0 < x < 1}.

Estudio en la frontera:

M = {(x,y) € R? : x* +y* —2x = 0}.
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Estudiamos ahora los extremos condicionados por M. Obsérvese que M es la variedad
en R? de dimensién uno determinada globalmente por la funcién de clase €

g(x,y) =x>+y*—2x, V(x,y) € G=R>\{(1,0)},

pues
rango (Jy(x,y)) =1, V(x,y) €G.

Funcion de Lagrange: L : G x R — R definida por
L()C,y,ﬂ,) = x2 - 2xy+y2 + A(XZ +y2 — 2)6)

Sistema de Lagrange:

Finalmente, evaluando u se obtiene que
u(x,x) =0, u(d)=34+2v2, ule)=3-2V2.

En consecuencia, el méximo se alcanza en d y el minimo vale cero y se alcanza en los
puntos del conjunto {(x,x) :0 <x << 1}.

vx,y) =y—x, K:= {(x,y) e R? :x2+y2—2x:0}.

La funcién

glx,y) =x*+y*—2x, V(x,y) € G=R*\{(1,0)}

es de clase € y verifica
rango (Jy(x,y)) =1, V(x,y)€G

por lo que M es la variedad de dimensién uno en R? globalmente determinada por
g. De hecho M es la circunferencia C((1,0), 1), luego es compacta, lo que asegura la
existencia de extremos absolutos.

En este caso, el interior del conjunto es vacio.

Estudio en Ia frontera:
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Funcion de Lagrange: L : G x R — R definida por
L(X,y,),) =Yy —X-I—),(XZ +y2 - 2)(?)
Sistema de Lagrange:

—14+2Ax—24 =0 1=2A(x—1)

1+24y=0 < { —1=2y @(A;AO){xzy:i:xe & 2% —4x+1=0.
X +y?P—2x=0 X% +y? =2x y =
Solucion:
_<2+\/_ —\/§> V2, b_<2—\/§ \/§> B_—\/§
T\ o T P T )P T

Concluimos que v alcanza el maximo en b y en a el minimo, y estos valen —1 ++/2 y
—1- \/5, respectivamente.

9.10

feyz) =xyz, V(xyz)eM={(xyz) eR x+y+z=1}.
Funcion de Lagrange: L : R* — R definida por
L(x,y,2,A) =xyz+A(x+y+z—1).

Sistema de Lagrange:

yzH+A =0
xZ+A =0 e
xy+A=0 yem =y
x+y+z=1
Soluciones: L1 .
=(=,=,=), a=—; b=(1,0,0), p=0,
. (3’3’3)’ 9 (1,0,0),
c=(0,1,0), B=0; d=(0,0,1), B=0
0 z vy
Hp,(x,y,2) = Hrg(x,,2) = | 2 0 x
y 0
1 011 00O 0 01 010
Hy=3|10 1), H={00 1) H=[000] H=|100
1 10 010 1 00 000

1 -1 O
Jg:(l,l,l) = K(X,y,z): (O 1 _1)
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L on[0 Ly /1 0 5
o 1 —1)(P o b b=
110/ \0 -1

f alcanza en a un maximo condicionado estricto.

L1 oN[0 00y /1 0 o 1
o 1 )l =t f={]
010/ \o —I

f no alcanza en b un extremo condicionado.

L1 onfoOo /1 0 0 1
o 1 _g)looo)f-t 1t )=("
100/\o -1

f no alcanza en ¢ un extremo condicionado.

1 -1 o 010 1 0 5 1
0 1 -1 1 00 -1 1 |= 1 0
0 0O 0 -1
f no alcanza en d un extremo condicionado.

Una prueba alternativa de que en b no se alcanza un extremo condicionado es la sigu-
iente: para cada natural n se tiene

(47 <oer(hD)

El mismo argumento se puede usar también para los puntos c y d.
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Capitulo I11

Integracion






Tema 10
Medida de Lebesgue en R”,

Desde la antigiiedad el hombre ha tenido que enfrentarse al problema de medir longitudes,
areas y volumenes; si bien de hecho la historia estd llena de acontecimientos que asi lo avalan,
hay que constatar que la formalizacion de la teoria de la medida es reciente.

La medida de Lebesgue en R" es una extensién de la nocién elemental de volumen de
un intervalo acotado N-dimensional a una muy amplia clase de subconjuntos de R". Puesto
que la medida de Lebesgue tiene diferente significado en espacios de distinta dimension, es
usual fijar la dimensién N € N, lo que haremos desde este momento, y en consecuencia no
serd necesario indicarla explicitamente en la notacién.

El procedimiento que seguiremos para construir la medida de Lebesgue en RY consistird
en definir directamente la medida exterior de Lebesgue a partir del volumen de un intervalo
acotado y restringir dicha medida exterior a la amplia clase de los conjuntos medibles, clase
que describiremos utilizando la topologia (Teorema 10.15), aunque se probard también que
no hay que disponer de la topologia para conocer los conjuntos de dicha clase (Teorema
10.16).

En términos generales el problema de medir en RY consiste en asignar a cada subconjunto
A de RY su medida u(A), con la que se pretende cuantificar su tamafio. Naturalmente esta
asignacion ha de poseer ciertas cualidades que nos dicta la razén, a saber

B(A) >0y u(AU...UA,) = p(Ar) +... +u(A,)

para cualesquiera conjuntos Ag,...,A, disjuntos entre si. No obstante, el desarrollo exitoso
de la teoria exige que la anterior condicion de aditividad sea vdlida para cualquier sucesion
{A,} de conjuntos disjuntos entre si, esto es

1 (UriAn) Zu

Es también natural requerir que la medida asignada a los intervalos N-dimensionales ven-
ga dada por la férmula tradicional. No todos los subconjuntos de RV se pueden someter a
estas reglas. Aquellos que si lo hacen constituyen una familia, los conjuntos medibles, que
goza de las propiedades que seguidamente codificamos. Conviene resaltar que el trabajo con
medidas involucra inexorablemente el conjunto [0, ] (véase el Apéndice A en el que se reco-
gen las nociones usadas habitualmente en dicho conjunto).
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10.1. o-algebras y medidas.

Definicion 10.1 (o-dlgebra y medida). Una o-dlgebra en un conjunto no vacio { es una
familia o7 C 22(Q) que verifica las siguientes propiedades:

i) Qe .
i) Ac o/ = AC:=Q\Aec .
i) [Ap € &, VneN]|=U>_ A, €.

Los elementos de .o/ se llaman conjuntos medibles y el par (Q,.2/) se llama espacio medible.
Dado un espacio medible (Q,<7), una medida sobre </ es una aplicacion
U : o/ — [0,00| G-aditiva, es decir:

[Ape o VneNANA =0 (i#j)] = n(UAn) = ) 1(An).
n=1

Es natural que (@) = 0 lo que ocurre, como veremos, si existe A € .o/ tal que p(A) < oo. Por
ello, se supondré siempre que existe un conjunto de medida finita.

La terna (Q,.27, 1) se llama un espacio de medida.

Se dice que un espacio de medida (Q,.o7, 1) es completo si cualquier subconjunto de un
conjunto de medida cero es medible, esto es

[Aec o/ ,u(A)=0,BCA]|=Be ,

de lo cual se deducird enseguida que, en tal caso, u(B) = 0.

Proposicién 10.2 (Propiedades de las o-dlgebras y de las medidas). Sea (Q,.%7) un espacio
medible.

1) Se verifican las siguientes afirmaciones:

a) 0 e df.

b) ABe o/ =AUBE .

c) [Ane #,VneN|=nN"_ A, €.
d) A Be o/ =ANBE .

e) A\ Be o/ = A\Be .
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2) Si u es una medida sobre <7, entonces:

i) 1(0) =
ii) [A,B€ «/,ANB =0 = (AUB) = u(A) + 1(B) (aditividad).
iii) [A,B € o/,A C B| = u(A) < u(B) (monotonia).
v) [Ap € oA, CApi1,Vne N = pu(Ur_|A,) =lim i (A,)(crecimiento continuo).
v) [An€ A A DAnt1, VneN, (A1) < ool = u(N_A,) =limpu(A,) (decrecimiento continuo).
vi) [A,B€ /] = u(AUB) < u(A)+ u(B) (subaditividad).
vii) [A, € o, VneN| = pu(Ur_Ay) < Yo W(Ay) (o-subaditividad).

Destracio’n:
1
a) Es consecuencia de i) y ii) de la definicién ya que Q¢ = 0.
b) Basta hacer en iii) de la definicion A = A|,B=A; = A3z = ...
¢) Es consecuencia de ii) y iii) de la definicién ya que N>_ A, = (U 1AS)C.
) Se prueba como b) pero utilizando ¢).
) Es consecuencia de laigualdad A\B = AN B¢ usando d) y el axioma ii) de la definicién.

i) Tomemos A € o tal que i(A) < o, entonces

S

1(A) = L(AUOUO...) = p(A) + p(0) + pn(0) + ...,

luego u(0) =
i) L (AUB) = u(AUBUQUOU...) = u(A)+u(B)+0+0+... = u(A)+ u(B).
iii) P(A) < p(A) + pn(B\A) = u(AU(B\A)) = u(B).
iv) Pongamos By = A y B,+1 =Ant1\A,, Vn € N. Se tiene que:

Ap=Uj_By,Vne N y, enconsecuencia, U, _;A,=U;_ By

con lo que

p(Un=1An) = p(UeZ  Be) = Z

lim (u(B1) +...+1(By)) = limp (Ui By) = lim pu(Ay),

donde se ha utilizado el axioma de c-aditividad, el concepto de serie y la propiedad de adi-
tividad finita.
v) La propiedad de aditividad finita nos asegura para n € N que

(A1) = p(A1\AL) + 1 (An),

y también que
(A1) = (M An) + 1 (AN L2 An)

con lo que al ser 1L(A}) < oo, utilizando ademas iv), se tiene

1A — 1 (ME21AR) = 1 (AN ML An) = (UL (AN\AR)) =
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limp(A1\Ap) =lim(u (A1) — n(An)) = p(Ar) —lim i (Ap)
de donde obviamente se deduce la propiedad v).

vi) L(AUB) = (AU (B\A)) = t(A) + u(B\A) < u(A) + u(B).
vii) Pongamos B, = U]_, Ay, Vn € N. Se tiene que

n (o)

u (U;ozlAn) =H (Uilen) = hm:u<Bn) <lim Z .u(Ak) = Z H(An)7
k=1 n=1

donde se han utilizado iv), vi) y el concepto de serie. ]

Nota 10.3. Obsérvese que ahora la o-subaditividad asegura que, en cualquier espacio de
medida, la uniéon numerable de conjuntos de medida cero es de medida cero.

Definicion 10.4 (Propiedad c.p.d.). Sea (Q, .7, 1) un espacio de medida. Se dice que una
propiedad P(®) relativa a un punto genérico @ € Q se verifica casi por doquier con respecto a
u (u-c.p.d.), o bien, para casi todo punto de € con respecto a U
(u-ct € Q), si el conjunto de puntos donde dicha propiedad no se verifica es un conjunto
de medida cero. Se omite la referencia a la medida u si no hay lugar a confusion.

Por ejemplo, la funcién parte entera E : R — R es continua c.p.d. ya que el conjunto Z de
puntos de discontinuidad tiene medida cero (segtn la Nota 10.3).

Si (Q,47, 1) es un espacio de medida y {P,} es una sucesién de propiedades relativas a
un punto genérico @ € £ tal que cada una de las P, se verifica c.p.d., entonces se verifican
todas simultdineamente c.p.d., es decir, si se considera la propiedad P determinada por: “P se
verifica en o si, y s6lo si, todas las P, se verifican en ®”, entonces P se verifica c.p.d. En
efecto, si para cada n natural E, C Q es el conjunto de medida cero en el que no se verifica
P,, entonces el conjunto

E:={we€ Q:Pno se verificaen o}

es de medida cero, pues E = U, cNEj,.
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Ejemplos 10.5 (o-édlgebras y medidas).

a) La o-dlgebra generada por una familia de subconjuntos de Q.

La familia &2(Q) constituida por todos los subconjuntos de Q es una c-dlgebra en Q.
Si {< :i € I} es una familia de o-dlgebras en €, entonces &/ = N7 es una O-
dlgebra en Q. En consecuencia si & es una familia de subconjuntos de €, entonces la
interseccion de todas las o-dlgebras en Q que contienen a ¥ (entre las cuales hay al
menos una: &(Q)) es la menor c-dlgebra en Q que contiene a Z y recibe el nombre
de o-dlgebra generada por 9.

b) La o-algebra de Borel y la medida de Borel-Lebesgue.

Todo espacio topoldgico (X,3) se considerard un espacio medible con la
o-dlgebra generada por la familia 3 de los abiertos de X. A esta o-dlgebra se la llama
o-algebra de Borel.

La o-dlgebra de Borel en RY es la o-dlgebra generada por la familia 3 de los abiertos
de RV, se nota por 4 y sus elementos se denominan conjuntos borelianos.

Es claro que los conjuntos cerrados son borelianos, asi como que # estd generada
también por la familia .% de los cerrados de RY. De hecho % contiene las siguientes
familias de subconjuntos topoldgicamente relevantes:

i) Conjuntos del tipo G5 que son aquellos conjuntos que se pueden expresar como
interseccidén numerable (y decreciente, si se quiere) de abiertos.

ii) Conjuntos del tipo F; que son aquellos conjuntos que se pueden expresar como
unioén numerable de cerrados. Es inmediato comprobar que un conjunto B del tipo
F5 se puede expresar como unién numerable y creciente de conjuntos compactos.
En efecto si B = U;,>_, F,, es una expresién de B como union de cerrados, también

oo

B se puede expresar de la forma B = U;°_, K, donde para cada n
K, =B(0,n)N(FU...UE,).

Se verd mas adelante que # es la o-dlgebra generada por los intervalos acotados de
RN (ver Corolario 10.9). La relevancia de esta o-dlgebra radica en el hecho de que
existe una tinica medida sobre 9 que extiende el volumen de los intervalos acotados
(ver Teorema 10.15). Esta medida recibe el nombre de medida de Borel-Lebesgue, se
nota por A y se puede describir de la siguiente manera:

A(B) = inf{Zv(In) : B C U,eny, I, intervalos acotados } ,VBe A

(ver de nuevo 10.15).

La expresion que define la medida de Borel-Lebesgue tiene perfecto sentido para cualquier
subconjunto de RN dando lugar a la llamada medida exterior de Lebesgue, A*. Desgra-

ciadamente A* no es una medida sobre la o-dlgebra Z(RV) (ver ejercicios 10.8 y
10.9).
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c) La o-dlgebra y la medida de Lebesgue.

La o-dlgebra de Lebesgue en RY (que presentamos en el Teorema 10.5), se nota por
My es lamayor c-dlgebra en RV que contiene a los intervalos acotados y sobre la cual
la medida exterior de Lebesgue es aditiva (ver ejercicio 10.4). De hecho la restricciéon
de A* a . es la tnica medida sobre .# que extiende el volumen de los intervalos
acotados (ver Teorema 10.15). Esta medida recibe el nombre de medida de Lebesgue y
la notaremos también por A.

Curiosamente .# es s6lo un ligero agrandamiento de %, de hecho es la “completacion”
de 4, es decir:
M ={BUZ:Bec B,ZCAcHBconA(A)=0}

yparaBUZconBE€ By Z CA € P con A(A) =0 se define A(BUZ) = A(B) (ver
una vez mds 10.15 junto con 10.13). Es conocido sin embargo que existen extensiones
de la medida de Lebesgue, aunque no hay ninguna forma razonable de medir en todo

P(RY),

d) La o-dlgebra y la medida inducida.

Si (Q,.7) es un espacio medible y E es un subconjunto medible de Q no vacio, es
inmediato comprobar que

g ={ENA:Ac o} (={Aca:ACE})

es una o-algebra en E, que se denomina ¢-adlgebra inducida.

Si (Q,.o7, ) es un espacio de medida y E es un subconjunto medible no vacio de Q,
es inmediato probar que la restriccion, ug, de u a la o-dlgebra o/ es una medida
sobre @7 que se denomina medida inducida. En lo sucesivo cualquier subconjunto
medible no vacio de un espacio medible (resp. de medida) se considerard como un
espacio medible (resp. de medida) con la o-dlgebra (resp. la medida) inducida. La
terna (E, /g, Ug) se denomina espacio de medida inducido.

10.2. Construccion de la medida de Lebesgue en R".

Comenzamos ahora la construccién de la medida de Lebesgue en R". Como anuncidbamos,
el germen de dicha construccion es el volumen de los intervalos de dimensién N, concepto
que precisamos a continuacion.

Definicién 10.6 (Volumen de un intervalo de dimensién N). Un intervalo en RN o intervalo de dimension N
es un conjunto de la forma

I=1 xLhx---XIy
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donde I,1,...,Iy son intervalos (cada uno de ellos de cualquier tipo, abierto, cerrado o
semiabierto, acotado o no) en R. Cuando el intervalo / es acotado y no vacio se define su
volumen por:

v(I) := (supl} —infl;)--- (suply —infly).

Por coherencia convenimos que v(0) = 0.

Si N =1 el volumen 1-dimensional de un intervalo acotado I C R se llama la longitud de
I 'y se representa por £(I). Para N = 2 (N = 3) el volumen 2-dimensional (3-dimensional) de
un intervalo acotado en R? (R3), que no es otra cosa que un rectingulo (ortoedro) de lados
paralelos a los ejes, es el drea (volumen) de dicho rectdngulo (ortoedro).

Notaremos por _# a la familia de los intervalos acotados de RN,

Para algunas demostraciones es mds cémodo restringirse a una familia més pequeia de
intervalos acotados.

Definicién 10.7 (cubo diddico de dimensién N). Dado a = (ay,...,ay) € RY y § > 0, lla-
mamos N-cubo de lado 8 y vértice a al intervalo acotado

Q(a,8) = [ay,a1 + 6[x[az,ar + O[X... X [an,an + 8.

Para cada n € N notaremos por P, el conjunto de todos los N-cubos de lado zin con vértice en
un punto x de RV cuyas coordenadas sean muiltiplos enteros de zin Es decir:

1
Pn:{Q(x,ﬁ) :xE]RN,Z"xGZN}.

Tales intervalos acotados se denominan cubos diddicos de dimension N.

No es dificil probar que para cada natural # la familia P, constituye una particion (numer-
able) de RV,

En RY tenemos el siguiente resultado acerca de la expresién de un conjunto abierto como
unién de cubos diddicos disjuntos, que serd frecuentemente usado.

Proposicion 10.8 (Descomposicion candnica en cubos diddicos). Todo conjunto abierto no
vacio G en RN es unién de una sucesion {Q,} de N-cubos diddicos dos a dos disjuntos y
cuya adherencia estd contenida en G. Ademds si K C G y K es compacto entonces se verifica
que K C U0y para algin m € N.

Demostracion:

Paran = 1 sea S el conjunto de los N-cubos diddicos de lado % cuya adherencia esta con-
tenida en G. Paran € N, n > 1 sea S, el conjunto de los N-cubos diddicos de lado % cuya ad-
herencia estd contenida en G 'y no estin contenidos en  ningln
N-cubo diddico de lado mayor que zin cuya adherencia esté contenida a su vez en G. Como
U 1S, es una familia numerable de N-cubos diddicos, podemos considerar una enumeracion
{Qy : n € N} de ésta. Probamos ahora que la sucesion {Q,} satisface las propiedades de-
seadas.
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Para cada natural n definimos

oo U{Q:0€eS) siS,#0
L0 siS, =0

Es claro que U7, Q) = U | Fy y que G D U7 F,. Veamos que G C U;” | F;,. Para ello sea
x € G; por ser G abierto en RV existe p > 0 tal que Bw.(x,p) C G. Sea n € N tal que % <p
y sea Q € P, tal que x € Q (la familia P, es una particién de RM). Para todo y € O se tiene
que ||y — x[e < 21—n < p, asi resulta que Q C G; por tanto, o bien Q € S,,, 0 bien Q C Q' con
Q' € S,y y m < n. En cualquier caso se tiene que Q C U>_| F, por lo que x € U_ F,,. Hemos
demostrado asi que G = U;;:] Op.

Veamos que Q,NQ, =0 para p #q.Sea Q, €S,y O, € S,. Sim =nentonces Q, y Qy
son N-cubos diddicos distintos de igual lado y por tanto se tiene que Q, N Q, = 0. Si m # n,
0Op y Qg son N-cubos diddicos de distinto lado y, por definicion de los conjuntos S,, el de
menor lado no estd contenido en el de mayor lado, luego se tiene que Q, NQ, = 0.

Sea ahora K C G compacto. Si G = R" entonces Op € 81, Vp € Ny la existencia de m es
inmediata. En otro caso, sea:

a =inf{||y — x|« :x € K,y € R¥\ G}.

Por ser K compacto y RV\G cerrado y ambos disjuntos, ha de ser a > 0. Sea ng el mas
pequefio numero natural tal que 2%0 < a.Siahorax € Ky Q € P, es tal que x € Q, se tiene
que Q C G por lo cual, o bien Q € Sny» 0 bien Q C Q' con Q' € S, y m < ny, asi resulta que

KCU® F,.
Como K es un conjunto acotado es claro que para todo n € N el conjunto
{0:0€5,0NK #0}
es finito, en consecuencia la familia
{0:0€8,,0NK#0,1 <n<np}

es finita y, segin acabamos de ver, K estd contenido en la unién de dicha familia, luego
dm € Ntalque K C U | O,. .
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Corolario 10.9. La o-dlgebra generada por ¢ coincide con la 6-dlgebra de Borel 4.

Demostracion:

Sea .7 la o-dlgebra generada por ¢ . En vista del resultado anterior se tiene que S C &/
y por tanto % C /. Veamos que ¢ C % y en consecuencia &/ C 4. En efecto, basta
pensar que un intervalo acotado de dimensién N es la interseccién de 2N semiespacios que
obviamente son borelianos por ser abiertos o cerrados. .

Si A es un subconjunto de RY, la manera mds natural en la que cabe pensar medir A es
sin duda la que da la siguiente definicion.

Definicion 10.10 (Medida exterior de Lebesgue). La  medida exterior de
Lebesgue es por definicién la aplicacién 1* : Z(RY) — [0, ] dada por

A*(A) == inf{ i v(Iy) 1A C Upenly, Iy € 7, ¥n e N} ,VACRY
n=1
(obviamente, existen sucesiones {I,} que verifican las condiciones exigidas).
Probemos que también
A*(A) = inf{ i v(Iy) : A C Upenln, I, € Z, I, abierto, Vn € N} . VACRN
n=1

Para abreviar notamos por a(A) al segundo miembro de la igualdad a demostrar. Es claro
que A*(A) < x(A). Si A*(A) = oo, entonces A*(A) = a(A). Si A*(A) < oo, para probar que
0 (A) < A*(A) observemos que si I =1I; X ... x Iy es un intervalo acotado, y si para 0 <
definimos

1(8) :=]infl} — &,supl; + 6[x - -- x| infly — &,suply + O|.

se tiene que 1(§) es un intervalo abierto acotado con I C I(§) y claramente se verifica que
v(I(8)) — v(I) cuando 6 — O.

Ahora, dado € > 0, tomemos una sucesién {I,} en ¢ tal que
o S £
AcCUy I, vy ’;v(ln) < AM(A) + 5
Como acabamos de ver, existe para cada n € N un intervalo abierto acotado J, tal que

&

L, y vy <v(,)+ TS

Concluimos que

(o)

a() < 21 Vi) < X (V) ) = S Vvl < A(A) e
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y por tanto a(A) < A*(A). .

Seguidamente exponemos las propiedades basicas de la medida exterior de Lebesgue.

Proposicion 10.11 (Propiedades de la medida exterior de Lebesgue). La aplicacion A* :
P (RN) — [0, 0] definida por

A*(A) = inf{ Z V() 1A C Upendn,In € F,Vn € N} VA C RN
n=1

satisface las siguientes propiedades:
i) A*(0)=0.
i) [A,BCRN A C B]= A*(A) < 1*(B) (monotonia).
i) [A, CRY VneN] = A* (U7 |A,) < Lo A*(A,) (0-subaditividad).

n

Demostracion:

i) Es inmediata ya que el vacio es un intervalo acotado de volumen cero.

ii) Es consecuencia de que si una sucesién {I,} de elementos de _# cubre B también
cubre A.

iii) Si Y~ | A*(A,) = oo, no hay nada que probar. En otro caso sea € > 0. Para cadan € N
tomemos una sucesion {1, , } men de elementos de _# que cubre A, y tal que

€

Y vmn) S AH(An)+ o
m=1 2"

Denotemos A = U;”_;A,. Si 0 es cualquier biyeccion de N sobre N x N, de A C U 15
deducimos, teniendo en cuenta el Apéndice A sobre [0, ], que

A*(A) < kiv(lo(k)) = i"l ilv(lm’") < i"lx*(An) + £

y la arbitrariedad de € demuestra la ¢-subaditividad. .

Definicion 10.12 (medida exterior). Una medida exterior en un conjunto no vacio € es por
definicién una aplicacion pu* : &(Q) — [0, 0| verificando:

i) W (0)=0.
ii) [A,BC Q,A C B] = u*(A) < u*(B) (monotonia).

i) [A, CQ,VneN] = u*(Ur_A,) <X 1*(A,) (0-subaditividad).

Proposicion 10.13 (Regularidad de la medida exterior de Lebesgue). Dado
A CRY, existe B boreliano tal que A C By A*(A) = 1*(B).
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Demostracion:
Si A*(A) = oo podemos tomar B = R". En otro caso para cada n € N existe una sucesién
{Inn}men de intervalos abiertos acotados que cubre A tal que

Y V() < A°(A) + .
m=1

n

En consecuencia el conjunto G, = U5, _ I, » €s un abierto que contiene a A y verifica A*(G,) <
A*(A) + % Finalmente el conjunto B = N7, G, es un boreliano (de tipo Gs) que verifica
A CBCG,, VneN,luego

) SAB) SA(G) A7)+,

con lo que 1*(A) = A*(B). .

Del resultado anterior y de las propiedades de la medida de Borel-Lebesgue se deduce el
siguiente resultado, cuya demostracién tenemos que posponer hasta haber probado efectiva-
mente que l@ es una medida.

Proposicion 10.14 (Crecimiento cont. de la medida exterior de Lebesgue). Si {A,} es una
sucesion creciente de subconjuntos de RY, entonces

A* (U A,) = imA*(A,).

10.3. Existencia y unicidad de la medida de Lebesgue

Disponemos ya del bagaje necesario para presentar el teorema fundamental de la leccién
en el que se describe el espacio de medida (RY .7, ).
Teorema 10.15 (Existencia y unicidad de la medida de Lebesgue).
i) La familia de subconjuntos de RN
M ={BUZ:Bec B, A"(Z) =0}
es una o-dlgebra en RN que contiene a la familia de los intervalos acotados.

ii) La restriccion a A (resp. B) de la medida exterior de Lebesgue, denotada por A, es la
tinica medida sobre M (resp. PB) que extiende el volumen de los intervalos acotados.

Obsérvese que los conjuntos de medida cero de .# son simplemente aquellos subcon-
juntos Z de RY tales que A*(Z) = 0. En consecuencia el espacio de medida (RV,.#,A)
es completo. Es interesante observar que los conjuntos de medida cero tienen interior vacio
(Hagase!).
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Demostracion:

Es claroque RN € .#.SiAUZ € .#,conA € By A*(Z) = 0, entonces, en virtud de
la regularidad de la medida exterior de Lebesgue, existe B € % tal que Z C By A*(B) = 0.
En esta situacién podemos escribir

(AUZ)C =ASNZE =A°N[B U (Z°NB)] = [A°NBC|U[A° N (Zz° N B)],

y por tanto (AUZ)¢ = A’UZ’, siendo A’ = ACNB¢ € By Z' = A° N (Z° N B) que satisface
A*(Z") < A*(B) =0, por lo que (AUZ)¢ € . 4.
Si ahora {A,UZ,} es una sucesién de elementos de .#, entonces

Unm1 (A UZy) = (UL 1An) U (U1 Zy) € A

puesto que Uy A, € By A* (U7 Zy) < Yoy A*(Z,) = 0.

Finalmente el Corolario 10.9 nos asegura que ¢ C .# (si se quiere una demostracion
alternativa de este hecho, sin utilizar el citado corolario, basta pensar que un intervalo acotado
es unién de un intervalo abierto y el conjunto Z unidn de sus eventuales caras que claramente

verifica A*(Z) = 0).

ii

~—

La prueba de este apartado es laboriosa. Comprobaremos en primer lugar que la re-

striccion de A* a .# es una medida. Supuesto que A* sea aditiva en la -dlgebra .# obsérvese
que para cualquier E € .# necesariamente ha de satisfacerse que

A*(A) = A*(ANE)+A*(A\E), VA C RV,
En efecto, dado A C RN sea B € % como en 10.13. Se tiene
A (A)=A"(B)=A"(BNE)+A"(B\E) > A"(ANE)+A"(A\E)

y la subaditividad de A* (es inmediato que una medida exterior es subaditiva) nos permite
concluir que la anterior desigualdad es de hecho una igualdad. Es natural entonces considerar
la familia

¢ ={ECRY:1*(A) = A*(ANE)+A*(A\E), VA C RV},

es decir, la familia de los conjuntos que “parten bien respecto a la medida exterior” cualquier
conjunto.

Probaremos seguidamente las siguientes afirmaciones:
a) ¢ esuna o-dlgebray A* es una medida sobre %'.
b) La o-dlgebra .# esta contenida en la o-dlgebra €.

Como consecuencia de estos apartados se concluye que A es una medida.

Es inmediato comprobar que RN € €'y que para cualquier A € % también A€ € €.
Dados E,F € € yA C RY, tenemos:

A*(A) = A" (ANE) +A*(ANEC) =
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A(ANENF)+A*(ANENFO) +A*(ANECNF) + A*(ANE“NF°).
Al sustituir A por AN (EUF) queda
A*(AN(EUF)) =A*(ANENF)+A*(ANENFS) +A*(ANECNF), (1)
y por tanto
A¥(A) = A (AN(EUF))+ A% (ANECNFS) = A*(AN(EUF))+A*(AN(EUF)).

Obtenemos asi que E U F € €. Por induccidn se sigue que la unidn finita de conjuntos de ¢
pertenece a €.
Sean ahora E, F € € disjuntos, por (1) se tiene:

A*(AN(EUF)) = A*(ANE)+A*(ANF), VA CRY.
Si ahora Ey,E»,...,E, € € son disjuntos dos a dos, obtenemos por induccién que:
A*(AN(E|U...UE,)) = A*(ANE)+...+ A*(ANE,), VA CR", (2)

Sea finalmente una sucesién {E,} de elementos de % disjuntos dos a dos y pongamos F,, =
E(U...UE,,Vne N,y E =U>_ E,. Entonces

A (A) = A" (ANF,) + 1" (A\F,) :Z (ANER) + A" (A\F,) >

n

Z (ANEy) +A"(A\E),

donde se ha usado (2) y la monotonia de A*. Haciendo que n — o y usando la
o-subaditividad y la subaditividad de A*, obtenemos

i (ANE,)+ A (A\E) > A" (UL (ANE,)) + A" (A\E) =

=A"(ANE)+ A" (A\E) > 1*(A),
lo que demuestra que E € €'y que:

)

Z (ANE,)+A*(A\E), VA C RV, (3)

Tomando A = E en (3) obtenemos la o-aditividad de A *, es decir
[E, €€, VneNENE;=0(i # j)] = A" (U En) Z

Probemos finalmente que la unién numerable de elementos de € pertenece a 4. En primer
lugarsi E,F € €, se tiene que ENF = (ECUFC)C € €'y en consecuencia E\F = ENFC € ¥.
Sea ahora una sucesion cualquiera {E, } de elementos de %’. Definimos por recurrencia

Fi:=E yFy1:=Ep1\Uj_ Ex.
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De lo ya demostrado F;, € €, Vn € N. Claramente dichos conjuntos son disjuntos dos a dos
por lo que concluimos que
U::IE - U;olen c Cg

b) | Supongamos que S es un semiespacio de R" del tipo:

{(x1,...,xn) €RY i x; < @} (resp. <,>,>),

para algtin i con 1 <i < Ny algtin & € R. Veamos que S€ €. SiACRN yA C U1, con
I, € 7,Vn N, entonces los intervalos /, NS recubren AN S y los intervalos In\S recubren
A\Sy por tanto se verifica
AT(ANS)+ A7 (A\S) <

Z I,NS) —|—Zv L,\S) :Z L,NS)+v(I,\S)) Zv

n=1 n=1 =
Consecuentemente A*(ANS) 4+ A*(A\S) < A*(A) y la subaditividad de la medida exterior
nos permite concluir que la anterior desigualdad es de hecho una igualdad y que por tanto
S € €. Como cualquier intervalo acotado de RY se puede expresar como la interseccién de
2N semiespacios del tipo anterior y éstos pertenecen a 4 podemos asegurar que también
los intervalos acotados pertenecen a 4. Como 4 es la o-dlgebra que genera _# podemos
ahora concluir que % C %. Supongamos finalmente que Z C RV verifica que A*(Z) = 0.
Para cualquier A C RV se tiene entonces

A*(ANZ)+A%(A\Z) = 1*(A\Z) < A*(4),

donde se ha utilizado la monotonfa de A*. La subaditividad de A* nos permite concluir que
la anterior desigualdad es de hecho una igualdad y por tanto Z € ¥’. Hemos probado que
M C € (de hecho probaremos enseguida que ambas o-dlgebras coinciden).

Una vez probado que A es una medida, demostraremos ahora que extiende el volumen de
los intervalos acotados, esto es,

Al =v(I),VIE £.

Esta es sin duda la parte mds dificil del teorema que de hecho requiere la utilizacién del
Teorema de Heine-Borel-Lebesgue (Apéndice A del Tema 2). Supongamos que / es un in-
tervalo acotado de RY. Es claro que A () < v(I), pues I es un recubrimiento de si mismo.
En consecuencia si v(I) = 0, también A (I) = 0. Para probar la igualdad en el caso v(I) > 0,
observemos que si I = I; X ... x Iy, y para cada § tal que

1
0<o< Emin{supll —infly,...,suply —infly}

definimos
I(8) = [infl; + &8,supl; — 8] x ... x [infly + &,suply — J],

se tiene que /(8) es un intervalo cerrado tal que (8) C Iy

v(I(0)) — v(I) cuando 8 — 0.
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Fijado € > 0, podemos en consecuencia tomar un intervalo cerrado K contenido en / tal que
v(I) <v(K)+e.

Sea {I,} una sucesién de intervalos abiertos y acotados de R" que recubran I y tal que

i () < A(I)+e.
n=1

Puesto que K es compacto ha de ocurrir que K C I} U... U1, para conveniente m € N (Teo-
rema de Heine-Borel-Lebesgue). Se verifica entonces que

WK) < V() 4o tv(in) < Y vll) < A(D) + e
n=1

(para comprobar la primera desigualdad véase el Apéndice B sobre "Subaditividad del volu-
men"), y por tanto v(/) < A(I) 4 2&. Como quiera que la anterior desigualdad es valida para
cualquier positivo € podemos concluir que v(I) < A(I) y en consecuencia A (1) = v(I).

Por ultimo, probaremos la unicidad anunciada en el teorema haciendo uso de la magnifica
relacion existente entre la medida de Lebesgue y la topologia de RV que recogemos en el
siguiente resultado.

Teorema 10.16. Para E C RY equivalen:

i) Ec. /.

ii) E €, estoes, \*(A) = A*(ANE) +A1*(A\E), VA C RV,
iii) Ve >0, 3G abierto :E C Gy A*(G\E) < €.

iv) A de tipo Gs :E CAy A*(A\E) =0.

v) Ve >0,3F cerrado : F CEy A*(E\F) < €.

vi) dB de tipo Fs : B C E y A*(E\B) =0.

Para todo conjunto medible E se verifican:

A(E) = inf{A(G) : G abierto,E C G} (regularidad exterior de M)
| sup{A(K): K compacto,K C E} (regularidad interior de 1)

La caracterizacion de los conjuntos medibles dada por ii) se debe a Carathéodory y no
requiere usar la topologia.
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Demostracion:
Comenzamos probando que para E C RV se verifica

A*(E) =inf{A(G) : G abierto,E C G},
lo que es una generalizacion de la regularidad exterior. Notemos por comodidad
o = inf{A(G) : G abierto, E C G}.

Por monotonia es A*(E) < a por lo que si A*(E) = oo entonces también ¢ = oo. En otro caso,
dado € > 0 tomemos una sucesion {I,} de intervalos abiertos acotados cuya unién contenga
a E,y tal que

Y (l) < A*(E) +e.
n=1

Entonces G = U,enl, s un abierto que contiene a E, con lo que usando la definicién de
medida exterior de Lebesgue, tenemos

a < A(G)=2A*(G) < i v(I,) < A*(E) + €.
n=1

Siendo € > 0 arbitrario, se sigue que o0 < A*(E).

i) = ii) | En el teorema anterior se ha probado que .# C ¢, donde

¢ ={ECRY:1*(A) = A*(ANE)+A*(A\E), VA C R"}.

ii) = iii) | Si A*(E) < oo, fijemos € > 0 y tomemos un abierto G con E C Gy A(G) <
A*(E)+ €. Por ii)

A(G)=A"(GNE)+ A" (G\E) =A"(E)+A*(G\E).
En consecuencia
A*(G\E) < €.

En el caso en que A*(E) = oo, definamos E, = E N B«(0,n),Vn € N. Como para cada natural

n se verifican
E, €€ vy 7L*(En) < A(Bo(0,n)) = (2n)N < oo,

por lo ya demostrado, existe un abierto G, conteniendo a E,, y tal que

A (G \Ey) < 23

Pongamos G = U,«nGy; G es abierto, y como E = U,cnE,, G cubre a E. Ademds como
G\E C U,en(Gy\E,) se tiene

s

AH(G\E) < A7 (Unen(Gn\En)) < ) A7(Ga\Ey) <&

n=1

donde se ha empleado la monotonia y la o-subaditividad.
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iii) = iv) | Para cada natural n sea G, un abierto tal que

1
ECG, vy l*(Gn\E)<Z-

Definiendo A = N,cnGj, se obtiene un conjunto de tipo Gg con E C A 'y, puesto que A\E C
G, \E, Vn € N, se tiene

A (A\E) < A*(Go\E) < % VneN,

y por tanto A*(A\E) = 0.

iv) = i) | La hipétesis nos dice que A,A\E € .# (A es boreliano y A*(A\E) = 0 por lo
que ambos pertenecen a .Z ), luego E = A\(A\E) € /.

Hemos probado que i) < ii) < iii) < iv).

Para comprobar que también i) < v) < vi) basta tener en cuenta que

Ec# <E cu
y que v) (resp. vi)) son las escrituras de iii) (resp. iv)) para el conjunto E.
Probemos finalmente la regularidad interior. Sea £ medible y notemos
o = sup{A(K) : K compacto,K C E'}.

Es claro que a < A(E). Para probar la otra desigualdad consideremos para cada natural n el
conjunto E, = ENB«(0,n). Puesto que {E, } es una sucesion creciente de conjuntos medibles
con unién E, por el crecimiento continuo

A(E) =limA(E,).

Por v), para cada natural n existe F;,, compacto contenido en E, tal que
AENF,) < %
En consecuencia, {F,} es una sucesién de compactos contenidos en E tales que
A(En) = A(Fp) + A(Ex\F,), Vn €N,

y por tanto, tomando limite obtenemos

A(E) =limA(F,).
Hemos probado que A (E) < a. .

Notese que vi) es un refinamiento de la definicion de conjunto medible puesto que asegura

que un tal conjunto medible E se puede expresar de la forma £ = BUZ con B del tipo Fg,
A (Z)=0yBNZ=0.
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Demostracion de la unicidad de la medida de Lebesgue.

Sea u una medida definida sobre la o-dlgebra .# (resp. %) que extiende el volumen
de los intervalos acotados. Probemos que para cualquier conjunto medible E se tiene que
U(E) < A(E). En efecto sea {I,} una sucesién de intervalos acotados tales que

E C U, Iy

De la monotonia y la o-subaditividad de la medida u se deduce que
ZORVIEAOES WIOE WS
n=1 n=1

y en consecuencia

u(E) < A*(E) = A(E).

Conviene resaltar que hemos probado que cualquier medida que extienda el volumen de los
intervalos (definida sobre cualquier o-dlgebra que contenga a _¢') es mds pequefia que la
medida exterior de Lebesgue.

Probemos ahora la desigualdad contraria. Sea G un abierto de RY. Si {Q,} es la descom-
posicién canénica de G en cubos diddicos de dimension N (Proposicién 10.8) se tiene que

1(G) = 1 (U7, Qn) = Zu 0,) = iv@n):ilA(Qn):z(u:_lQn>:A(G),

donde se ha utilizado la o-aditividad de las medidas.
Sea K un compacto de RY. Si I es un intervalo abierto acotado que contenga a K se tiene
de lo ya demostrado que

u(K) = u(1) - w1\ K) = A(1) ~ A(\K) = A (K).

Ahora la regularidad interior de la medida de Lebesgue nos asegura que para cada con-
junto medible Lebesgue E se tiene

A(E) = sup{A(K) : K compacto,K C E'},

y por tanto
A(E) =sup{u(K) : K compacto,K C E} < u(E),

donde se ha utilizado la monotonia de la medida . .

Ahora ya podemos probar la Proposicion 10.14.
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Demostracion del crecimiento continuo de la medida exterior de Lebesgue.
Como para cada n natural se tiene que A, C U;°_;A;, deducimos de la monotonia de la
medida exterior que A*(4,) < A* (U,T:1An)’ y en consecuencia
ImA*(A,) <A™ (U, 1A,).

Para probar la desigualdad contraria podemos suponer que limA*(A,,) < e. Para cada natural
n se puede elegir un boreliano B, tal que A, C B, y A*(A,) = A(B,). Notemos C,, = U}_ Bx.
Es claro que {C, } es una sucesion creciente de borelianos tal que

A*(A,) < A(C,),Vn e N.
Probemos por induccién que

A (A,) = A(Cy),¥n € N.
Se tiene que A*(A;) = A(C)) y para cada n natural que

A(Cn+1) _A(Cn) = )'(CnJrl\Cn) = A(antl\(Bn+1 ﬂCn)) =
A(Bu+1) = A(But1 NGCy) < A(But1) — A7 (An) = A7 (Ant1) — A7 (An),

donde se ha utilizado la hipétesis de induccion. Del desarrollo anterior y teniendo en cuenta
de nuevo la hipétesis de induccion

A(Cutr) < A7 (Anta),

y por tanto
A(Cuit) = A" (Auy).
Por altimo, utilizando el crecimiento continuo de la medida de Borel-Lebesgue, concluimos

AF (U1 An) < A (U ,Cp) = imA(Cy) = imA* (4,,).

A continuaciéon estudiamos el magnifico comportamiento de 1a medida de Lebesgue frente
a las transformaciones afines. Empezamos probando que si ¢ : RY — RY es una aplicacién
continua, entonces ¢~ (B) € %, VB € %. En efecto, la familia

{Be #:9 '(B) e B}

es una o-dlgebra que contiene los abiertos, luego coincide con la ¢-édlgebra de Borel y por
tanto
0 '(B) € B, VB e A.

En particular los homeomorfismos de RY sobre RY conservan los borelianos. Conviene 1la-
mar la atencién sobre el hecho de que, a diferencia de lo que ocurre con los borelianos, la im-
agen inversa por una funcién continua de un medible puede no serlo. De hecho existen home-
omorfismos de R sobre R que no conservan los conjuntos medibles (ver ejercicio 10.9). Sin
embargo si es cierto que el trasladado de un medible es medible. En efecto, como las trasla-
ciones conservan los conjuntos borelianos, basta probar que sia € R¥ y Z c R con A(Z) =
0, entonces Ala + Z2) = 0, lo cual se deduce de que
v(I)=v(a+1I), VI 7.
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10.4. Caracterizacion de la medida de Lebesgue

Teorema 10.17 (Caracterizacion de la medida de Lebesgue).

i) Si U es una medida sobre M (resp. AB) invariante por traslaciones y tal que
o = w([0,1[N) < oo, entonces = oA

ii) La medida de Lebesgue es la vinica medida sobre .4 invariante por traslaciones para
la que la medida del intervalo [0,1[N es 1.

Demostracion:

Notemos

1
Qo=1[0,1[" y On = 5,00, Yn€N.

Para cada natural n, Qg es unién de 2"V intervalos trasladados de Q, dos a dos disjuntos, por
lo que usando que u es invariante por traslaciones, se tiene que

2nN

o= p(Qo) = Y 1(Qn) =2" 1(Q0),
=1

esto es,
(04

w(Qn) = N = av(Qn).

Utilizando de nuevo que u es invariante por traslaciones deducimos que
1(Q) = av(Q), para cualquier cubo diddico.

La descomposicion de un abierto en union de diddicos disjuntos (Proposicién 10.8) nos
asegura que
1(G) = aA(G) para cualquier conjunto abierto G.

Sea ahora K un compacto y tomemos / intervalo abierto acotado conteniendo a K. Entonces
como (1) < oo, tenemos

H(K) = p(1) — w(1\K) = 0& (1) — A (1\K) = a[A (1) = A (I\ K)] = aA(K).

Para E € ./, en virtud de las regularidades de la medida de Lebesgue y de la monotonia de
U, se tiene que

oA (E) = asup{A(K) : K C E compacto} = sup{aA(K) : K C E compacto} =
sup{u(K) : K C E compacto} < u(E).
oA (E) = ainf{A(G) : E C G abierto} = inf{axA(G) : E C G abierto} =
inf{u(G) : E C G abierto} > u(E).
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ii)| Veamos que A es invariante por traslaciones. Para cada a € RY, definimos
WA — 0,00 por

W(E) =A(a+E), VE € M

y basta probar, en virtud del teorema de existencia y unicidad de la medida de Lebesgue, que
u es una medida sobre .# que extiende el volumen de los intervalos. Sea {E, } una sucesion
de conjuntos medibles disjuntos. Se tiene que

w(SliEn) = Aa+ Ul En) = A (Ui (a+ En)) = ii(aﬂLEn) = iu(En),

donde se utilizado que los conjuntos a + E;, son disjuntos dos a dos. Finalmente
u(l)=Ala+I)=v(a+I)=v(),vVie 7.

La unicidad es consecuencia inmediata de 7). .

10.5. Comportamiento de la medida de Lebesgue frente a
aplicaciones

Proposicion 10.18. Sea T : RN — R una aplicacion lineal. Para todo conjunto medible
E C RN se verifica que el conjunto T (E) es medible y

A(T(E)) = |det T|A(E),

donde notamos det T al determinante de la matriz asociada a T. En particular si T es una
isometria euclidea, entonces

AT(E))=AE),VE € M.

Demostracion:
Supongamos que det T # 0. Entonces T es un isomorfismo y por lo tanto aplica bore-
lianos en borelianos. Esto nos permite definir y : % — [0, 0| por

1(B) = A(T(B)), VB € %

que es claramente una medida invariante por traslaciones y tal que ([0, 1[V) < oo (por ser
T([0,1[V) acotado). Asi, en virtud del Teorema 10.17 i), se sigue que existe o7 > 0 tal que

u(B) = arA(B), VB € 2,

y por tanto
A(T(B)) = arA(B), VB € A.
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Si ahora Z es de medida cero, entonces, en virtud de la regularidad de la medida exterior de
Lebesgue, existe B boreliano con Z C B tal que A(B) = 0. Se tiene pues que

T(Z)cTB) = A(T(Z)<A(TB))=arA(B)=0 = A" (T(Z))=0.
En consecuencia,
AMT(E)) =o0rA(E), VE € M.

Seguidamente probamos que o = 1 en el caso particular de que 7 sea una isometria. En
efecto, tomando como E la bola unidad euclidea B, al ser 7' (B) = B, obtenemos

A(B) = A(T(B)) = arA(B).

AsY ar =1y vale el enunciado pues al ser T una isometria, su matriz asociada es ortogonal
y en consecuencia tiene determinante +1(véase la Proposicion 7.25). Hemos probado que si
T es una isometria, entonces

AT(E)) = AE),VE € M.

En el caso general en que 7 sea una aplicacién lineal con det T # 0, es sabido (véase
Apéndice C) que existen isometrias lineales Q y Q> y una aplicacién lineal D, tal que D(e;) =
o;e; (1 <i<N),donde ay,...,on son reales positivos, tales que

T =01DQ>.

Es inmediato comprobar que
N
A(D([0,11M) = A([0,01] X ... x [0, an]) = Haj =det D = |det T,
j=1

y en consecuencia, op = det D, como queriamos demostrar. Hemos probado el enunciado
para el operador diagonal D.

Por el resultado ya probado para isometrias y para operadores diagonales, concluimos que
para cada E € .Z se verifica

AT (E)) =A((Q1DQ2)(E)) = A((DQ2)(E)) = det D A(Q>(E)) =
— |det T| A(Q»(E)) = |det T| A(E).

Supongamos finalmente que det 7 = 0. En esta situacién T (R") estd incluido en un hiper-
plano de RM y por tanto existe una isometria lineal @ verificando que
Q(T(RN)) c {0} x R¥~1. En consecuencia, por lo ya demostrado,

A(T(RY)) = A(Q(T(RY))) <A({0} xR*™1) =0

y de ello deducimos que
A(T(E))=0,VE e /.

Finalizamos la leccion estudiando el comportamiento de la medida de Lebesgue frente a
las aplicaciones de clase '\
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Lema 10.19. Sea G C RY un abierto no vacio. Existe entonces una sucesion {B,} de bolas
abiertas euclideas disjuntas entre si de manera que

A (G\ U Bn> =0.
n=1
Demostracion. Supongamos en primer lugar que A(G) < o . Pongamos

G=|]J

k=1

(descomposicion candnica en cubos diddicos (Proposicion 10.8)). Como
A(G) =) A(Q)
k=1

existe p; € N tal que
A(G)

P1
Y A(0k) > —
k=1

Parak=1,2,...,p; sean q; el centro de Q; y [ el lado. Consideremos

l
B; (ak7§k> - Qk (k: 1727--~;P1)'

Se tiene que

() (009 (s 000) - (5) 0 -

a0 a0 e

donde se han utilizado el Teorema 10.17 y la Proposicion 10.18. Asi existe una constante C
con 0 < C < 1tal que

A (BZ (a]w%k)) :C)L(Qk>7 Vk = 1723"-7pl .

Nos interesa una buena mayoracion de la medida del conjunto G\ Uf‘zl By, se tiene que

k=1 k=1

2(G)—c MY _ (l—g)A(G) |

P1 1 1
A (G\ UBk) 2(6) - $ 2By =A(G)-C Y A0 <
k=1

2 2

Consideramos ahora el abierto G\ Uflzl By y se aplica el proceso anterior para obtener

Bpii1,---Bp,
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bolas euclideas disjuntas entre si contenidas en G\Uflle_k (y por tanto disjuntas con las
By, k=1,2,..., p;) de manera que

2 (G\ ij) ) ((G\ UB?))\ U Bk>> <
k=1 k=1 pi+l

(1_g>/1 ((G\}QB?))) < (1-%)21«;),

donde se han utilizado propiedades elementales de la medida de Lebesgue.
Por un proceso de induccién, en el paso n-ésimo, existe un p, € N y bolas euclideas
disjuntas entre si

By,...,B),
tales que
Pn C n
Al G B | <(1-=) A(G).
WU )< (1-3) #@)
Asi
Pn C n
< _ =
A(G\kL:JIBk> < (1 2) A(G), ¥neN
y por tanto

A (G\ U Bk> =0.
k=1
Supongamos ahora el caso en que A(G) = 0. La descomposicion candnica de un abierto
en cubos diddicos (Proposicién 10.8), nos permite escribir

G=|]0On

n=1
Aplicamos lo ya probado a cada Q,,, y basta ordenar las bolas euclideas en una sucesiéon. =
Proposicién 10.20. Sean G C RN abierto, f: G — RN y K > 0 tales que

1FG) = fWll2 < Kllx=yll2, ¥x,y € G.

Entonces
A*(f(E)) < KNA*(E), VE C G.

Demostracion. Si A*(E) = o no hay nada que probar. En otro caso, fijado € > 0 existe H
abierto con E C H C G tal que
AH)<A*(E)+¢€

(regularidad de la medida exterior de Lebesgue (Proposicion 10.13)).
Pongamos

H = By(an,ra)UZ,

n=1
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donde {B;(an,r,)} es una sucesion de bolas euclideas abiertas disjuntas dos a dos y Z es un
conjunto de medida cero (Lema 10.19). Se tiene entonces que

[}

FE) C f(H) = f (Ba(an,rm)) U f(Z) C By (f(an),Kra) Uf(Z) ,

n=1

donde se ha utilizado la hipétesis de lipschitzianidad.
Por un lado se tiene que

oo

A (G Bz(f(an),Krn)> < Z A (Ba(f(an),Kra)) =
n=1

n=1
[e]

Y KA (Bo(f(an),rm)) = KVA(H) .

n=1

Por otra parte sea L C G es un abierto tal que Z C L C G con A(L) < € (regularidad
exterior de la medida de Lebesgue (Teorema 10.16)).
La descomposicion candnica de un abierto en cubos diddicos nos da

Para cada n notemos b, al centro y s, el semilado del cubo diddico Q,; asi
y por tanto L = | J;7_ Beo(by, 51). Tenemos pues que

fZycriyycr (D Eoo(bnasn)> C D Beo(f (bn), VNs)
n=1 n=1

y también

wi@) < ¥ (VW) = (i) et (W )N 5 (20 =

n=1 n=1 2N 2 =1
NI VY
(T) M) < (7) e
Resumiendo, fijado € > 0, hemos probado que
N N
A (F(E)) < KVA(H) + (g) e <KN(A*(E) +e)+ (‘/TN) e

y la arbitrariedad de € prueba la proposicion. .
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Lema 10.21. Sea A C RY cualquiera. Cada recubrimiento abierto % de A admite un subre-
cubrimiento numerable.

Demostracion. Pongamos % = {G;: i € I} Se tiene que

AC UG,

icl

Para cada x € A existe i € [ tal que x € G; . Por ser G; abierto existen b, € G;N QN yre€QF
tales que
X € By(by,ry) C Gi.

Es claro que
AC UxEAB2(bxa rx)

y que la familia {By(by,ry) : x € A} es numerable (jObsérvese que estas bolas se repiten
muchas veces!) Sea { B, } una enumeracion de dichas bolas y notemos U, a un abierto tal que
B, C U, € % . Es Claro que

Ac | U

n=1

Proposicién 10.22. Sean G C RN abiertoy f: G — RN una funcion de clase €. Se verifican
las siguientes propiedades:

i) f(Z) es de medida cero para todo Z C G de medida cero.
ii) f(E) es medible para todo E C G medible.

Demostracion. i) Para cada natural n sea G, = {x € G : |[Df(x)|| < n}. Es claro que G, es
abierto y que basta probar que

A(f(ZNGy)) =0, ¥n €N,

Es sabido que G,, se puede expresar como una unién numerable de bolas abiertas (no nece-
sariamente disjuntas entre si (véase el Lema 10.21)) . Pongamos

{By(by,ry) : x € Gy} = {Ba(by, 1) : k € N}.
El teorema del valor medio nos asegura que para cada k natural la funcién f verifica

1£(x) = f)l2 < nllx—yll2, Vx,y € Ba(bg, 7x),

y de la Proposicion 10.20 se deduce que

/l ZﬂG Z ZﬂBz bk,rk) <n Z)L ZﬂBz(bk,l"k)):O
k=1 k=1
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ii) Sea E C G medible. El apartado v) del Teorema 10.16 nos proporciona una sucesion
{F,} de cerrados contenidos en E tal que A (E\ U>_; F,) = 0. Consideremos para cadan € N
el compacto

K,= (R U...UF,)NB(0,n).

Se tiene entonces que
K, CE,VneN y A(E\U,_,K,)=0.

Como
F(E) = (Ui Ky U(E\UpZ Kn)) = ULy f(Kn) U f(E\ U2 Kn)

concluimos que f(E) es medible pues la continuidad conserva la compacidad y el apartado
i) nos asegura que f (E \Ur_, Kn) es medible (de hecho es un conjunto de medida cero). =
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10.6. Apéndice A: Orden, topologia y aritmética en [0, |.

El conjunto
[0,00] ;= {x €R:0 <x}U{oo}

se considera como un conjunto totalmente ordenado, extendiendo el orden usual de Rg me-
diante el convenio
x < oo, Vx € [0,00].

Es inmediato que todo subconjunto de [0, | tiene supremo e infimo. En [0, oo] se considera la
topologia del orden, para la cual los conjuntos de la forma [0, a[ y |3, ] con @, € QT, for-
man una subbase numerable. Dicha topologia coincide con la topologia de la compactacién
por un punto de ]R(J)r . De esta forma [0, o] se convierte en un espacio métrico compacto (home-
omorfo al intervalo [0, 1]). Es inmediato que toda sucesién mondtona creciente de elementos
de [0,00] es convergente (al supremo del conjunto de sus términos).

Si extendemos la operacién suma en [0, o] mediante
X400 =004 x = oo, Vx € [(),oo]

tenemos claramente que la suma es asociativa y conmutativa y que O es el elemento neutro.
Ademas la suma es compatible con el orden:

[,y € [0,00],x <y] = x+2< y+2z, Vz€[0,09).

Si Y, ~1a, es una serie de elementos de [0, 0], entonces, al ser creciente la sucesion de sumas
parciales, dicha serie es convergente (aunque su término general no tienda a cero).
Notemos que la suma es continua, es decir:

a,b,ay, by € [0,00], ¥n €N, { %Z{:Z H = {ay+by} — a+b.

Como consecuencia se tiene, por ejemplo, que
[an, by € [0,00], Vn € N] = Z (an+by) = Zan+2bn. (%)
n=1 n=1 n=1

Mas atin, si a : N x N — [0, 0] es una sucesion doble de [0,0] y 0 es una biyeccion de N
sobre N x N, se tiene:
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Claramente para N € N fijo, se tiene

M N oo
Z Zam,n < Zac(k), VM e N,
m=1n=1 k=1

luego

K M N
Y o) < Y, Y dmn,
k=1 m=1n=1

luego

(donde se vuelve a utilizar (x)), y por tanto

) dop <
k=1 n

Aplicando lo ya demostrado a by, , = a, »» y alabiyeccién oo : N — N x N, donde 7(m,n) =
(n,m), se obtiene la otra igualdad.

La definicion de producto es algo mds problemaética. Extendemos el producto usual en
]Rg mediante el convenio:

Xoo=o0x=0co, Vx €] 0], 0co=000=0".

Es inmediato comprobar que este producto es asociativo, conmutativo y distributivo re-
specto de la suma, asi como que 1 es el elemento neutro. El haber definido

Doo=000 =0

hace evidente que el producto no sea continuo. No obstante es claro que si {a,} y {b,} son
sucesiones crecientes de elementos de [0,<0], {a,} — a'y {b,} — b, entonces {a,b,} — ab.
En particular,

[a,a, € [0,00],YneN]=a ) a,=

n=1 n=1

aay.
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10.7. Apéndice B: “Subaditividad del volumen”.

Si un intervalo acotado esta incluido en la union de un nimero finito de intervalos acota-
dos, estoes] C ;UL U...UI,, entonces

v(I) <v(l})+...+v(I,).

Demostracion:

i) Empezaremos probando que si un intervalo acotado / es unién finita de intervalos
Ii,...,I, disjuntos dos a dos, entonces

v(I)=v(l,)+...+v(l,) (aditividad del volumen en 7).

Fijemos j € {l,...,N}, sean S,T semirrectas disjuntas cuya unién sea R y
pongamos
S:={x=(x1,...,xny) €l :x; €S},

T:={x=(x,...,.xn)€l:x;€T}. (%)
Se deduce directamente de la definicion de volumen que
v(I) = v(S) +v(T)
puesto que £(7;(I)) = £(r;(INS)) +£(x;(INT)), mientras que para k # j es £(m(I)) =
((m(INS)) = U(m(INT)).

Probaremos la proposicion por induccion sobre el nimero de intervalos que intervienen
en la descomposicion. Acabamos de demostrar que el enunciado es cierto siempre que
en la particion intervienen sélo dos intervalos. Sea n > 2 un natural tal que el enunciado
es cierto para todos los nimeros naturales precedentes. Sea I un intervalo acotado de
RN tal que [ = I} U...UI, para intervalos disjuntos. Sean Iy = A| X ... X Ay, I, =
By x ... x By las expresiones de I} e I, como producto de intervalos acotados de R,
sea j € {1,...,N} tal que A;NB; =0 (por ser [; N1, = 0 tal j existe), sean Sy T
semirrectas disjuntas de R tales que

A;CS§,B;CT,SUT =R
y definamos Sy T como en (). Por ser I; C S, I, C T tenemos:
S=@nn)u..ulSni,_1),T=(Tnh)u...u(Tnl,)

expresiones de S 'y T como uniones de n — 1 intervalos acotados dos a dos disjuntos.
Aplicando la hipétesis de induccién y que v(0) = 0, tenemos:

v(I) =v(8) +v(T) =

SN+ +v(SNL-1)) + (W(TNL)+-+v(TN1L)) =
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(VSN +v(T L))+ + (v(SNL) +v(T N L)) =v(I) + -+ (1),

yaqueparak=1,...,n
L= (8SnL)u(Tnk)

es una particion disjunta de I; en dos intervalos.

Probemos que la diferencia de dos intervalos acotados se puede expresar como unién
finita disjunta de intervalos acotados.

Como la interseccion de dos intervalos es un intervalo, es suficiente probar que para
cada intervalo I de RY, el conjunto RV \ se puede expresar como unién finita de inter-
valos disjuntos dos a dos. Para evitar casos triviales, podemos suponer que @ # I # R".

Probaremos que es cierta la afirmacion anterior por induccién sobre N. Para N =1, es
claro que el complemento de un intervalo es una semirrecta o bien es union disjunta de
dos semirrectas, por tanto, R\ se expresa como unién de, como maximo, dos intervalos
disjuntos. Supuesto que es cierta la afirmacién para N, y para cualquier intervalo de RV,
sea I un intervalo de RVN*!, luego I coincide con el producto de N + 1 intervalos de R,
que llamaremos /; (1 <j<N+1).Sinotamos J := 1 X ... x Iy, entonces J es un
intervalo de R, Por hipétesis de induccion, existe una familia finita {Cy,...,C,} de
intervalos de RY, dos a dos disjuntos, tales que

RY\J = UL ,C;;

también R\y; se puede expresar como unién de dos intervalos disjuntos, que lla-
mamos J1,J5. Entonces, es claro que

RN+1\J = <(RN\J) X R) U (J x (R\Iy41)) = U (G x R)U (J x J) U (J X o).

Es féacil comprobar que los conjuntos que aparecen en la descomposicién anterior son
intervalos de RV *! disjuntos dos a dos.

La subaditividad del volumen es consecuencia de i) y de la monotonia del volumen. En
efecto, si notamos

J=LU (12\11) U (13\(12 Ull)) ...=1LU (12\11) U ((13\12)\11) e

se tiene que

v(I) <v(J) <v(l)+ -+ v(l)

donde se han utilizado la monotonia del volumen y el apartado ii) ya que, por ejemplo,

L= (12\11) U([2 ﬂ]l).
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10.8. Apéndice C: “Descomposicion de un isomorfismo lin-
eal.”’

Si T € Iso (RY), probaremos que existen dos isometrias Q1,Q> € Z(RY) (norma eu-
clidea) y un operador diagonal D en RN con valores propios positivos tales que Q1DQ> =T .

Demostracion:

La idea de la demostracion estd tomada de [ , $ 4.5, p. 98]. Antes de iniciar la
demostracion, es inmediato comprobar la siguiente identidad algebraica para una matriz B
cuadrada de orden NV:

(xB'|z) = (x|zB), Vx,z€ RV

Para comprobar la igualdad, como ambas expresiones definen aplicaciones bilineales, basta
comprobar que coinciden sobre el producto de vectores de una base. En efecto,si 1 <i,j <N
tenemos

(eiB'lej) = ((bii,-- . bi)lej) = bji = (eil(bj1, ... bjn)) = (eile;B) (%)

Sea A la matriz asociada a 7 (en términos de la base candnica), esto es,
T(x) =xA", Vx € RV,

Entonces, la matriz § = A’A es simétrica y no singular por ser T un isomorfismo.
Ademds, la forma cuadritica asociada a S es definida positiva, ya que, si
x € RM\ {0}, usando (%) y que A es una matriz inversible, tenemos

(S()l) = (xA'AJx) = (A xA") = [xA"[3 > 0.

Por tanto el operador S tiene N valores propios reales y positivos, que llamamos Ay,..., Ay
(algunos pueden tener multiplicidad mayor que 1 y en tal caso aparecen en la lista repetidos
tantas veces como indique su orden de multiplicidad). En general, ocurre que vectores propios
asociados a distintos valores propios son ortogonales (es muy facil de comprobar). Si un valor
propio tiene multiplicidad k > 1, en el subespacio propio asociado, que tiene dimension £,
se puede obtener un sistema ortonormal con k elementos. Asi podemos conseguir una base
ortonormal {y,...,yn} de RY tal que

S(yj)=2jy; (1<j<N).

Llamamos p; = y/A; > 0. Los operadores lineales que intervendran en la descomposicion de
T verifican (por definicion)

1
Ox(yj) =ej, D(ej) = ujej, Ql(ej):ET(Yj) (1<j<N).
]

Es claro que Q, es una isometria , ya que transforma la base ortonormal {yj,...,y,} en
otra ortonormal (la base candnica). También es claro que D es diagonal, con valores propios
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positivos y que se verifica que T = Q1D(Q», ya que es ambos operadores lineales coinciden
sobre la base {ej,...,ex}.

Solo resta probar que Q7 es una isometria y para ello, en vista de la Proposicion 7.25,
basta comprobar la imagen de la base candnica es una base ortonormal. En efecto, se tiene
que

(01(e0)]01(e)) = ——(TGR)IT () =

Ml Ml

1 Aj
- AlA) = — S(y; :_fy ) =& i,
i ORAA) = OIS (0) = 1l = B

donde se ha usado (x), que la base es ortonormal y que A; = ,LLJZ (1< j<N). .

(kA [y;A") =
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10.9. Apéndice D: “Conjuntos ternarios de Cantor y fun-
cion singular de Lebesgue”

Probamos que para cada o € [0, 1| existe un conjunto ternario de Cantor Cy de medida
o (en particular el conjunto de Cantor original es de medida cero y no numerable). Los
conjuntos de Cantor son diseminados (despreciables topologicamente, esto es: compactos de
interior vacio) y tienen medida tan cerca a la unidad como se quiera.

Definicion 10.23 (Conjuntos ternarios de Cantor). Sea Iy = [0, 1]. Tomemos p €]0, %[, en
principio sin restriccion adicional.

El primer paso de la construccién de los conjuntos ternarios de Cantor consiste en suprim-
ir del intervalo I el intervalo abierto centrado en el punto medio de /y con longitud p, inter-
valo que notaremos /i j.

En el segundo paso se suprimen de cada uno de los dos intervalos que quedan, los inter-
valos abiertos centrados en el punto medio de cada uno de ellos con longitud p?, intervalos
que notaremos I 1,1 ».

En el tercero se suprimen de cada uno de los cuatro intervalos que quedan, los intervalos
abiertos centrados en el punto medio de cada uno de ellos con longitud p?, intervalos que
notaremos 13 1,13 2,13 3,13 4.

Y asi sucesivamente.

Es claro que la suma de las longitudes de los intervalos que hemos suprimido es

Pp(1+2p+(2p) >+ 4+ (2p)" +-) .

Estaria feo que la suma de las longitudes de los intervalos que quitamos fuese mayor que 1,
es decir, hemos de imponer que

p
< <
1—2p“1 <~ p<

W =

Resumiendo,
1
€]0, =] .
p ] Y 3]
El conjunto ternario de Cantor asociado a p y que notaremos Cp es el siguiente

Co=I)\ (li1U(b1Uhy)U(l1UB,UL3UL4)U--) ,

cuya medida es claramente

1-3p
M) =1,
Habida cuenta que la funcién
1-3p
pr—gp)=—+—7-
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es continua, estrictamente decreciente y verifica que

1
li —1 ) =0
plg})g(P) y que g(3) :

deducimos que
1
g(0.5) = 0.1

Hemos probado que si & € [0, 1], existe un conjunto ternario de Cantor con medida & . En
particular, el conjunto de Cantor original, C1, que en lo sucesivo lo notaremos simplemente
3

por C es de medida cero.

Probamos ahora que existe una funcién f : [0,1] — [0, 1] creciente, continua y tal que
f(C) =10,1] (de lo que se deduce que el conjunto de Cantor original C no es numerable).
Dicha funcién se suele utilizar para construir un homeomorfismo de R sobre R que no con-
serva los conjuntos de medida cero (véase el Ejercicio 10.9). Mds adelante veremos también
que esta funcién uniformemente continua no es absolutamente continua.

Definicién 10.24 (Funcion singular de Lebesgue). Sean [, (k= 1,2,... ,2"~1) los interva-
los que se suprimen en el paso n-€simo de la construccién del conjunto de Cantor original.
Definimos la funcién singular de Lebesgue f : [0,1] — [0, 1] como

0 ,si x=0
) = {Zkl si x

L si x€ly para neN, ke {l,...,2"1}

f(x)=sup{f(tr): t €[0,1]\C, r<x},VxeC\{0}.

El proceso para obtener la expresion de f en el intervalo I, ; se puede describir como sigue:
una vez definida f en 0 como O y en 1 como 1, en cada uno de los intervalos que se suprimen
en la construccion de C se define f como el valor medio de los valores que toma en los puntos
mas préximos a dicho intervalo para los cuales ya esta definida.

Notese que para x € I, ; se tiene que

L 2k—1 5t e

1o)==, .

y que por tanto, si k es par el intervalo anterior en el que estd ya definida f es I,H,g ,y si

k es impar el intervalo posterior en el que estd ya definida f es I

1 k1 . En ambos casos

2
el otro intervalo colindante es o bien de la forma I, , con 1 < p <n—2 o bien {0}, {1} si
k=1, k=2""1.Es claro que f es creciente y que

£(0,1)) > {21‘2—;1 neN, ke {i,...,zn—l}}

que es un conjunto denso en [0, 1]. Por otra parte, puesto que f es creciente, si no fuese
continua en un punto a € [0,1], alguno de los intervalos |f(a—), f(a)[ , |f(a),f(a+)[ no
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serfa vacio y no estaria contenido en f([0, 1]), contradiciendo la inclusién antes mencionada.
Por continuidad f toma en C todos los valores del conjunto anterior, y al ser f(C) compacto,
concluimos que f(C) = [0,1]. Ademds es evidente que f es derivable en [0,1]\ C con
derivada nula en dichos puntos.

Conviene saber que existen funciones de [0, 1] en [0, 1] continuas y estrictamente cre-
cientes con derivada nula casi por doquier.
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10.10. Referencias recomendadas.
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10.11. Resumen del resultados del Tema 10.

En RY se define la medida exterior de Lebesgue A* por:

A*(A) ::inf{Zv(In):AguneNln,Ine/, VneN}, VA C RN
n=1

donde ¢ es la familia de los intervalos acotados de RY. En la anterior definicién se pueden
tomar los intervalos abiertos.

En RY se destacan las siguientes c-algebras:
1. La o-algebra de Borel, %, generada por 3 (abiertos). También estd generada por .#
(cerrados), asi como por _Z .
2. La o-algebra de Lebesgue, .#, definida por
A :={BUZ :Bborelianoy A*(Z) =0}

—{ECRV:A*(A) =A*(ANE)+A*(A\E), VACRN} = ¢

(la segunda descripcion debida a Caratheodory la hemos usado como un instrumento de de-
mostracion).

Se verifican las siguientes afirmaciones:

a) B MG PRY) (Ejercicios 10.6 y 10.8).
b) .# esla mayor o-dlgebra que contiene ¢ y sobre la que A* es aditiva (Ejercicio 10.4).

¢) A* noes aditivaen Z(RN) < .# # 2 (RN) (Ejercicio 10.8).

Sea E C RN, Equivalen las siguientes afirmaciones:

i) Ec /.

ii) Ve>0,3GeS:ECGy A" (G\E) < &.
iii) 3A € Gg (intersec. numerable de abiertos) : E CAy A*(A\E) =0.
iv) Ve >0,dF € #:F CEyA*(E\F) < €.

v) 3B € Fs (unién numerable de cerrados) y A*(E\B) = 0.
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Notese que v) es un refinamiento de la definicién de conjunto medible y que los cerrados
se pueden tomar acotados (es decir: compactos).

Teorema de existencia y unicidad de la medida de Lebesgue.
La medida de Lebesgue A es la restriccion de A* a ./ 'y es la tinica medida sobre .4 que
extiende el volumen de los intervalos acotados.

Sea E € #, se tiene

_ | inf{A(G) : G abierto,E C G} ) exterior
AE) = { sup{A(K) : K compacto,K C E'} regularidad interior de 2.

Teorema de caracterizacion de la medida de Lebesgue.

i) Si u es una medida sobre .# (resp. %) invariante por traslaciones y tal que
o := ([0, 1[¥) < oo, entonces L = L.

ii) La medida de Lebesgue es la tinica medida sobre .# invariante por traslaciones para la
que la medida del intervalo [0, 1[N es 1.

Medida de Lebesgue y homeomorfismos.
Todo homeomorfismo de R sobre RN conserva los conjuntos borelianos. Sin embargo
existen homeomorfismos de R sobre R que no conservan los conjuntos medibles.

Medida de Lebesgue y aplicaciones lineales.
Sea T : RN — RN una aplicacién lineal. Para todo conjunto medible E C RY se verifica
que el conjunto T (E) es medible y

A(T(E)) = |det T|A(E),

donde notamos det T al determinante de la matriz asociada a T. En particular si T es una
isometria euclidea, entonces

A(T(E)) = A(E), VE € 4.

Medida de Lebesgue y aplicaciones de clase €.
Sean G C RN abierto y f : G — RY una funcién de clase €. Se verifican las siguientes
propiedades:

i) f(Z) es de medida cero para todo Z C G de medida cero.
ii) f(E) es medible para todo E C G medible.

Conjunto ternario de Cantor
Es un subconjunto C de [0, 1] no numerable, de medida cero y tal que todos sus puntos
son de acumulacion.

Funcién singular de Lebesgue
Es una funcién f : [0,1] — [0, 1] continua y creciente con derivada nula casi por doquier.
Ademis f(C) = [0, 1] (de lo que se deduce que C es no numerable).
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10.12. Ejercicios del Tema 10

10.1 (*) Probar que

i) Dos cubos diddicos o bien son disjuntos o uno de ellos contiene al otro.

ii) Para todo n € N se verifica que la familia P, de los N-cubos diddicos de lado zi,,
constituye una particién de RY.

10.2 Teorema de Carathéodory.

Sea u* una medida exterior en un conjunto no vacio Q. Probar que la familia
of ={ECQ:u*(A)=u*(ANE)+u*(ANE®), VA C Q}

es o-dlgebra y la restriccion de U* a </ es una medida completa .

10.3 Probar que .# es la mayor o-dlgebra que contiene los intervalos acotados y sobre la
que A* es aditiva.

10.4 (*) Expresion analitica del Conjunto de Cantor
Probar que C es el conjunto de los nimeros reales x que se pueden expresar de la forma

(o)

(04
xX= Z 3—2, con oy, € {0,2},Vn € N.

n=1
Probar también que C es compacto y que todos sus puntos son de acumulacion.

Indicacién: Si para cada natural n notamos J,; (k = 1,2,...,2") los intervalos que
quedan en la construccién del conjunto de Cantor, esto es,

donde
27[

C,= U Jn,ka Vn € N.
k=1

Entonces cada intervalo J,  tiene la forma

PES

, conay,...,a, €{0,2}.

Probar también que:

1. % estd en C y no es extremo de ningin intervalo de los que se suprimen en la
construccion de C.

2. C contiene irracionales. Dar un ejemplo.
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3. C+C=10,2]
Indicacion: Seaa € [0,2] y sea § =Y, 5%, con o, € {0,1,2}. Considerar

x:iﬁn _{Oz,, 51an€{02}

3_”C0nﬁ"_ 200, sio, =1

n=1

v h o, sia,e{0,2}
y=Y g m%_{o i o, = 1

10.5 (*) Expresion analitica de la funcion singular de Lebesgue

Probar que

10.6 Existencia de conjuntos no medibles.

i) Probar que la familia {x+ @Q : x € R} es una particién de R.

Indicacién: La relacion x ~ y si y —x € Q es una relacion de equivalencia en R.

ii) Pongamos {x+Q:x e R} ={A;:iel} (A;#Aj, parai# j)y paracadaic/
sea x; € A; N0, 1]. Probar que el conjunto E = {x; : i € I} no es medible.
Indicacién: Si {g, : n € N} es una numeracién de [—1,1]NQ, entonces [0, 1] C
U?_(gn+E) C [—1,2] y los conjuntos g, + E son disjuntos entre si.

iii) Probar que cualquier subconjunto medible de E tiene medida cero.
Indicacién: SiA C E, entonces U5y, (g, +A) C [—1,2] y los conjuntos ¢, +A son
disjuntos entre si.

iv) Sea M C R con A*(M) > 0. Probar que M contiene un subconjunto no medible.
Indicacién: M = Uy,eqM N (g +E).

10.7 Probar que la existencia de conjuntos no medibles equivale a la no aditividad de A *.

10.8 Probar que existe un conjunto Z C R de medida cero que no es boreliano y existe un
homeomorfismo ¢ de R sobre R tal que ¢(Z) no es medible.

Indicacién: Prolongar la funcién singular de Lebesgue, f, por

0 six<0
ﬂ@_{1 six> 1

y considerar la funcién ¢ : R — R definida por
o(x) =x+f(x), Vx e R.

Probar que A (¢([0,1]\C)) = 1 y deducir de ello que A(¢(C)) = 1. Sea E C ¢(C) no
medible. Tomar Z := ¢~ (E).
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10.9 Sean A un abierto de R¥ y f : A — RM una funcién de clase €' con N < M. Probar
que f(A) es de medida cero.

10.10 Toda variedad diferenciable en RY de dimensién k < N es de medida cero.

10.11 Sean x{,x2,...,xy,a € RNy

n=1

N
P:= {XERN:x:a—l—Ztnxn,tnE[0,1],1§n§N}

(N-paralelogramo en R, generalizacién del paralelogramo en R? y del paralelepipedo

en R3). Probar que
A(P) = |det (x1,x2,...,xn)]|.

Deducir de lo anterior el drea del tridngulo.

10.12 (*) Probar que toda aplicacién f : RY — R lipschitziana para cualquier norma con-
serva los conjuntos de medida cero y los conjuntos medibles.

Indicacién: Apliquense el Teorema de Haussdorf, la Proposicién 10.20 y la prueba del
apartado ii) de la Proposicién 10.22.

10.13 (*) Medida interior. Medibilidad original de Lebesgue.

Recordamos que para cada A C RY la medida exterior de A, 1* (A), verifica

A*(A) =inf{A(G) : G abierto A C G}.

Definimos ahora la medida interior de A, A.(A), como sigue

Ai(A) :=sup{A(K) : K compacto K CA}.

Sabemos también que si A es un conjunto medible, entonces
A(A) = A7 (A)(= A(A)).

Probar

1. 2.(A) <A*(A), VACRV .
2. Que existe A C R no medible tal que A.(A) =A1%(A) .
Indicacién: considerar un conjunto no medible del intervalo [0, 1].

3. Si A*(A) < oo, Entonces A es medible si, y s6lo si, A.(A) = A%(A) .

4. A es medible si, y sélo si,

A.(ANB(0,n)) = A*(ANB(0,n)), ¥n € N.
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5. Si A es medible y B C A, entonces
A(A) =A.(B)+A"(A\B).

6. Definicion de Lebesgue de medibilidad. Sea A acotado y sea / un intervalo acota-
do que contiene a A

a) Comprobar que

A(A) = v(I) — A% (I\ A).

El nimero v(I) — A*(I'\ A) es la definicién de medida interior de A dada por
Lebesgue (obsérvese la independencia del intervalo 7 elegido).

b) Lebesgue defini6 la medibilidad de un conjunto A acotado por la propiedad
v(l) = AT(I\A) = A7(A),

donde / es un intervalo acotado que contiene a A. Comprobar que un conjunto
acotado es medible en el sentido anterior si, y s6lo si, es medible.

c) Lebesgue definié también la medibilidad de un conjunto A cualquiera por
la propiedad de que A N/ fuese medible para cualquier intervalo acotado /.
Comprobar que esta medibilidad coincide con la medibilidad.

10.14 (*) Probar que el producto cartesiano de conjuntos medibles es medible.
Indicacidén: Sean p, g naturales fijos. Probar que
i) SiZ C R? es de medida cero, y k es un natural, entonces Z x [—k, k]7 es un conjun-

to de medida cero en R”™4. Deducir que también es de medida cero el conjunto
Z x R4.

ii) Si E C R? es medible y C C RY es cerrado, entonces E x C es medible.
iii) Si E C R? es medible y B C R? es un Fg, entonces E X B es medible.
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10.13.

10.1

)

ii)

Soluciones a los ejercicios del Tema 10.

Sean Q1 =Q (a, 2—1,,) eblP,.,0,=0 (b, %) € P, con interseccion no vacia. Supong-
amos por ejemplo que n <my seaz € Q1 N Q>. Notando a;,b;,z; la coordenada
j-ésima de a, b,z respectivamente, tenemos que por ser z € Q1 N Q, se verifica
paral < j<d

) 1 1
max{aj,bj}Szj<m1n{aj+ﬁ,bj+2—m} (%)
en particular a; < z; < b;+ sz por lo que 2"a; < 2"b; + 1y, puesto que 2"a;
y 2"b; son nimeros enteros, se tiene que 2"a; < 2"b;, es decir, aj < bj, para
1 < j <d,lo que junto con (¥*) implica que b € Q.

Si es n = m razonando igual con la desigualdad

bj<zj<a;+ %
se obtiene que b; < a;,1 < j<d, porloque a=by,eneste caso Q1 = 0».
Sin<m,comobe Qsetiene0<bh;—a; < Zl,, porloque 0 < 2’”(b]~—a_,-) < %—r: Y,
como ésta es una desigualdad entre nimeros enteros, se deduce que 0 < 2" (b i
aj) < %—r:—l estoes, 0 <h;j—a; < zin—zim para 1 < j <d. Si ahora x € Q) se
tiene 0 <x;—b; < zim para 1 < j <d,y sumando esta desigualdad con la anterior
obtenemos que 0 < x; —a; < 2_1n para 1 < j <d, es decir x € Qy, por lo que
0> C 0.
Después de lo visto en el apartado i) basta tener en cuenta que dado x € RN es
xeQ (cf(ZZ’;’x) , 2%,) € P,, donde para x = (x1,x2,...,xy) € RY hemos notado

éa(x) = (E(xl),E(xz),...,E(xN))

siendo E la funcion “parte entera”.

10.2 El teorema de Carathéodory estd hecho en teoria salvo que la medida u* es completa,

esto es

Ze o u(Z)=0,BCZ<Be .

En efecto sea A C Q, como u*(B) = 0 se tiene

H(ANB) +u*(A\B) < u*(B)+u"(A) = u*(A),

donde se utilizado la monotonia de la medida exterior. La subaditividad de u* nos
permite concluir que la anterior desigualdad es de hecho una igualdad.
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10.3

10.4

10. Medida de Lebesgue en RY.

Sea o/ una o-dlgebra que contiene a los intervalos acotados y sobre la que la medi-
da exterior es aditiva. Por contener los intervalos contiene a la o-dlgebra % de los
borelianos. Como la o-dlgebra .# la hemos caracterizado por E € . si, y sélo si

A*(A) > A*(ANE)+A*(ANES), VACRY,

bastarda probar que todo conjunto E € .o/ cumple tal desigualdad para concluir que
o/ C M, es decir .# es la mayor o-dlgebra que contiene los intervalos acotados y
sobre la que A* es aditiva. Sea E € o7 . Laregularidad de la medida exterior de Lebesgue
nos asegura que para cada A C R" existe B boreliano tal que A C By 1*(A) = A*(B).
Asf para cada A C RV, se tiene

A*(A)=A"(B) =" ((BmE)u (BmEC)) =

A*(BNE)4+A*(BNE®) > A*(ANE) +A*(ANES),
donde se ha utilizado que BNE,BNEC € /.

Fijados o; € {0,2}, Vj €N, es claro que la serie } ;> % es convergente (es de térmi-
nos positivos y sumas parciales acotadas por 1). Asi

1 e[0,1].
j=1

Veamos que para cadan € Ny paracadak =1,...,2" los intervalos J,  tienen la forma

PESER

, conqy,...,0p € {0,2}.

Para n = 1 se verifican las expresiones. En efecto

1 01 2 22 1
J11=10,= J -1 =|z,z+=. 1
1,1 |: 33:| |:3 3:| YJi2= |:37 :| |:373+3:| ( )
Supongamos que las expresiones son ciertas para n 'y las probaremos para n+ 1. Sea

1
Ik = [a,a—|—3—n{. (2)

Dicho intervalo da lugar a dos: su tercio izquierda

1 0 1
Tnt1,2k-1 = {a a+3n+l‘| - |:a+3n+1’ +W1

y su tercio derecha

2 1 2 2 1
Jnt12k = a+wya+3—n - a+3n+l’ 3n+1+3n+1 ’
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ya que
1 2 1
3n = 3n+1 + 3n+l”

En virtud de las expresiones anteriores y teniendo en cuenta que, para cada n € N,

1 2 2

_:_4_@

> = 3o +...

concluimos que

= O
x:Z3—chonaJ€{O 2} e xel.

=1
En efecto. Sea {a;} con a; € {0,2},Vj € Nyseax=}7 13] Para cada n € N se tiene
L O o o O XL O = 2 o 1
R 0k R VR0 R VT o B
&30 T T ~ N N VAR T

lo que implica que x € C,,Vn € N, esto es x € C.

En cuanto a la otra implicacion, fijado x € C, se construye inductivamente una sucesion
{aj} con a; € {0,2},Vj € N tal que

n n
(Xj Otj 1

3n’
Definimos
0 sixeJd
o = . © (ver (1)).
! {2 sixeJip ( (1))
Supuesto definidos ¢,..., 0, si tomamos en (2) a = j 1 31, entonces x € Ju iy
definimos

o =3 0 SIXE i
ntl 2 six€Jup1

Es claro que C es cerrado y acotado. Veamos que todos sus puntos son de acumulacion.
Seax € C. Para cada n € N existe k € N con 1 <k <2"tal que x € J, x = [ay,by]. Sea
cn uno de los extremos de J,,  tal que x # c¢,,. Entonces {c, } — x.

Demostremos ahora los dltimos tres puntos:

1.

2.0 2 0 0 2

a=Ztmtyatutstet

3. Estd hecho en la indicaci6n, pues es claro que x,y €Cy § =5 +

NI‘<
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10.5 Veamos ahora que

FlE =)= .

Para cada sucesion {a, } con a, € {0,2},Vn € N, notaremos
Eaee(£%)
n=1 n=1

Empezaremos probando que la expresion es cierta para los extremos de los intervalos
Juk connnaturaly k =1,2,...,2" Paran = 1 es cierta. En efecto:

F=1yg)=g(3+3+..)=t+2+..=1

Supongamos que las expresiones son ciertas para n y las probaremos para n+ 1. Sea

1
Jnk = [a,a—l— 3—4 .

Tan s6lo hemos de comprobar que

o(at i) - f@+§%)l:ﬂ@+gw+%p{

2 2
_f a+3n+l =& a+3n+l

Teniendo en cuenta la hipétesis de induccidn obtenemos que

1 1 2 2
f 3n =& 3n =& a+2n+1+2n+2+"' -

1 1 1 1

g(a)+ﬁ+w+- g()+§:f(a)+?,

1 2
f<a+3n+1) :f(a+w) =

yeén consecuencia




Acosta, Aparicio y Moreno 407

fl@+flats)  fla)+fla)+ !
I GRS T

Calculemos ahora, utilizando nuevamente la hipétesis de induccidn, los valores de g en
dichos puntos:

| _ 2 2 -
g a—l—w =g a—i—w—i—w—k... =

1 1 1 1
g(a)+w+ﬁ—l—...:g(a)+ﬁ:f(a)—kw

2 1 1
g(a+3n+l) :g(a)+2n+1 :f(aH'W‘

Por altimo sea x un elemento del conjunto de Cantor C, y sea

— O
xX= 2113—Zc0n o, €{0,2}
n—=

Si para cada natural n notamos x, = Y7, %, es claro que {x,} — xy que cada x, es un
extremo izquierdo de un intervalo J, i, luego para dichos puntos vale la férmula, esto
es

" q
f(xn):];lzk_fl

Por continuidad
oy,

f(x) =lim f(x,) = ; ST

10.6 i) Larelacién x >~y < y—x € QQ es una relacion de equivalencia y la clase de equiv-
alencia de x es x+ Q.

ii) Como para cada i € [ se tiene que
A:N[0,1] £0
(de hecho A; = x+Q = R), podemos escribir
Ai=x;i+Q, conx; €[0,1].

Alser E = {x; :i € I}, se tiene que E C [0, 1].

Veamos que [0,1] C U (¢, + E). En efecto: x € [0,1] = x+ Q = x; + Q, para
conveniente i € I. En consecuencia x —x; € QN [—1,1] y por tanto x — x; = gy,
para conveniente n € N, luegox € g, + E.

Veamos ahora que los conjuntos g, + E son disjuntos:
(gn+E)N(gm+E) # 0= gn+xi = qm+x; = i = j (particién) = n =m.

La inclusién U5y, (g, + E) C [—1,2] es obvia.
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Finalmente, si E fuese medible, entonces seria
1=4([0,1]) < Y A(ga+E) <A([-1,2]) =3
n=1

y la invarianza por traslaciones nos da el absurdo pues A(E) no puede ser O ni
mayor que 0.

iii) Los g, + A son disjuntos entre si, pues lo son los g, + E.

iv) {g+E :q€ Q} es una particion numerable de R (se prueba como en ii)). E es no
medible, luego los g 4+ E son también no medibles y los tnicos subconjuntos de
q + E que son medibles son los de medida cero. Se tiene

0<A*(M)=2" (U Mﬂ(q+E)> < il*(Mﬂ(qn—FE)).
q€Q Ll

Silos M N (g, +E) fuesen todos medibles, serian de medida cero y en consecuen-
cia

Y A5 (MO (g +E)) =0
n=1

lo que es absurdo. Hemos probado que M tiene subconjuntos no medibles.

10.7 Sabemos que .# = €, esto es
Ec . < A*(A)> A (ANE)+A*(ANES), VA CRY.
Si E C R" es no medible, entonces existe un subconjunto A de R" tal que
A*((ANE)U(ANES) =A*(A) < A*(ANE)+A*(ANES)

y A* no es aditiva.

Supongamos que A* no es aditiva. Sean A, B subconjuntos disjuntos de RY tales que
A*(AUB) < A*(A)+A*(B).
Se tiene entonces que
A*(AUB) < A*((AUB)NA) 4+ A*((AUB) NAS)

y el conjunto A no es medible.
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10.8 Es claro que ¢ es un homeomorfismo estrictamente creciente de IR sobre R, asi como

10.9

que
¢([0,1]) = [0,2]

yeén consecuencia

@([0,1\C) = [0,2]\(C).
Se tiene que

0,1\C = Uy UE)
y por tanto

o([0,1\C) = Uy U @(hs)

de donde se deduce

2~ Mo(C) = 4(02)\0(C) - ¥, T &

Teniendo en cuenta ahora que paracadan € Ny k€ {1,...,2" '} es
2k—1
f(x)zz— V)CEInk

obtenemos que

Hemos probado que

A(p(C)) = 1.

Sea E C ¢(C) no medible (ejercicio 10.6) y definamos Z = ¢~ (E). Z es de medida
cero (es un subconjunto de C) y no es boreliano (si lo fuese, también lo seria ¢(Z)).

Hemos probado que los homeomorfismos no conservan los conjuntos medibles.

Definamos B:=A x RM"N CRM y ¢ : B — RM por

g(x,y) = f(x), V(x,y) €B.

El conjunto B es abierto de RY y g es de clase ¢! en B. El conjunto A x {0} C B es de
medida cero en R por estar contenido en un hiperplano, en consecuencia, al aplicar
las funciones de clase €' conjuntos de medida cero en conjuntos de medida cero, se

sigue que g(A x {0}) = f(A) es de medida cero.
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10.10 Sea M una variedad diferenciable en RY de dimensién k < N. Sabemos que dado x €
M, existe p >0, U C RF abiertoy p: U — R" de clase ¢! tal que B(x,p) "M C p(U),
y como p(U) es de medida cero (ejercicio anterior) se sigue que B(x,p) "M es de
medida cero en RY. La bola B(x, p) contiene una bola B con centro y radio racionales
tal que x € B; la familia & de tales bolas es numerable. Ya que

M = Ugec (BN M)y BN M tiene medida cero,

se sigue que M tiene medida cero.

10.11 Consideremos la aplicacién lineal T : RN — RY dada por
T(ek) =x;, Vk€E {1,2. .. ,N}.

Es claro que si notamos I = [0, 1]V, entonces T (I) = P — a. En consecuencia
AP)=A(P—a)=A(T(I))=|det T|A(I) = |det T| = |det (x1,x2,-..,xn)],
donde se ha utilizado que la medida de Lebesgue es invariante por traslaciones y el

comportamiento de la medida de Lebesgue frente a las aplicaciones lineales.
Probemos finalmente la férmula del 4rea del tridngulo. Es claro que el drea de un tridn-
gulo A es la mitad del area del paralelogramo con lo que
1
A= §|det (-xvy)|
Como podemos trasladar y girar, no quita generalidad suponer que x = (b,0) e y = (a,h)

conb,h > 0. Asi
A=

| =

R

b 0| bh
a h| 2

10.12 Del Teorema de Hausdorff se deduce que f es también lipschitziana para || - ||,. La
Proposicién 10.20 nos asegura que f conserva los conjuntos de medida cero. Ahora,
la demostracién del apartado ii) de la Proposicién 10.22 nos dice que f conserva los
conjuntos medibles.

10.13 1. Sean K C A C G, K compacto y G abierto. La monotonia de la medida de
Lebesgue nos asegura que A (K) < A(G). Asi A(K) < A*(A) y también A.(A) <
A*(A).

2. Sea E un subconjunto no medible del intervalo [0, 1] (véase ejercicio 10.6). El
conjunto A = EU|1, 4o es no medible y A (A) = oo.

3. Basta probar que si A,(A) = A*(A) < oo, entonces A es medible. Sea £ > 0,
tomamos K C A C G con

A (A) — ; <AK) y AG) < x*(A)+§.

Se tiene que
2-(G\A) < 2.(G\K) < A(G\K) = A(G) — A(K) < e,

y esto es equivalente a la medibilidad de A.
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4. Acabamos de probar que para cada n € N el conjunto AN B(0,n) es medible y
A=U,Z1(ANB(0,n)).

5. Sea C medible con A\ B C C C Acon A*(A\B) = A(C). Se tiene
A(A) = A(C) + A(A\C) = A*(A\ B)+ A(A\C) < A*(A\ B) + A.(B),

donde se ha utilizado que A\ C C B.
Sea ahora € > 0y sea K C B compacto tal que A,(B) — € < A(K). Se tiene que

A(A) = A(K) + A(A\K) > A.(B) — € + L*(A\ B).

Asi
A(A) > A(B)+A"(A\B).

6. a) Es consecuencia del apartado 5. sin mds que cambiar A por /'y B por A.

b) Como A*(A) < oo, sabemos (apartado 3.), que es medible si, y s6lo si, A, (A) =
A*(A), lo que coincide con la definicién de Lebesgue.

c) Es consecuencia del apartado 4.

10.14 Sean A, B conjuntos medibles acotados de R”,RY respectivamente. Queremos probar
que A X B es un conjunto medible de R”*9. En efecto, sean I,J intervalos acotados de
R? R? respectivamente tales que A C [,B C J. Setieneque AX B C I xJ

i) Basta observar que si Z C U;°_, I, entonces
Zx [—k,k]?T C Uy (I X [—k,k]?) := U y v(J) = (2k)v(1,),

y que la unién numerable de conjuntos de medida cero lo es.

ii) Al ser E medible se puede expresar como
E=U,_C,UZ
donde para cada n, C, es cerrado de R”, y Z es de medida cero. Se sigue que
ExC=U;_(C,xC)U(ZxC).

Para cada n natural C, x C es cerrado de RP19, y, en virtud de i), Z x C es de
medida cero como subconjunto de Z x RY, por tanto E x C es medible.

iii) Es consecuencia de ii), de la distributividad del producto cartesiano y de que la
unién numerable de medibles es medible.

Sea finalmente F medible de RY. Existen B un Fy de R? y Z un conjunto de
medida cero de R? tales que F' = BUZ. Se tiene

ExF=(EXB)U(EXZ)

y basta aplicar i), iii) y que la unién de dos medibles es medible.
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Integral asociada a una medida

Hacia finales del siglo XIX result6 claro para muchos matematicos que la integral de Rie-
mann debia cambiarse por algun tipo de integral capaz de integrar més funciones y sobre todo
mejor avenida con los procesos de convergencia. Se hacia necesaria una integral que tuviese
teoremas de convergencia que, en condiciones muy generales, permitiesen intercambiar el
limite y la integral. Entre los intentos hechos en esta direccion, los mds notables fueron de-
bidos a Jordan, Borel, Young y Lebesgue. La construccién de Lebesgue result6 ser la mas
exitosa.

Esquematicamente, he aqui la idea principal:

La teoria de la integral de Riemann tiene como punto de partida la consideracion para
cada funcion f acotada sobre un intervalo [a,b] de las llamadas sumas de Riemann

Y F)A),
j=1

donde I, ..., 1, son intervalos disjuntos cuya unién es [a,b]; x; € I;, y A(I;) denota, la longi-
tudde I; (1 < j <m).

Lebesgue descubrid que se obtenia una teoria de la integracién completamente satisfactoria
si se permitia que los conjuntos /; de la suma anterior pertenecieran a una clase mas amplia
de subconjuntos de la recta, los llamados “conjuntos medibles", y si la clase de las funciones
que se consideran se amplia a la que él llam6 “funciones medibles” apareciendo asi lo que
se denominan sumas de Lebesgue de f correspondientes a particiones en la imagen de dicha
funcién:

Zn‘,leL (F '),
k=1

donde Ji,...,J, son intervalos disjuntos cuya unién es R; y, € Ji, y A (f_l(Jk)) denota la
medida del conjunto medible f~!(J;) parak = 1,...,n. Es de destacar que esta idea, sencilla
pero brillante, de considerar particiones de la imagen de f en vez de en el dominio de f dio
lugar a la teoria de la medida y la integral de Lebesgue.

La divulgacion de dicha idea se suele expresar con el siguiente simil: “Si Riemann y
Lebesgue tuviesen que contar un montén de monedas sobre una mesa éstos procederian de
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distinta forma. Riemann cuadricularia la mesa, contaria las monedas de cada cuadricula y
sumaria; sin embargo, Lebesgue clasificaria las monedas, contaria las que hay de cada clase
y sumaria”.

El paso de la teoria de integracion de Riemann a la de Lebesgue es un proceso de com-
pletacién similar al paso de Q a R, por lo que no es de extrafiar que la integral de Lebesgue
disponga de mejores resultados de convergencia.

Sabemos que la medida de Lebesgue A estd muy relacionada con la topologia. En esta
leccién presentamos una version abstracta de la integral de Lebesgue, relativa a una medida
arbitraria [ sobre cualquier espacio medible (X,.o7). Esta teoria abstracta, que no es en forma
alguna mds dificil que el caso particular de la recta real, muestra que una gran parte de la
teoria de la integracion es independiente de cualquier topologia en el conjunto subyacente y,
por supuesto, nos proporciona un instrumento de mucha mayor aplicabilidad.

Como hemos comentado, la clase de las funciones medibles juega un papel fundamental
en la teoria de la integracion. Dicha clase tiene algunas propiedades basicas en comin con
otra clase muy importante de funciones, la clase de las funciones continuas. Es util tener en
consideracion estas analogias: por una parte los conceptos de espacio topolégico, conjunto
abierto y funcién continua y por otra los de espacio medible, conjunto medible y funcién
medible. Esta relacion es mas clara si el marco en que se tratan es abstracto, y esto (mds que
el mero deseo de generalidad) es lo que motiva el enfoque elegido.

11.1. Funcion medible.

Definicion 11.1 (Funcién medible). Sean (X,<7) e (Y, %) espacios medibles. Se dice que
f X — Y es una funcion medibles si la imagen inversa por f de cada conjunto medible de
Y es un conjunto medible de X, es decir,

(11.1.1) fi(B) e, VBecA.

Es inmediato que la composicién de funciones medibles es medible.

Recordemos que todo espacio topoldgico, salvo mencidn expresa, se considerard un es-
pacio medible con la o-4lgebra de Borel.

Teniendo en cuenta que

) =X, 1 0\B) =X\ (B) y ™ (UnenBn) = Unens " (Ba),
podemos afirmar que la familia
{BcYy:f'(B) e}

es una o-dlgebra en Y. En consecuencia, para comprobar que f es medible basta verificar la
condicion 11.1.1 para una familia de subconjuntos de Y que genere la
o-dlgebra . En particular, las funciones continuas de RY en RM son medibles si se con-
sidera en RV cualquier o-dlgebra que contenga a los borelianos (por ejemplo .#) y en RM
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la o-dlgebra de Borel. En cuyo caso, basta comprobar la condicién 11.1.1 para los intervalos
abiertos acotados pues sabemos que todo abierto es unién numerable de intervalos abiertos
acotados (véase la tantas veces citada Proposicion 10.8).

Ejemplos 11.2 (funciones medibles).

1. Toda funcién constante f de X en Y es medible.

2. La restriccién a un subconjunto medible (con la o-édlgebra inducida) de una funcién
medible es medible.

3. Recordemos que la funcidn caracteristica de un subconjunto A de X, x4, es la funcion
de X en R definida por
I si xeA

XA(X):{O Six¢A

Se tiene que x4 es medible en (X,.o7) si, y s6lo si, A € <7. En efecto, basta observar
que para cualquier subconjunto B de R se verifica que

X i 0,1€B
o A siog¢Bies
Zo B)=9 x\A si 0cB1¢B
0 si 0,1¢B

4. Sea (X,</) un espacio medible. Si E € &/ y f : E — R, entonces a f le asociamos la
funcién fxg : X — R (prolongacién por cero fuera de E) dada por

[ fx) si x€E
f’CE(x)_{ 0 si xeX\E.

Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

i) fes medible en (E, o).
ii) fxe es medible en (X,.o7).

En efecto, para B abierto de R se tiene que

i) = ii)
(fxe)”'(B)={xeX: (fxr)(x) € B} =
{ECU{xEE:f(x)EB}:ECUf_l(B) si 0B
{x€E: f(x)eB}=f1(B) si 0¢B
i) = 1)

La inclusion de E en X es medible, luego la restriccion de fxg a E es medible, por ser
composicion de medibles (f = fxg oig). n
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5. Sean (X,.<7, 1) un espacio de medida completo e ¥ un espacio topoldgico. Si f,g :

X — Y son funciones iguales c.p.d., entonces f es medible si, y s6lo si, lo es g.
En efecto, supongamos por ejemplo que la funcién f es medible y que el conjunto
Z={xeX: f(x)#g(x)} es de medida cero. Para B medible de Y se tiene que

g '(B)=(g'B)INZ2)U (g (B)NZ) = (s~ (B)NZ)U (S~ (B)NZ )

es medible ya que g~ ! (B) N Z es medible por ser u completa, y f~!(B)NZC es medible
por ser f medible. .

Obsérvese que si la medida no es completa dos funciones iguales c.p.d. no tienen que
ser simultdneamente medibles. En efecto, si es A un subconjunto no medible de un
conjunto Z de medida cero, entonces las funciones f,g : X — R definidas por

0 si xeX\Z
fx)=0, vxeX, gx)=< 1 si x€A
2 si xeZ\A

son iguales c.p.d. pues
{reX: flx) #g)} =2
f es medible y sin embargo, como
g ({1 ={reX gx) =1} =4,
y {1} es un boreliano, concluimos que g no es medible.
Sean (RV,.# L) el espacio de medida de Lebesgue y E € .. Son medibles las sigu-
ientes funciones reales definidas en E:
i) Las continuas.

ii) Las continuas c.p.d.

iii) Las iguales c.p.d. a una medible.

iv) Las composiciones de una medible con una continua.
En efecto,
1) y iv) se han probado antes.
ii) Sea f : E — R continua c.p.d. Sea Z el subconjunto de £ de medida cero en el que

Jf no es continua. f|g\z es medible por ser continua y fiz es claramente medible. En
consecuencia, si B C R es abierto, entonces

B = (fiez) ' B)U(fi) ' (B) € 4,

y, por tanto, f es medible.
1i1) Consecuencia del apartado 5. .

Nota: Es conveniente advertir que en el espacio medible (RV,.#) cualquier conjunto

susceptible de ser construido con las técnicas bésicas de la Teoria de conjuntos es medible
y, en consecuencia, cualquier funcién definida mediante el uso de las técnicas habituales del
Analisis es medible.
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11.2. Propiedades de las funciones medibles.

Proposicion 11.3 (Caracterizacion de las funciones medibles). Sean (Q,.o)
un espacio medible y f : Q — R una funcion. Equivalen:

i) f es medible.
i) {weQ: flw)<a} e, VaeR.
i) {weQ: f(w) > o} e, YaecR.
w) {weQ: f(lo)<a}e, YaeR.
v) {weQ: f(o)>oa}ed, VaecR.

Demostracion:
Es obvio que la primera afirmacién implica cualquiera de las restantes. Para probar el
reciproco es suficiente demostrar que cualquiera de las familias de intervalos siguientes

a) {]—oo,af: 0 € R}
b) {[a,+oo[: o € R}
¢) {]—o0,0] : x € R}
d) {Ja,+oof: @ € R}

generan la o-dlgebra de Borel de R, para lo que basta comprobar que la c-dlgebra generada
contiene a los intervalos abiertos acotados.
Por ejemplo, en el caso b) basta observar que

[ee]

[at, +oo[=R\] — oo, &t ]oc,+oo[:U[oc+%,+oo[ y Ja,B[=]—c,B[N]0t,+oo].

n=1

Los otros casos se dejan como ejercicio (jHéagase!). .

Dadas f,g : Q — R se definen las funciones f Vg, fAg, fT,f~ : Q — R por
(fVg) (o) :=max{f(w),g(w)}, (fAg)(®):=min{f(w) g(w)},
fr=0Vf, f:=0V(-f).

Es inmediato comprobar

1 1
f= =1 = +f, f\/g=§(f+g+|f—g!)7 f/\g=§(f+g—|f—g|)-

Proposicion 11.4 (Estabilidad algebraica de las funciones medibles). Sean
(Q, ) un espacio medible, f,g: Q — R funciones medibles, o un niimero real y p un
positivo, entonces las funciones

f+g of, fe |fI7, Ty f~

son también medibles. En consecuencia, el conjunto de las funciones medibles reales es una
subdlgebra del dlgebra de las funciones reales definidas en Q. Si ademds suponemos que f
no se anula, entonces la funcion jlf también es medible.
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Demostracion:
Empezaremos probando que la funcién % : Q@ — R? definida por

h(0) = (f(0),8(0)), VoeQ

es también medible. Si G es un abierto de R2, entonces, de nuevo la Proposicion 10.8 nos
asegura la existencia de dos sucesiones {I,},{J,} de intervalos acotados de R tales que
G =, _ In x J, con lo que concluimos que

O[ )| e .

n=1

h'(G) = |Jn (I x Jy)
n=1

Como las funciones de R? en R

(x,y) = x+y, (xy)—xy

son continuas, se deduce que las funciones obtenidas por composiciones con & de éstas son
medibles, esto es f + gy fg son medibles.
Como las funciones de R en R

x+— ax, x— [x|’, x+— max{x,0}, y x+— max{—x,0}

son continuas, deducimos que ot f, |f|, Ty f~ son medibles.
Por dltimo, si f no se anula, basta componer la funciéon medible f con la funcién continua
X )_1( de R* en R para obtener la medibilidad de ch . .

Proposicion 11.5 (Estabilidad analitica de las func. medibles). Sea (Q,.o) un espacio med-
ible. Si { fn} es una sucesion de funciones medibles definidas en Q, entonces se verifican las
siguientes propiedades:

i) El conjunto E = {® € Q : {fy(w)} es mayorada } es medible y si dicho conjunto no
es vacio, la funcion f : E — R definida por f(®) = sup{f,(®) :n € N}, Vo € E, es
medible.

ii) El conjunto E = {w € Q: {f,(®)} es minorada } es medible y si dicho conjunto no
es vacio, la funcion f : E — R definida por f(®) = inf{f,(®) :n € N}, Vo € E, es
medible.

iii) El conjunto E = {® € Q : limsup f,(®) € R} es medible y si dicho conjunto no es
vacio, la funcion f : E — R definida por f(®) = limsup f,(®), Yo € E, es medible.

iv) El conjunto E ={w € Q : liminf f,(w) € R} es medible y en caso de ser no es vacio,
la funcion f : E — R definida por f(®) = liminf f,,(®), Vo € E, es medible.

v) El conjunto E ={® € Q: {f,(®)} es convergente } es medible y si dicho conjunto no
es vacio la funcion f : E — R definida por f(®) =1lim f,(®), Yo € E, es medible.
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Demostracion.:

i) Es inmediato que

E- U |NHoeo: filw) <m|.

m=1 [n=1

y, por tanto, E € 7. Por otra parte, supuesto E # (, para cada @ € R se tiene que

{ockE: f(o)<oa}= ﬁ{(er:fn(a))ga}:

n=1

=E(NM{ocQ: fi(w) <a}
es medible, de donde se deduce que f es medible.
ii) Apliquese i) a la sucesién {—f, }.

iii) El conjunto
F={wecQ:{f,(w)} es mayorada }

es medible por i). Es claro que si F' = 0, entonces también E = (. Supuesto F # 0,
consideremos, para cada natural n, la funcién g, : F — R definida por

gn(®) =sup{fi(®) : k>n}, Yo €F,
que es medible por i). Es claro que
E={wecF:{g,(w)} es minorada }

que es medible por ii). Supuesto E # 0 se tiene que f(®) = inf{g,(®) : n € N} también
es medible por ii1).
iv) Apliquese iii) a la sucesion {—f; }.
v) Sean
Fi={w e Q:limsup f,(®) € R}
F,={w e Q:liminff,(®) € R},

conjuntos que son medibles (por iii) y iv)). Es claro que si | N F, = 0, entonces E = 0.
Supuesto F; N F, # 0, las funciones g : F; — R definida por g(®) = limsup f,(w),
Vo € Fy y h: F, — R definida por h(®) = liminf f,(®), V@ € F, son medibles por
ii1) y iv), respectivamente. Entonces

E={ocFNFk:glo)=ho)}=FnkN(g—h) '({0})}

es medible y finalmente, supuesto E # 0, como f(®) = g(w)(= h(®)),Yo € E, con-
cluimos que la funcién f también es medible.
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11.3. Funciones simples. Teorema de aproximacion de Lebesgue.

Consideramos ahora las funciones medibles mds sencillas: las funciones simples. Serd
clave en la teoria el hecho de que cualquier funcién medible positiva es limite puntual de una
sucesion creciente de funciones simples positivas.

Definicion 11.6 (Funcién simple). Sea (Q,.7) un espacio medible. Una funcién s : Q —
R es una funcion simple si es medible y su imagen es un conjunto finito, esto es, s(Q) =

{061, ey ocm} para convenientes m € Ny Qp,..., o, € R. Claramente los conjuntos
A= {(DE.QZS((D) = OC,'} <i= 1,...,m),

son medibles y forman una particién de Q. La funcién s se expresa entonces en la forma

m
s = Z XA,
i=1

Proposiciéon 11.7 (Estabilidad algebraica de las func. simples). Sea (Q,.<7) un espacio medi-
ble. En el espacio vectorial de las funciones reales definidas en Q, se verifica que el conjunto
de las funciones simples es el subespacio vectorial generado por las funciones caracteristicas
de los conjuntos medibles. Ademds si s y t son simples, entonces st es simple.

Demostracion:
Inmediata de la definicion, de la estabilidad algebraica de las funciones medibles y del
Ejemplo 11.2.2. n

El siguiente resultado es uno de los maximos exponentes del “saber hacer"de
Lebesgue. Como ya hemos comentado, a diferencia de lo que se hace en la integral de
Riemann, en la que se subdivide el dominio de la funcién para aproximarla por funciones
escalonadas, lo que se hard para la integral que pretendemos definir es subdividir la imagen
de la funcién para conseguir aproximarla por funciones simples positivas.

Teorema 11.8 (de aproximacion de Lebesgue). Sean (Q, 7)) un espacio medible y f : Q —
[0, 00| una funcion medible. Entonces, existe una sucesion creciente {sn} de funciones simples
positivas que converge puntualmente a f en Q.

Si ademads f estd mayorada, entonces existe una sucesion creciente de funciones simples
positivas {sn} que converge uniformemente a f en L.

Demostracion:
Fijado n natural, definimos

E,,:{weQ:ngf(a))}

y,parak =1,2,...,n2",

E, ;= {(oEQ:k;nlgf((o)<£}.
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Como f es medible, los conjuntos E, y Ej, ; también lo son. Definimos entonces la funcion
simple
n2" k—1

Sp = ];1 TXE”*" +nxg,-

(obsérvese que los conjuntos cuyas funciones caracteristicas aparecen en la definicion anteri-
or forman una particién de Q).
Probemos que la sucesion {sn} asi obtenida es puntualmente creciente, es decir,

sn(®) <spr1(w), YneN, Vo € Q.
Dado un natural n y @ € Q, entonces si ® € E,,, se tiene

n2n+1
Sn(a)) =n= 2n+1 Sf(a)),

y, por tanto, s,(®) < s,+1(®). En otro caso, si ® € E, , entonces al ser

[k—l k[:[Zk—Z 2k—1[ [Zk—l 2k [

on ’ﬁ on+l 7 on+1 on+l 7 on+1
obien w € E,, 121 obien @ € E, 7. En el primer caso
k—1
sn(@) = o Sn+1(®@),

mientras que en el segundo
k—1 2k—1

Sn((l)) = 7 < W = S,H_l(a)).
Veamos ahora que para @ € Q se verifica
{su(@)} — fl(o).

Sea @ € Q y sea n un natural tal que f(®) < n. Se tiene entonces que
1
sn(@) < f(0) < sp(w) + >
Asi, para n suficientemente grande, se verifica que

1

(11.3.1) 0 < fl@) =su(®) < 5,

de donde se obtiene la convergencia anunciada.
Finalmente, si ademds f estd mayorada, tenemos que

dmeN : E,=0,Vn>m,

con lo cual de 11.3.1 deducimos que

0 f(0) —s0(0) < o1

Hemos probado que en este caso la convergencia es uniforme. .

Yo € Q, Vn > m.
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11.4. Integral de funciones simples positivas.

En el caso en que dispongamos de una medida u sobre .7, hay una forma natural de
definir la integral de una funcién simple positiva. Comprobamos en primer lugar que la
definicién que daremos de integral es independiente de la expresion de la funcién simple
que elijamos. Supongamos que se da la igualdad

Z Qixa; = Z ﬁj%Bja
i=1 j=1

donde m,n € N, 0 < o, Bj < +oo Vi, j y {A1,...,An},{Bi1,...,B,} son dos particiones de
Q) en conjuntos medibles, entonces comprobaremos que se verifica la igualdad

m n
Y aip(A) =) Bin(B))
i=1 j=1
En efecto, usando que la medida es aditiva y que si para ciertos indices i, j se verifica que

A;iNB; # 0, entonces evaluando la funcién simple en esta interseccién se tiene ¢; = f3;,
obtenemos

g:lai,u(Ai):gllai,u<Aim<U?lej>> Zal ( L(A;NB; ))
:iaii.u(AimB = i AﬂBj):ii (AiNBj)
P ~

j=1li=1
Biw(A;NB;) Z

iﬁjﬂ( ) iﬁjﬂ

™=
I [\/]5

)

j=1i

T Ms

1

Definicion 11.9 (Integral de una funcién simple positiva). Sea (Q,</,u) un
espacio de medida. Si s = Y7 | a;xa, : Q@ — [0,00[, donde {Ay,...,A;,} es una particién
de Q en conjuntos medibles, entonces se define la integral de la funcién simple s como el

elemento de [0, 0] dado por:
/ sdp =Y oA
Q i=1

Proposicién 11.10 (Prop. de la integral de las funciones simples positivas). Sea (Q,.<7, 1)
un espacio de medida. Si s,t : Q — [0,00 son funciones simples y o € [0,e0|, entonces se
verifican las siguientes afirmaciones:

i) Jo(s+1)du= Josdu+ ot du.
i) [olas)du=o[gsdu.
i) [s<t] = fosdu < for du.

v) [osdu=0siysdlosi,s=0cp.d.
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Demostracion.:

Pongamos
m

- Zai%Ai y = ZﬁjXBja

i=1 =1

con m,n naturales, Q,...,0y,B1,...,By € [0, y {A1,...,An},{B1,...B,} particiones de
Q en conjuntos medibles.

i) Es claro que
{AinBj:1<i<m,1<j<n}

es una particion de €2 en conjuntos medibles (algunos de los cuales pueden ser el vacio
y por tanto se pueden suprimir). Se tiene que

m n

s+i=Y Y (ci+PBj)xans;

i=1j=1

Por tanto,
m n
m n n m
Z Z (4iNBj)+ ) Bj Y u(AiNB;).
=1 j=1 j=1 =1
Usando que los conjuntos {By,...,B,},{Aj,...,An} son particiones de Q y la aditivi-

dad de la medida se tiene que

on

Il
—

i (AiNB;) = pu(A;), 1(A;NB;) = 1(B;).

1

Usando estas igualdades validas para 1 <i <m,1 < j < n, se obtiene que

/(s+t)d,u:/sdu~|—/td,u.
Q Q Q

ii) Se tiene que
/ (o0s) dp =) aop(A;) = ) oG (A;) = a/ sdu.
Q i=1 i=1 Q

iii) Como s <t por hipétesis, entonces si @ € A; N B; # ( tenemos que
s(w) = o; < B; =t(w). Por tanto

/sdu ZZ% (AiNB;) ii Bju(AiNB;) /tdu.

i=1j=
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iv) Se tiene que

/sdu:O@Zaiu(A,-):O@a,-u(A,-):O,i:1,...,m<:>
Q i=1

o =0
6 1<i<m &s=0 c.pd.
1(Ai) =0

De la proposicion anterior se deduce que

/ sdu = max{/ tdu :t simple positiva, t < s}.
Q Q

Podemos, por tanto, extender la definicidn de integral de la siguiente forma:

11.5. Integral de una funcion medible positiva.

Definicion 11.11 (Integral de wuna funcién medible positiva). Sea (Q,.<7, u)
un espacio de medida. Si f: Q — [0,00[ es una funcién medible, se define la integral de
f como el elemento de [0, ] dado por

/fdu::sup{/sd,u: s simple,Ogsgf}.
Q Q

El siguiente resultado junto con el Teorema de aproximacion de Lebesgue permiten obten-
er comodamente las propiedades de la integral de las funciones medibles positivas.

Proposicién 11.12. Sean (Q, o7, 1) un espacio de medida y f : Q — [0,00] una funcion
medible. Si {sn} es una sucesion creciente de funciones simples positivas que converge pun-
tualmente a f en Q, entonces

/fdu:lim/ spdU.
Q Q
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Demostracion:
De la definicién de integral para funciones medibles positivas se deduce que

/sndué/fdu, vneN,
Q Q

y, por tanto,

lim/sndug/fdu.
Q Q

Para probar la otra desigualdad, sea s una funcién simple positivacon s < fysea0 < p < 1.
Para cada natural n definimos

F, = {(o €EQ:s,(w) > ps(a))}.

Obtenemos asi una sucesion creciente de conjuntos medibles tal que |, F,, = Q. En efecto,
para cada @ € Q, se tiene

f(w):O = weF
Fl@)>0 = ps(@) < f(@) (p<1) =IneN:wck

Supuesto que s = Y /" | Gk Xa,, para cada natural n se verifica que

pY o u(ANF) =Y pog u(ANk,) =
(11.5.1) k=1 k=1

/PS%F,,dMS/Sn%F,,dHS/Snd.U,
Q Q Q

donde se ha utilizado la definicién de F;, y la monotonia de la integral 11.10.iii). Para cada
ke{l,...,m}, {Ak N F"}n o €S una sucesion creciente de conjuntos medibles tal que

U (AN F,) = Ay,
n=1

y por tanto se sigue de la propiedad de crecimiento continuo de (U que
H(Ar) =limu (A NF,).

Tomando limite cuando n — o en 11.5.1 obtenemos que

P Y ot(Ay) < lim/ Sp dUL,
k=1 Q

es decir,
p/sd.uﬁlim/ spdU.
Q Q

Tomando ahora en la desigualdad anterior 1imite cuando p — 1 obtenemos que

/sdugnm/ 5 dli.
Q Q
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Considerando por ultimo la arbitrariedad de s, concluimos que

/fduglim/sndu.
Q Q

Proposicion 11.13 (Prop. de la integral de las funciones medibles posit.). Sea (Q,.7, 1) un
espacio de medida. Si f,g @ Q —— [0,00] son funciones medibles Yy
o € [0,00], entonces se verifican las siguientes afirmaciones:

i) Jo(f+8)du= Jofdu+ Jogdu.

ii) Jo(af)du=afqfdu.

i) | <g| = fof du < fogdp.

iv) [of di=0si,y solosi, f =0 c.p.d.
Ademds si f = g c.p.d., entonces [ f dj = [og du.

Demostracion:

i) El Teorema de aproximacion de Lebesgue nos asegura la existencia de dos sucesiones
crecientes {s, } y {t,} de funciones simples positivas con {s,} /" fy {t,} / g. Encon-
secuencia {s, +1,} es también una sucesion creciente de funciones simples positivas
con {s,+t,} / f+ g. En virtud de la proposicion anterior se tiene que

[ r+g)du=tim [ (s,+1) du =

:lim/sndu+lim/tndu:/fdu+/gdu.
Q Q Q Q

ii) Es inmediata de la definicion.

iii) Sis:Q — [0,00[ es una funcién simple con s < f, entonces s < g, y por tanto

/sdué/gdu-
Q Q
/fdus/gdu.
Q Q

En el argumento hemos utilizado dos veces la definicion de integral de una funcién
medible positiva.

En consecuencia
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iv) Sea {sn} una sucesion creciente de funciones simples positivas convergente a f.

Supuesto que [, f du = 0, entonces [os, dit =0, Vn € N, y en virtud del apartado
iv) de la Proposicién 11.10 es s, = 0 c.p.d., Vn € N, de donde concluimos que f =0

c.p.d. (pues {w € Q: f(w) # 0} C Upen{w € Q : 5,(@) # 0}).

Supongamos ahora que f = 0 c.p.d. Entonces, como 0 < s, < f, se tiene que
sp =0 cpd., VneN,

luego

/s,,d,u:Q VneN
Q

y por tanto [, f du =0.

Finalmente, como para cualesquiera dos funciones medibles positivas f'y g se verifica

de los apartados iii) y 1) anteriores se deduce que

| raus [ \r-glau+ [ gdu

Si suponemos que f = g c.p.d., entonces, teniendo en cuenta iv) deducimos que

| raus [ gan

De igual forma

|eduns [ fau,
Q Q

| rdu= [ gdu.

por lo que

Nota: De la dltima afirmacién se deduce que para calcular la integral de una funcién
medible positiva pueden ignorarse, si asi se desea, los valores que toma dicha funcién en un
conjunto de medida cero. Esto es, el conocimiento de una funcién medible positiva en algtin
subconjunto medible E de Q tal que u(Q\E) = 0, es suficiente para calcular la integral de
dicha funcién.



428 11. Integral asociada a una medida.

11.6. Funcion integrable e integral.

Definicion 11.14 (Funcién integrable e integral de una funcién integrable). Sea (Q,.o7, 1) un
espacio de medida. Diremos que una funcién medible f : 2 — IR es integrable si la funcién
medible positiva | f| tiene integral finita. Si f es integrable, entonces las funciones f*y f~
son medibles positivas y tienen integral finita, puesto que f* < |f| y f~ < |f], podemos

definir
| raw= [ rran— [ s an

Notaremos .’ (i) al conjunto de las funciones f : Q — R integrables, es decir,

L(u):= {f:Q%R:fesmediblecon /Q]f|d/.t<oo}.

Claramente si una funcién medible positiva tiene integral finita, entonces ésta es inte-
grable y su integral coincide con la integral como funcién medible positiva (lo cual legitima
la notacion introducida). Mas generalmente, conviene observar que si g y & son funciones
medibles positivas tales que

[edn<o [ ndu<e y f—g-n
Q Q
entonces

rezw) y [ fau= [ gau— [ nap

En efecto, es claro que |f| es medible y las propiedades de la integral de una funcién medible
positiva nos aseguran que

/Iflduz/ Ig—hldué/(g+h)du=/gdu+/hdu<°°-
Q Q Q Q Q

Por otra parte, al ser f* +h= f~ + g, se sigue que

/f+du+/hdu=/f—du+/gdu,
Q Q Q Q

| rdu= [ gau—[ nap.

yeén consecuencia

Proposicién 11.15 (Propiedades de .Z(u) y de la integral). Sea (Q,<7,1t) un espacio de
medida. Si f,g: Q — R son funciones integrables y o es un niimero real, se verifican las
siguientes afirmaciones:

i) f+gesintegrable con [o(f+g)du= [ofdu+ [qgdu.

ii) af esintegrable con [o(0f) du = [o f du.
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i) | < 8| = fof du < fogdp.

v) |Jofdul < Jolf] du.

Ademds si 'y g son medibles e iguales c.p.d., entonces

f es integrable < g es integrable,

| rau= | gau

i) Puesto que f+g= (f"+g")—(f +g ), el resultado se deduce de la aditividad de
la integral para funciones medibles positivas y de la observacion hecha antes.

en cuyo caso

Demostracion.:

ii) Sabemos que o f es medible y que

L1asidu= [ ol 1rldu=lal [ Ifldu <o

y por tanto o f es integrable. Por otra parte otf = o.f * — otf ~, por lo que si o > 0 se
tiene que

/Q(af) duz/g(af*) d,u—/g(ocf)du:

~a [ frap—af fau-a fau.

mientras que si & < 0, entonces

/Q(af) du:/g(—af‘)du—/g(_aﬁ) dy =
:—a/gf_d,uqta/Qf+du:a/Qfdu,

iii) Se tiene que
ff-f<g—g=f+g<g+f=

= /Q(f++g‘) du < /Q(g++f‘) du =

/f*du+/g—dus/g+du+/f—du =
Q Q Q Q

= [t an= [ rans [ gt au- [ ¢ du,
Q Q Q Q

| rdu< [ an

es decir,
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iv) Como |f| es claramente integrable y —|f| < f < |f], los apartados anteriores nos dan

—/Q|f|du§/gfdlvl§/g|f|d“»

‘/fdu' < [ \flan.
Q Q
Finalmente si f,g son medibles e iguales c.p.d., entonces |f| = |g| c.p.d. y la Proposi-

cién 11.13 garantiza que
/ |fldu =/ ¢l du,
Q Q

lo que prueba que f es integrable si, y sélo si, lo es g. Por otra parte, como |f —g| =0
c.p.d., si f y g son integrables, entonces concluimos que

‘/Qfd“_/ggd“‘:)/g(f_g)dﬂ‘S/Q\f—g\duzo,

donde se ha aplicado nuevamente la Proposicién 11.13. .

es decir,

Nota: De la dltima afirmacion de la proposicion anterior se deduce que para estudiar
la integrabilidad, y el valor de la integral cuando proceda, de una funcién medible pueden
ignorarse los valores que dicha funcién toma en un conjunto cualquiera de medida cero.

Proposicion 11.16. Sean (Q,.of 1) un espacio de medida, E € o/, E C D C Q y
f D — R una funcién. Entonces fip € £ (Ug) si, y sélo si, fxe € L (1), en cuyo ca-
50

/EfE d.“E:/QfXE dp.

Demostracion:
Sabemos que f| es medible en (E, ) si, y solo si, fxe es medible en (Q,.%7), por lo
que para la demostracién daremos por supuesta la medibilidad de ambas funciones.
Supongamos en primer lugar que 0 < f. Tomemos una sucesion creciente de funciones
simples positivas {s, } que converge puntualmente a fxz. Es claro entonces que {sn| E} es una
sucesion creciente de funciones simples positivas definidas en E que converge puntualmente
a fig- Por la Proposicion 11.12 aplicada a las funciones fig y fxr tenemos que

/f|E dug =1im/ Snle AUE Y /fxE dp =lim/ SnXE dUL.
E E Q Q
Observemos que para cada n € N se verifica que

si(@) =0, Vo eEC,
luego si

m
Sp = Z ak%Ak
k=1
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para convenientes m € N, oy, ..., 0, € [0, y {Aj,...,Ap} particion de Q en conjuntos
medibles, necesariamente ha de ocurrir que

=0, sil<k<my ANEC+0,

luego

Y ope(AcnNE) =Y oy (Ap),
k=1 k=1

/Sn|E dUg :/ SnXE d.
E Q

Ahora, de las anteriores expresiones se sigue que

y, por tanto

[ e du = [ 72 du.

de donde se obtiene el enunciado. Finalmente, para f arbitraria, aplicando lo anterior a | f]|
obtenemos que

J Vel dug = [ 1y due = [ 71ze dn = [ 1el di,

por lo que
fie € L (UE) & fre € L (W)

Ademas, es ese supuesto, dado que
fe=fe—tfe v fxe=f"2e—f 2,

de nuevo aplicando lo anterior a f* y f~ obtenemos que

/Ef|E d“E:/EfE d“E—/EﬁE dﬂEZ/Qf+%E du—/gf‘xE d.u:/QfXE du.

Definicion 11.17 (Integral de func. en conjunto medible y definida c.p.d.). Sean (Q,.o7, 1)
un espacio de medida, D C Qy f : D — R una funcién. Si E € &7 con E C D, entonces se
dice que f es integrable en E si se verifica que f|g es una funcion integrable en el espacio de
medida (E, 9, Ug), y en tal caso definimos la integral de f en E por

[ fau= [ fie due.

En virtud del resultado anterior este concepto se puede también expresar en términos del
espacio de medida inicial. En efecto, f es integrable en E si se verifica que f g es integrable
en el espacio de medida (Q, o7, 1), y en tal caso la integral de f en E viene dada por

[ fau= [ rxean.
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Una funcién f definida c.p.d. en Q es integrable si lo es en un conjunto medible £ con
L(EC) = 0 en el que esté definida, en cuyo caso definimos

/Qfd,u::/Efd,u.

Esta definicion no depende del conjunto medible E. Obsérvese que si F es cualquier
otro conjunto medible con t(F¢) = 0 en el que f esté definida y sea integrable, entonces
fxe = fxr c.p.d. pues coinciden en ENF (con f)y

i ((EﬂF)C> —u (ECUFC> <u (EC> U <FC> —0,

con lo que
[ran=[ ruedu= [ fredu= [ ran.
F Q Q E

Proposicion 11.18 (Aditividad respecto del conjunto de integracion). Sean
(Q,o7, ) un espacio de medida, D C Q y f : D — R una funcion. Si
E.F € of son disjuntos con E\UF C D, entonces f es integrable en E UF si, y solo si, f
es integrable en E yen F, y en tal caso

| gdu= [ rau+ [ rdu.

Demostracion:
Puesto que

fxeor = fXe+ fXF,

de las propiedades de las funciones medibles se sigue inmediatamente que
fxeur es medible si, y s6lo si, fxg y fxr son medibles.

En tal caso, de las propiedades de la integral de las funciones medibles positivas se tiene

que
| ldi= [ irldu+ [ 171 an.

de donde se deduce que
f esintegrable en EUF si, y s6losi,loesen E yen F.

En ese supuesto, se verifica la férmula del enunciado. "

Ejemplos 11.19.

1. Sea (Q, <7, ) un espacio de medida. Entonces el espacio vectorial F generado por las
funciones caracteristicas de los conjuntos de medida finita es un subespacio de .Z ().
Ademads

/Q Y cixe du=) aiu(E), VY oixe €F.
i=1 i=1 i=1
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En efecto, es claro que si E es un conjunto medible con u(E) < oo, entonces la fun-
cién xg, al ser medible positiva con integral acotada, es integrable y su integral es
Joxe diu = 1(E). El resto es consecuencia de la linealidad de la integral.

De hecho F es el espacio vectorial de las funciones simples integrables (;Compruébese!).
En el préoximo teorema comprobaremos que cualquier funcidn integrable es “aprox-
imable” por funciones de F.

2. Sea (Q, <7, ) un espacio de medida:
i) Si f:€Q — R es una funcién medible y existe g : & — R integrable tal que
|f| < g, entonces f es integrable.

ii) SiE € of con u(E) < ooy f: E — R es medible y acotada, entonces f es inte-
grable. En particular, toda funcién continua definida en un subconjunto compacto
de RY es integrable (respecto de la medida de Lebesgue).

En efecto, para probar 1) basta tener en cuenta la monotonia de la integral para funciones
medibles positivas y la definicidn de funcidn integrable. Ahora ii) es consecuencia de
que | f| < Myg, donde M es una cota de f.

Es obligado advertir, sin embargo, que el cdlculo de la integral de una tal funcién in-
cluso en las situaciones més sencillas es todavia inabordable. La funcién

f,y)=x+y, V(x,y)€[0,1] x[0,1]

es un ejemplo de ello.

3. Si el lector conoce la integral de Riemann puede deducir inmediatamente que toda
funcion integrable en el sentido de Riemann es integrable y que ambas integrales coin-
ciden. En efecto, sean [a, b] un intervalo compacto de Ry f : [a,b] — R una funcién
integrable Riemann. No quita generalidad suponer que 0 < f, pues en otro caso basta
tener presente que f = f — f~.

Para cada natural n se considera la particién de [a, D]

b—a "
Pn:{xk:a‘i_kT: k=0,1,...,2 }

y las funciones simples e, E, : [a,b] — [0, +oo[ definidas por
2" 2"
en = mk%[}%,] ,xk[ + f(b)X{b}7 Ef’l = Z MkX[xk,l ,xk[ + f(b)%{b}
k=1

k=1

donde parak=1,...,2",

i = inf(f(po1x))) v M= sup(f([xe-1,x) ).
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Es inmediato comprobar que para cada natural n se verifica que

2}’[

/ end =1(f,Py) ==Y my(x —xi 1),
[a.b] k=1
2'1
/ Endd =S(f,P,) =) My(xx —x1-1),
[a,b] k=1
y
e < €n+1 < f < En+1 <E,.
Si notamos

e=lime, y E=1mE,,

se tiene que e y E son medibles y acotadas y el ejemplo anterior garantiza que son
integrables. Ademas la Proposicion 11.12 nos asegura que

b
/ ed?Lzlim/ endl:/f(x)dx:lim/ E,di— [ Edn.
[a,b] [a,b] a [a,b] [a,b]

Consecuentemente la funcién medible positiva E — e tiene integral cero y por tanto
e=FE=f cpd.

La Proposicién 11.15 garantiza que f es integrable y que
b
/ fdr= | edr= Edl:/ £(x) dx.
[a,b] [a,b] [a,b] a

El ejemplo anterior legitima la introduccién de la siguiente notacién. Sean / C R un
intervalo de extremos o y B con —oo < ¢ < B < 400y f: I — R integrable (respecto
de la medida de Lebesgue). Entonces se usa la notacion

B
| f)ax
o

para designar la integral [, f dA.

Andlogamente cuando se consideran funciones integrables en RY su integral se nota
por

/ f(xl,...,xN) d(xl,...,xN).
RN

. El siguiente ejemplo pone de manifiesto que el conjunto de las funciones integrables

(Lebesgue) es estrictamente mayor que el de funciones integrables segiin Riemann. La
funcién f : R — R definida por

0 six¢Q
f(x):{x sixeQ ’

es integrable con integral nula (pues f = 0 c.p.d.) y, sin embargo, no estd definida en
un intervalo compacto, ni es acotada y s6lo es continua en un punto.
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11.7. Densidad de las funciones simples en .2 ().

Teorema 11.20 (densidad). Sea (Q,.<7, 1) un espacio de medida. Entonces el espacio vec-
torial F de las funciones simples integrables es denso en £ (1), es decir: dada una funcion
integrable f existe una sucesion { fn} de funciones de F tal que

tim [ £ =l du=o0.
Q
Ademds se puede conseguir que
{fx} — f puntualmente en Q.

Demostracion:
Sea f una funcién integrable, entonces f1 y f~ son también funciones integrables. Sean
{sn} y {t,} dos sucesiones crecientes de funciones simples positivas tales que

{Sn}—>f+a {ta} = f

(por ejemplo las dadas por el Teorema de aproximacion de Lebesgue 11.8). Sabemos que

/f*d,uzlim/snd,u y /f‘duzlim/tndu
Q Q Q Q

(Proposicion 11.12). Pongamos para cada natural n, f,, := s, —t,. Es inmediato que {f,} — f.
Al ser
0<s, <ff, 0<t,<f  (neN),

concluimos que
Sp.ty €F, Vn e N,

y, por tanto, f, € F, Vn € N.
Veamos que

tim | |7~ f,] du =0,

En efecto, para cada natural n se tiene que

= fldn= [ dsi== (=) < [ Js= Lt [ = £l =

/f+du_/sndu+/f_d“_/tnd“>
Q Q Q Q

y basta tener en cuenta que la dltima sucesion tiene limite cero. .

11.8. Referencias recomendadas.

[Jur], [Ber], [Guz] y [Ru].
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11.9. Resumen del resultados del Tema 11.

Funcion medible.
Sean (X,.o) y (Y, ) espacios medibles. Una funcién f : X — Y se dice medible si

f'B)es, YBe A

equivalentemente, si la condicion anterior se verifica para una familia de conjuntos que genere
la o-dlgebra A.

En el espacio medible (RY,.#) cualquier funcién real definida mediante el uso de las
técnicas habituales del Andlisis es medible.

Funcién simple.
Sea (Q,.o/) un espacio medible. Una funcién s : @ — R es una funcién simple si es medible
y su imagen es finita, esto es, s(Q) = {¢,..., &, }. Claramente los conjuntos

Al‘::{(DE.Q.IS(CO):OQ} (i:1,...,m)

son medibles y forman una particion de €2. La funcién s se expresa entonces en la forma

m
§ = Z O XA,
i=1

Teorema de aproximacion de Lebesgue.
Sean (Q,./) un espacio medible y f : Q — [0, o[ una funcion medile. Entonces existe una
sucesion creciente {s, } de funciones simples positivas que converge puntualmente a f en Q.
Si ademads f estd mayorada, entonces existe una sucesion creciente de funciones simples
positivas {s, } que converge uniformemente a f en Q..

Integral de una funcion simple positiva.
Sea (Q,.27, ) un espacio de medida. Si s = Y7 | a;xa, : @ — [0,00[ es una funcién simple,
se define la integral de s como el elemento de [0, o] dado por:

/QS dp = Z o fL(Aj).

i=1

Integral de una funcién medible positiva.
Sea (Q, .7, 1) un espacio de medida. Si f : Q — [0,0 es una funcién medible, se define la
integral de f como el elemento de [0, 0] dado por:

/fd,u::sup{/sdu: s simple,Ogsgf}.
Q Q
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Proposicion
Sean (Q, .7 ,1t) un espacio de medida y f : @ — [0,0[ una funcion medible. Si {s,} es
una sucesion creciente de funciones simples positivas que converge puntualmente a f en Q,

entonces
/fduzlim/ spdU.
Q Q

Funcion integrable e integral de una funcién.
Sea (Q,.<7, ) un espacio de medida. Diremos que una funcién medible f : Q — R es
integrable si la funcion medible positiva |f| tiene integral finita. Si f es integrable definimos

la integral de f por
| raw= [ rrau- [ 5 ap.
Q Q Q

Propiedades de la integral.
Sea (Q, o/, 1L) un espacio de medida. Si f,g : Q — R son funciones integrables y a es un
numero real, se verifican las siguientes afirmaciones:

i) f+gesintegrabley [o(f+g)du= [ofdu+ Jogdu.
ii) of esintegrabley [o(af)du=o [ofdu.
i) | < 8| = fof du < fogdn.
) [Jofdul < [olfldu.
Ademas si 'y g son medibles e iguales c.p.d., entonces
f esintegrable < g es integrable,
en cuyo caso [ f diu = [ g du.

Integral de una func. en un conjunto y de una func. definida c.p.d.
Una funcién f definida en un conjunto que contenga a un conjunto medible E se dice inte-
grable en E si fp es integrable en (E, g, Ug), en cuyo caso se define la integral de f en E

por
[ fdwi= [ fpdus= | fredu.

Una funcién f definida c.p.d. en Q es integrable si lo es en un conjunto medible E con
U(EC) = 0 en el que esté definida, en cuyo caso definimos

Afﬂuzéme
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Aditividad de la integral respecto del conjunto de integracion.
Sean (Q,.o7, 1) un espacio de medida, D C Qy f: D — R una funcién. Si E,F € </ con
ENF =0y EUF C D, entonces f es integrable en E U F si, y s6lo si, f es integrable en E 'y

en F, en cuyo caso [y pfdu= [pfdu+ [pfdu.

Teorema de densidad.
Sea (Q, .7, 1) un espacio de medida. Entonces el espacio vectorial F de las funciones simples
integrables es denso en .Z (), es decir, dada una funcién integrable f existe una sucesién
{fu} de funciones de F tal que

tim | |7~ fil du =0.

Ademds se puede conseguir que { f,} — f puntualmente en Q.
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11.10. Ejercicios del Tema 11.

11.1 Sean (Q,.o, 1) un espacio de mediday f : Q — [0, oo una funcién medible. Probar,
sin utilizar la Proposicién 11.12, que

/fdu:O<:>f:0 c.p.d.
Q

Indicacion: Basta considerar, para cada natural n, el conjunto

E, ::{wGQ:f(a)) > rlz}

Justificar que u(E,) = 0,Vn € N y deducir, utilizando el crecimiento continuo de la
medida u, que u({a) €Q: f(w) > 0}) =0.

11.2 Sean (Q, <7, 1) un espacio de medida 'y f : Q — R una funcién integrable. Probar que
f =0c.p.d. si, y solo si,

/fdu:O paracada E € <.
E

11.3 Sea (Q,.7) un espacio medible. Probar que si { fn} es una sucesion de funciones med-
ibles en Q, entonces se verifican las siguientes propiedades:

i) Elconjunto E :{ OEQ:Y, > fn(w) es convergente} es medible y si dicho con-

junto no es vacio la funcién f : E — R definida por f(®) =Y, fu(®), Yo €
E, es medible.

ii) El conjunto E :{a) €Q:Y,> fa(®w) esabsolutamente convergente} es med-
ible.

11.4 Sea (Q,.<7, 1) un espacio de medida. Dadas f,g,h: Q — R, probar que

i) Si f esintegrable y g es medible acotada, entonces fg es integrable.

ii) Si f es medible y g,/ son integrables con g < f < h, entonces f es integrable
(toda funcién medible comprendida entre dos integrables es integrable).

iii) Si f es medible y g, son integrables, entonces 1V (fAg) y hA(fVg) son
integrables, donde las funciones fV gy f Ag, se definen por:

(rve)(@) =max{f(0).g(@)} v (£Ag)@)=min{f(w)go)}

para todo @ en Q.
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11.5

11.6

11.7

11. Integral asociada a una medida.

Nota: El producto de dos funciones integrables no tiene por qué ser integrable. Mds
tarde daremos un ejemplo.

Sean (Q, .o/, 1) un espacio de medida y f : Q — R medible con 0 < f < 1. Probar
que existe una sucesion {An} de conjuntos medibles tales que

=1
f= Z iXA”
n=1
uniformemente en Q. Probar también que

=
/Qf dp znZl 21 (An).

Indicacion: Para cada n > 2 considerar la funcién 2" (s, —s,_1 ), donde {sn} es la suce-
sién que se construye en la demostracion del Teorema de aproximacion de Lebesgue.
Para probar la dltima igualdad utilizar la Proposicion 11.12.

Sean (Q, .47, 1) un espacio de medida y f : Q — R medible. Supéngase que { fn} es
una sucesion de funciones medibles de € en R tal que para cada natural n

p({oe:f0) £ n@)}) < 5
Probar que { f, } converge a f c.p.d.

Indicacion: Para cada natural n, considérese
av={ocQ:f@+ @} v Bi=Ua
k=n
Sea B =\, B,. Probar que (B) =0y que {f,} — f en BC.

(*) Teorema de Luzin.
Sea f : RY — R una funcién medible. Probar que para cada positivo €, existe F C RV
cerrado tal que

AFS) <e y fir  es continua.

Indicacion: Probar el teorema para
i) Funciones simples (Si A es medible, tomese C cerrado y G abierto tales que C C

A C Gy A(G\C) < €y considérese el cerrado F = CU (G®) que cumple que
A(F€) < ey (xa)r es continua.

ii) Funciones medibles acotadas (considerar una sucesion de funciones simples que
converja uniformemente a f (Teorema de aproximacion de Lebesgue)).

iii) Funciones medibles (componer f con un homeomorfismo de R sobre | — 1, 1]).
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11.8

11.9

Sea Coo(RV)={f:R¥ — R: f es continua de soporte compacto }, donde el soporte
de f es el conjunto

sop (f) ={xeRN: f(x) #0}.

Probar que

i) Si f € Coo(RY), entonces f es integrable.

ii) (*) Una funcién f : RY — R es medible si, y s6lo, existe una sucesion {fu} en
Coo(RY) tal que {f,,} — f c.p.d.

Indicacion: Para cada n € N aplicar el Teorema de Luzin para obtener F,, C R" cerrado
con A(FE) < 5 y fiF, continua. Aplicar ahora el Teorema de Tietze (una funcién real

continua definida en un cerrado se puede extender de manera continua a todo RM).
Ademads si la funcién es acotada, entonces la extension puede ser elegida con la misma
cota a la funcién continua f|;, para obtener g, : RN — R continua tal que

1
) ({x RV f(x) # gn(x)}> <3
Para cada n, sea ¢, una funcién continua con 0 < ¢, < 1 verificando

1 si x€B(0,n)
0n(x) = (Lema de Uryshon, Ejercicio 2.16 )
0 si x¢B(0,n+1)

Por altimo para cada n sea f,, := g,0,.

(*) Teorema de Egorov.

Sean (Q, .7, 1) un espacio de medida y { fn} una sucesion de funciones medibles en Q
que converge c.p.d. a f. Dados un conjunto £ de medida finita y un positivo €, probar
que existe A C E medible tal que A(A) < € y { fn} converge uniformemente a f en
E\A.

Indicacion: Para k,m € N definir
= 1
Eni= {0 €E:[fi(0) - fl@)| =}
n=m
y probar que limm_mu(Ekm) = 0. Si € > 0, para cada k € N existe m; € N tal que
1 (Exm) < A - Considerar A = U Eyn, y probar que

pA)<e (@)~ f(@)<p YOSE\A nzm
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11.11. Soluciones a los ejercicios del Tema 11.

11.1

11.2

11.3

Supongamos que [, f du = 0. Para cada natural n, definimos
1
E, ::{a) €Q: f(w) > —}.
n

Obtenemos asi una sucesion creciente de conjuntos medibles verificando que
UE :{weg:f(m)>o}.
n=1

Es claro que
1
n
y por tanto

1 1
—u(En)z/ ~XE, duﬁ/fdu, vneN.
n Qn Q

Deducimos de esto que
w(E,) =0, VneN,

y del crecimiento continuo de la medida y concluimos que
u({a) €Q: f(o) >O}> =0,

por tanto f =0 c.p.d.

Nota: Aunque no se utiliza la Proposicion 11.12, se utiliza la propiedad de crecimiento
continuo de una medida que es la base de su demostracion.

Es claro que si f =0 c.p.d., entonces [ f diu =0, VE € o/. Supongamos ahora que
[ fdu =0, VE € o/ Consideremos el conjunto medible

E ::{w cQ: flw)> o}.

Se tiene entonces

|rtdu=[ st au= [ rau=o,

y el ejercicio anterior (Proposicién 11.13.iv) nos asegura que f = 0 c.p.d. Andloga-
mente f~ =0 c.p.d., luego f =0 c.p.d.

i) Basta aplicar el apartado v) de la Proposicion 11.5 a la sucesiéon de sumas par-

ciales de la serie: {ZZII fk(a))}.
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ii) Basta aplicar el apartado v) de la Proposicién 11.5 a la sucesion

{k; |fk<w>|}.

11.4 i) |fg| es medible (Proposicién 11.4) y si |g| < K se sigue de las propiedades de la
integral de las funciones medibles positivas (Proposicion 11.13) que

| 5@ ls(@)lau < [ Kif(@) du=K [ |f(0)]dp <.

1
g <f<h=If1<IglVIal =5 (lgl+1l+llg| = Inll).
y f es integrable, ya que es medible y se verifica la desigualdad anterior.

iii) Teniendo en cuenta las propiedades de las funciones medibles y de las funciones
integrables, las siguientes expresiones

rve=s(fratif-sl).  rrs=5(f+a—I1f—sl)

nos aseguran que AV (fAg) y hA(fV g) son medibles y 'V gy h A g son inte-
grables. Basta ahora tener en cuenta el apartado ii) y las desigualdades

h<hV(fAg)<hVg, hAg<hA(fVg) <h

para concluir que 2V (fAg) y h A (fV g) son integrables.

11.5 Sea {sn} la sucesion creciente de funciones simples positivas que converge uniforme-
mente hacia f que se construye en la demostracion del Teorema de aproximacion de
Lebesgue (11.8). La funcién medible positiva 2s; sélo toma los valores {0, 1}, luego
es la funcidn caracteristica de un conjunto medible. Llamamos

Al::{wEQ:ZSI(a))zl}:{a)EQ:%gf(a))<1}.

Para n > 2 se tiene que

1

Gbien  5,(@) = s,-1(®), 6 bien s,(@) = s5,-1(@) + 5.

de donde se deduce que la funcién medible positiva

2" (sn — Sn—l)

s6lo toma también los valores {0, 1}, luego es la funcién caracteristica de un conjunto
medible A,,. Es facil comprobar que

2}171
2k—1 2k
A, = Q: < — 5.

k=1
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La sucesion de sumas parciales de la serie
1
Z Wmn,

n>1

equivalentemente
St (52— 51) o (Su—Suot) + o0

es la sucesion {sn} que converge uniformemente a f en Q.

Finalmente la Proposicién 11.12 nos asegura que

/fdu—hm/sndu_hmz Th (Ag) :Zzi

11.6 Para cada natural n, consideremos
Av={ocQ:f(@) # H@],  B=JA
k=n

La sucesion {Bn} es decreciente y

* = | 1
= ﬂ(kUnAk> < kZ;l.U(Ak) < kznﬁ = 5T

La propiedad de decrecimiento continuo de , nos asegura que
) 1
(ﬂB ) =limu(B )ghmF:O.

Se tiene que

Asi
weB“=3ImeN:k>m, entonces fi(0)=f(o),

y en consecuencia hemos probado que

{fr(@)} = f(w), Yo € B°.

11.7 Teorema de Luzin.
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i)
iii)
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Si A es medible, tomamos C cerrado y G abierto tales que C CA C Gy A(G\C) <
¢ y consideramos el cerrado F = CU(G®) que cumple que A (F¢) = A(G\C) < ¢
y (xa) 7 es continua (en C vale 1 y en R\G vale 0 y ambos son cerrados, de donde
se deduce que la imagen inversa de cualquier cerrado de R es cerrada)

Sea ahora s =} ;' | o4 xa,. Sean Fi, ..., F, cerrados tales que (%Ak) sea con-
Fy

tinua y A(Ff) < +. El conjunto F = FiN...NF, es cerrado, sz es continua
y
A(FC) :7L<(F1C)U...U(an)> <AFE)+...+AMES) <e.

Sea f medible acotada, entonces existe una sucesion {sn} de funciones simples
que converge uniformemente a f (basta aplicar el Teorema de aproximacion de
Lebesgue a Ty f7). Pori)

€
vneN, 3F, cRY cerrado: A(ES) < o Y SulF, continua.

Sea F'=(,_ F,, conjunto que es cerrado. Se tiene que
A(FC) = ),(U FC> <Y MES) <e.
n=1 n=1

Sn|F €8 continua, para todo n

. = es continua.
sn|r — fiF uniformemente } Jir

Sea ¢ : R —] — 1, 1] un homeomorfismo, por ejemplo

o(x) Vx e R.

X
14 x|]

La funcién @ o f es medible acotada, luego por ii) existe F cerrado tal que A (F¢) <
ey @o fir = (@ o f)r es continua. Pero entonces

fir=0""o(pofir)

también es continua.

Coo(RY) = {f: RY — R : f es continua de soporte compacto },

donde el soporte de f es el conjunto

sop (f) ={xeRN: f(x) #0}.

i) Si f € Coo(RY), probaremos que f es integrable.

La propiedad de compacidad nos asegura la existencia de M > 0 tal | f| < M, con
lo que si sop (f) =K se tiene que

lf| <Myx € ZL(A).
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ii) Ahora probaremos que f es medible si, y sélo si, existe una sucesion { fn} en
Coo(RY) tal que {f,,} — f c.p.d.
Es claro que si existe {f,} en Coo(R") tal que {f,} — f c.p.d., entonces f es
medible (limite c.p.d. de medibles).

Reciprocamente, para cada n € N, si aplicamos el Teorema de Luzin, obtenemos
un cerrado F, C RN con A(ES) < 2% y f|F, continua. Usamos ahora el Teorema
de Tietze (una funcién real continua definida en un cerrado se puede extender de
manera continua a todo RV ). Ademas si la funcién es acotada, entonces la exten-
sion puede ser elegida con la misma cota de la funci6n continua f|r . Obtenemos

entonces una funcién g, : RV — R continua tal que

1
A ({x eRN: f(x) # gn(x)}) <
Para cada n, sea ¢, una funcién continua en RN con 0 < ¢, < 1 verificando

1 si x € B(0,n)
On(x) = (Ejercicio 2.16) .
0 si x¢B(0,n+1)

Por ultimo, para cada natural n, definimos f;, := g,¢,. Comprobemos que f, €
Coo(RY) y que {f,} — f c.p.d. En efecto, el Ejercicio 11.6 asegura que {g,} — g
c.p.d. Si x € RN es un punto de convergencia de esta sucesién, también lo es de
{ fn} sin mds que observar que si x € B(0,m), entonces

n>m = fu(x)=gn(x).

11.9 Teorema de Egorov.

Para k,m € N, definimos

Boni= U {0 e E: (@) - f(0)] = L},

= k
n=m

Es inmediato que para cada natural k, la sucesion {Ekm}m <y ©8 decreciente y como

(o]

E\ ﬁ Exm=J (E\Exm) =
m=1

m=1

:GG{Q)GE |fu(@) — (w)|<%sin2m}

que es casi todo E (contiene los puntos donde { fn} converge a f, en consecuencia

u(E\ ﬁ Ek,m) = U(E),
m=1
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y al ser u(E) < oo, se sigue que

,LL( m Ek,m) =0.
m=1
Como U(E) < oo, la propiedad de decrecimiento continuo nos asegura que
nlll_rgo“ (Ek,m) =0.
Si € > 0, es claro que para cada k € N existe my; € N tal que

£
H(Eim) < 5

Si notamos A = (J;_ Ey ,,, €s inmediato comprobar que

B <e y (o)~ f0)] <1, VoEE\An>m

pues
= = €
Z Ek mk Z ? = 87
k=1 k=1
y (o) oo
B\ =B\ B, = () (E\Ein,) =
k=1 k=1

[}

= N{oeE:|f@) - (wn<%sinzmg.

k=1
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Teoremas de convergencia

Es usual en Anélisis Matemadtico trabajar con funciones que estdn definidas como limite
(en algin sentido) de una sucesion de funciones. Es fundamental, por tanto, ser capaces de
deducir la integrabilidad de una tal funcién a partir del conocimiento de la integrabilidad de
las funciones que la aproximan y, en su caso, relacionar el valor de la integral de la funcién
limite con el valor de las integrales de las funciones aproximantes.

En esta leccion obtendremos los teoremas de convergencia para la integral de
Lebesgue. El Teorema de la convergencia monétona (TCM 12.1) y su primera consecuen-
cia, el Teorema de la convergencia dominada (TCD 12.5), nos permitirdn, en condiciones
razonables, intercambiar el limite y la integral. El Lema de Fatou (12.7), otra consecuencia
del T.C.M., nos proporcionard un resultado aceptable incluso careciendo de convergencia.
Probaremos también la complitud del espacio (1) (12.9) lo cual nos permitird mostrar co-
mo £ (1) se puede obtener a partir de F (el espacio de las funciones simples integrables) de
igual modo que los nimeros reales se obtienen a partir de los nimeros racionales.

Para la integral de Lebesgue en RY disponemos de un subespacio de F(RY) especial-
mente tangible: las funciones escalonadas. También disponemos de una clase especialmente
destacada de funciones: las funciones continuas de soporte compacto. Terminaremos la lec-
cién probando el Teorema de densidad 12.12 que afirma que ambas clases de funciones son
densas en el espacio .Z (1) de las funciones integrables en RV,

Recordemos que si (Q,.27, 1) es un espacio de medida y {f,} es una sucesién de fun-
ciones de Q en R, se dice que { f,,} converge casi por doquier, o bien que { f,,(®)} converge para
casi todo punto @ de Q, si el conjunto de puntos ® € Q en los que la sucesion {f,(®)} no
es convergente es de medida cero. En ese caso, dada una funcién f de Q en R, se dice que
la sucesion {f,} converge casi por doquier a f, o bien, que la sucesién {f,(®)} converge a
f(w) para casi todo @ € Q (abreviadamente {f,} — f c.p.d. o f(®) =1lim f,(w),ct w € Q)
si el conjunto

{w e Q:{f,(w)} noconvergea f(w)}

es de medida cero.
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12.1. Teorema de la convergencia mondtona .

En 1906 el matematico italiano Beppo Levi publicé un interesante resultado sobre la inte-
gracién término a término de series de funciones positivas, una version equivalente de dicho
resultado se refiere a la integracién término a término de sucesiones crecientes de funciones
y es conocida como “Teorema de la convergencia monétona”.

Teorema 12.1 (convergencia monétona (TCM)). Sea (Q, o7, ) un espacio de medida. Si
{fu} es una sucesion mondtona de funciones integrables en Q verificando que la sucesion
de sus integrales { Jo fn d/.t} estd acotada, entonces {f,} converge c.p.d. a una funcion f

integrable en Q. y
/fdu:lim/ fndu.
Q Q
Demostracion:

Sea { f,,} una sucesion monétona de funciones integrables en Q verificando que la suce-
sién de sus integrales { Jofnd /.L} estd acotada. Supongamos en primer lugar que { f,,} es una
sucesion creciente de funciones positivas y sea M > 0 tal que

/fndugM, WneN.
Q

Como las funciones f,, son medibles, el conjunto {® € Q : limf,(w) € R} es medible
(Proposicién 11.5.v), y por tanto el conjunto

E:={weQ: limf,(0w) = +oo}

también es medible. Probaremos que u(E) = 0. Fijemos K > 0y para cada n natural consid-
eremos el conjunto medible

E,={ocQ: f,(w)>K}.
Se tiene que

K,Ll(En):/EKd,LLS/Efnd,LLS/and,LlSM,

M . . . .
y por tanto u(E,) < —. Como la sucesién de funciones es creciente, entonces la sucesién de

conjuntos {E,} también lo es, por tanto, por el crecimiento continuo de la medida sabemos
que

=

u (D E) =limp(E,) <
n=1

M
Como E C |, Ep, entonces U(E) < e De la arbitrariedad de K, obtenemos que i (E) = 0.
Sea f: Q — R la funcién definida por

Osi weE
lim f, () si ® € E€

flo)={
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Como f = lim f,xzc, f es medible y claramente { f,} — f c.p.d. Probaremos que

| du=tim [ £, d

(y en consecuencia la funcién f = |f| serd integrable). Fijado n € N el conjunto

{oeQ: fi(o) # (fuxpe) (@)} ={w€Q: fu(w)(1 - xgc(0)) #0} =
En{oeQ: f,(o) #0}

es de medida cero 'y f,xzc < f. En consecuencia

| tudu= [ foecdu< [ fan.

y por tanto

tim [ fudu< [ fap.

Para probar la otra desigualdad, sea s una funcién simple positiva con s < fy sea 0 <
p < 1. Para cada natural n definimos el conjunto

F,={weQ: ps(o) < f,(0)}.

Obtenemos asf una sucesion creciente de conjuntos medibles tal que | J;,_; F,, = Q . En efecto,
si flw)=0=weF

sif(w)>0=ps(o) < f(w)(p<l) =3IneN: wcF,
que s = Y ;' | O Xa,, para nada n natural se verifica que

para cada ® € Q{ Supuesto

PY o u(ANF) =Y p oy u(ANF,) =
(12.1.1) k=1 k=1

/ps%FndMS/fanndué/fndu,
Q Q Q

donde se han utilizado la definicién de F, y la monotonia de la integral. Para cada k €
{1,...,m}, {AxNF,},en es una sucesion creciente de conjuntos medibles tal que [J;_; (AxN
Fn) = Ay , y por tanto se deduce del crecimiento continuo de la medida u que u(A;) =
lim, u(Ax N F,). Tomando limite cuando n — oo en 12.1.1 obtenemos en consecuencia que

m

p Y o p(Ay) <lim /an du,
i=1

es decir

p/sd,uglim/fndu.
Q Q

Tomando ahora en la desigualdad anterior limite cuando p — 1 obtenemos que

/sduglim/fndu.
Q Q
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Considerando por ultimo la arbitrariedad de s, concluimos que

| rau<tim [ £, du.

Supongamos ahora que {f,} es una sucesién creciente sin ninguna otra limitacion. La
sucesion { f, — f1} es también creciente y ademds f,, — f; > 0, Vn € N. Como claramente la
sucesion { [o(fn — f1) dpt} estd mayorada, podemos asegurar que

{fu—fi} — gcpd
para una cierta funcién integrable g y que
| gdu=tim [ (i~ fi) du.
Q Q

Definimos entonces f = g+ f y observamos que {f,} — f c.p.d. y que

[ rau= [+ fyau=tim [ (G du+ [ fraw=tim [ f,an.

Por dltimo, si la sucesién { f,, } es decreciente notemos que basta aplicar lo ya demostrado
a la sucesion {—f,,} . En efecto, si {—f,} — g c.p.d. con g integrable y

/Qg dp =lim /Q(—fn) du,

entonces {f,} — f=—gc.pd.y

[ rau= [ (gau=— [ gdu=
_lim/Q(_fn) dy = —1lim (—/an d,u) — lim /an dy.

Es conveniente codificar el siguiente resultado préactico que serd utilizado en la prueba del
Teorema de la convergencia creciente para funciones medibles positivas 12.3.

Corolario 12.2 (version practica del TCM). Sean (Q, <7, L) un espacio de medida y { f,}
es una sucesion monotona de funciones integrables en Q verificando que la sucesion de sus
integrales { Jofnd ,u} estd acotada. Si f : Q :— R es una funcién medible tal que { f,,} —
f c.p.d., entonces f es integrable en Q y

/Qfd,uzlim/gfndu.
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Demostracion:
Por el Teorema 12.1 existe g : Q — R integrable tal que

{fu} — gcpd. y / gdu = lim/ fh du.
Q Q
Comprobemos que f = g c.p.d. Si
A={oecQ: g0)=lmfy(w)y B={0cQ: f(o)=limf (o)},
entonces A,B € o7 y (A€) = 0 = u(BC). De la inclusién
ANBC{weQ: f(w) =g(w)},

se obtiene que {® € Q : f(w) # g(®w)} C (ANB)° = A°UB°, y el primer conjunto, que es
medible, tiene medida cero. Como f y g son medibles, y hemos obtenido que coinciden c.p.d.,
se sigue que f es integrable y su integral coincide con la de g. ]

Corolario 12.3 (teorema de la conver. crec. para func. medibles positivas TCC)). Sea (Q, 7, 1)
un espacio de medida. Si { f,} es una sucesion creciente de funciones medibles positivas en
Q que converge c.p.d. a una funcion medible positiva f, entonces

/fd,u:hm/ fndu.
Q Q
Demostracion:

La sucesién { Jofnd ,u} es creciente. Si es acotada, el resultado se sigue del Corolario
anterior. Si no es acotada, entonces lim [, f, dii = oo y al verificarse que

/fndué/fdu,VneN,
Q Q

deducimos que también [, f dpL = . .

La ultima consecuencia inmediata del Teorema 12.1 que resaltamos nos asegura la con-
tinuidad absoluta de una medida definida por integracion de una funcién medible positiva.

Corolario 12.4. Sean (Q,.7, 1) un espacio de medida y f una funcién medible positiva en
Q. Entonces v : &/ — [0,0| definida por

v(E):/Efdu,VEe;z%

es una medida absolutamente continua respecto de |, es decir:

[E € o/ ,u(E)=0]= Vv(E)=0.

Ademds si f es integrable, entonces: dado € > 0 existe 6 > 0 de manera que v(E) < € para
todo conjunto medible E con H(E) < & .
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Demostracion:
Sea E = U, en En, donde {E,} es una sucesion de elementos disjuntos de .o7. Obsérvese
que

fxe=rY xg,=Y f e,
n=1 n=1
V(E)=/Efdu=/gfxEdu y

V(En)=/Enfdu=/QfxEn du

donde se ha utilizado que la integral extendida a un conjunto medible de una funcién f
medible positiva coincide con la integral de la prolongacién por cero de f fuera de dicho
conjunto. Se tiene que

V(E):/QfXE duz/glim(kéfm)duz

nm/g(éfx@)du:hmé/ngm du=l§/gfm du:;vwk)

donde se ha utilizado el Corolario anterior. Asi v es una medida. Por dltimo si g(E) =0,
entonces el apartado iv) de la Proposicién 11.13 nos asegura que [o f xg du = 0, esto es,
v(E) = 0. Hemos probado que Vv es absolutamente continua respecto L.

Supongamos ahora que f es una funcién integrable. Sea € > 0. Para cada natural n sea
Ap={0eQ: f(w)<n}.SetienequeA, € &/, Vn € Nyque f xa, / f. El Corolario 12.2
garantiza que

|, au s [ fap.

& £
Existe entonces n € N tal que [, (f—f XA,,) du < 5 Tomamos 6 = o si E € &/ con
n
U(E) < 0, entonces

V(E)=/Efdu=/E(f—fon)du+/Efon du

< [(r=fan)du+ [nap<Sns
Q E 2

= €.
2n

En la leccién siguiente se verd un ejemplo que muestra que es esencial exigir que f sea
integrable para que Vv verifique la dltima propiedad del corolario anterior.
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12.2. Teorema de la convergencia dominada y Lema de Fa-
tou

En la practica no siempre nos encontramos con sucesiones mondétonas de funciones, por lo
que el Teorema 12.1 no puede ser utilizado en tales ocasiones. Afortunadamente, la limitacion
que impone la monotonia se suprime en el siguiente teorema de convergencia, que a cambio
exige la condicién de dominacién de la sucesion. La dominacidn suele acaecer con frecuencia
y normalmente no es dificil su comprobacion.

Teorema 12.5 (convergencia dominada (TCD)). Sea (Q,.o7, 1) un espacio de medida. Sea
{fu} una sucesion de funciones integrables que converge c.p.d. en Q a una funcion medible
[y supongamos que existe una funcion integrable g tal que

[ful < g c.p.d., VneN.

Entonces f es integrable y
tim [ 17~ il du =0.
Q

En consecuencia

/fd,uzlim/ fndu.
Q Q
Demostracion.:

Sea E € o/ con u(EC) = 0 tal que para cada @ € E se verifica

{fi(@)} — f(®) y |ful®)] < g(®), Vn €N.

Para cada natural n es |f, xg| < g X y en consecuencia |f xg| < g xe con lo que f xE es
integrable y, por tanto, f es integrable.
Para cada natural n, sea g, : E — R la funcién definida por

gn(®) = sup{|f(®) = fi(@)[: k= n}.

Se tiene que 0 < g, xr < 2g XE, con lo que g, e, que es medible, también es integrable.
Como { gn xE} es una sucesion decreciente de funciones integrables positivas que converge
a cero, el Corolario 12.2 garantiza que

lim/ gn xE di = 0.
Q
Como |f — fulxe < gn XE, Vn € N, se tiene que

0 [ 17— fldu= [ 1= flxs du < [ g0 xe du, ¥nen

y por tanto concluimos que

tim | |7~ ful d =0.
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Finalmente, al verificarse

[ rdu= [ foau|=|[ (F=h)du| < [ 17= 15l dn.

se tiene en consecuencia que

/Qfd,u:hm/gfndu.

Nota 12.6. Si (Q, .7, 1) es un espacio de medida completo no hay que exigir la medibilidad
de f en el teorema (véase el apartado v) de la Proposicién 11.5 y el Ejemplo 11.2.5).

Mostraremos seguidamente que, incluso careciendo de convergencia puntual de la suce-
sién de funciones, podemos conseguir un resultado del mismo tipo.

Teorema 12.7 (Lema de Fatou). Sea (Q, <7, i) un espacio de medida. Sea { f,,} una sucesion
de funciones medibles y positivas en Q tal que

fiminf / fodp < o.
Q
Entonces, existe una funcion f integrable en € tal que
liminf f, = fc.p.d. y / fdu < liminf/ fadu.
Q Q

Demostracion:
Para cada natural n, consideremos la funcién g, : Q — R definida por

gn(®) = inf{ fr(@) : k= n}.

Se tiene que 0 < g, < f, para k > n, luego 0 < [ g, du < [, fx di, para k > n, y en
consecuencia 0 < [, g, du < inf{ Jofedu: k> n} y, por tanto,

OS/gnd,ugliminf/fndu<oo.
Q Q

Como la sucesién {g,} es creciente, el Teorema 12.1 nos asegura que {g,} converge c.p.d.
hacia una funcién integrable f y que [ f du =lim [, g, du . Hemos probado que

/fdugliminf/ fodu.
Q Q

En el Ejercicio 12.2.1) se da un ejemplo de una sucesién de funciones que cumple la
hipétesis del Lema de Fatou para la cual la desigualdad del enunciado es estricta.
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12.3. Teorema de la convergencia absoluta

Con frecuencia nos encontramos con el problema de integrar funciones definidas como
la suma de una serie de funciones (piénsese por ejemplo en las funciones definidas por una
serie de potencias). La conjuncion de los Teoremas 12.1 y 12.5 nos permiten a continuacién
establecer un procedimiento muy natural para resolver este problema de integracion.

Teorema 12.8 (convergencia absoluta (TCA)). Sea (Q,.o/, 1) un espacio de medida. Sea
Y.>1Jn una serie de funciones integrables en L y supongamos que

’;/Qbfn‘ dp < oo

Entonces la serie )~ fu converge absolutamente c.p.d., existe una funcion f integrable en
Qtal que ) | fu = f c.p.d. y ademds

lim/gz)f—éfk’ dp = 0.

En consecuencia

/Qfdu=lg/gfndu-

Demostracion:
Para cadan € N, sea G, = Y, | fx| . {Gnr} es una sucesion creciente de funciones inte-

grables tal que
Gdu——E/ du<z / dui < oo.
/ n P | fil = | fal

El Teorema (12.1) garantiza, en consecuencia, la existencia de una funcion integrable G tal
que {G,} converge a G c.p.d. Este hecho nos permite afirmar que la serie Y~ f, converge
absolutamente c.p.d., esto es el conjunto medible

E={wecQ: 2|fn(w)|<m}

verifica que (E€) = 0. Como toda serie absolutamente convergente es convergente podemos
definir la funcién medible f : Q — R por

Yo fu(w)siweE
flw)= ,

0 siw e E€

es decir,

f: an XE-
n=1
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Como el conjunto medible {w ceQ: YY"  fulw)# flo } es un subconjunto de E€, se sigue
que es de medida cero, y en consecuencia

Y fu=fcpd
n=1

Veamos que la funcion f cumple las condiciones del teorema. Para ello consideremos la
sucesion {F;, } de funciones integrables en Q definida por

n
F, = ka, Vn € N.
k=1

Obsérvese que {F,} — f c.p.d. y que es fécil comprobar que |F,| < G c.p.d., Vn € N. El
Teorema (12.5) nos permite concluir que f es integrable y que

lim/ \f—Fy| du = 0.
Q

Por tanto,

/Qfdu:hm/QFndu:nm/ ; d/.L—hmZ/fkdu Z/fnd‘u

12.4. Teorema de Riesz.

Los teoremas de convergencia precedentes culminan ahora con el siguiente resultado.

Teorema 12.9 (Riesz). Sea (Q, .7, 1t) un espacio de medida. Sea { f,,} una sucesion de fun-
ciones integrables en Q tal que

lim /|fp ful du =0,

es decir:
Ve >0, ImeN: p,qu:/ \fp— fyl du < e.
Q

Existe entonces una funcion f integrable en Q tal que
lim | [/~ il du =0

y existe, ademds, una sucesion parcial { fo(n)} que converge c.p.d. a f.
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Demostracion:
La condicién satisfecha por {f,} permite construir una sucesién parcial { fo(,)} de {fu}
verificando

1

TR Vn € N.

(12.4.1) J W otwsn = fotn) du <

En efecto, definamos por induccién una aplicacion o : N — N de la siguiente forma: o (1)
es el menor de los niimeros naturales k para los cuales se verifica que:

1
/|fp—fq|d,u<§ siempre que p,q > k.
Q

Dado n € N supongamos definidos (1) < 6(2) < --- < o(n) nimeros naturales cumpliendo
que para j = 1,2,...,n se verifica

I . .
1o = ful da < 5 siempre que p.q > o).
La condicion satisfecha por { f,} nos permite afirmar que el conjunto
1
{keniksot y [ 1f—sildu< i para =k}
no es vacio. Definimos ¢ (n+ 1) como el minimo de dicho conjunto. Es claro que la aplicacién

O es estrictamente creciente y ademas verifica las desigualdades 12.4.1.
El Teorema 12.8 garantiza entonces que la serie de funciones Y~ F; definida por

F=fsq) s Fat1 = fomr1) = fom), Vn €N

converge c.p.d. a una funcién f integrable en Q y ademads

lim/ =Y F
Q k=1

Obsérvese que Y ;| F = Jo(n), ¥n € N. Por tanto {fc(n)} converge c.p.d.a f'y

du=0.

1im/g\f—fo(n)\ dp =0.

De esto ultimo deducimos que

o [ 11 =0,

En efecto, sea € > 0y seam € N tal que

pazm= [y~ fildu<S]y izm= [ 17~ fouldu <],

Entonces para n > m tenemos que

E &
/|f—fn|d‘u§/ |f—f6(")|d'u+/ |f0‘(n)_fn|d.u<§+—:8
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donde hemos utilizado que n < o(n), Vn € N.. .

La aplicacion || |1 : £ (u) — R} definida por

171 = [ 171 du

satisface claramente las propiedades

L flafllr = lallIflli, Y € R, Vf € £(u) (homogeneidad).
2. \f+el < i+ llglh, V.8 € £ (1) (desigualdad triangular) .

La tnica deficiencia de || - ||; (para ser una norma) es que puede ser ||f||; = 0 sin que la
funcién f sea cero. Este problema desaparece al considerar el espacio L (i) definido como
sigue

Li(u) = Z(u)/N(u)
donde N(u) es el subespacio vectorial de . (u) definido por

Nu)={f:Q@—R: f esmedibley f=0c.p.d.}.

En consecuencia,
f+N(u)=g+N(u)
si, y s6lo si,
f=gcpd,estoes, u({weQ: f(o)#g(w)})=0.

En el caso de que (2,97, ) sea un espacio de medida completo la descripcion de N(u) es
mads simple:
Nu)={f:Q@—R: f=0 cpd.}.

Esencialmente L (1) no es otra cosa que que el mismo espacio .Z (1) en el que se con-
sidera la igualdad c.p.d. en lugar de la igualdad ordinaria de funciones. De manera natural
|- ||1 se convierte en una norma en L; (i) sin més que definir ||f +N(u)||1 = ||f]]1 (;Com-
pruébese!).

La convergencia respecto de la norma || - ||} se denomina convergencia en media. El Teo-
rema de Riesz proporciona la complitud de L (u).

Teorema 12.10 (complitud de L (1t)). Sea (Q, <7, 1) un espacio de medida. Entonces (L1 (), ||-
| 1) es un espacio de Banach.

Ejemplo: El espacio de Banach (¢, || - [|;).
Consideremos el caso particular en que Q =N, &/ = Z(N), y u es la medida definida
por
(A) = numero de elementos de A si A es finito
A =1 si A no es finito
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para A subconjunto de N. Entonces toda funcidn (sucesion) x : N — R es medible. Calculemos
la integral de |x| para x : N — R. Como

e[y o Xy 1

el Teorema de la convergencia creciente para funciones medibles positivas (12.3) nos dice
que

[l +-+ bl da = X bl 7 [ 1l du,

esto es,
[ el di= Y. I,
N n=1

Asi, el espacio .Z () es el conjunto de las series absolutamente convergentes. Como sélo el
conjunto vacio tiene medida cero, en este caso no hay diferencia entre L;(u) y -Z (1) pues
N(u) = {0}. Al espacio L;(u) resultante lo notaremos ¢;. Una sucesién x : N — R estd en
¢y si, y sélo si, la serie )~ |x,| es convergente, esto es,

Elz{x:N—ﬁR: |xn|<0<>}.
n=1

Abhora el Teorema de la convergencia dominada (12.5) nos permite calcular la integral de
x € ¢1. En efecto, como

X1+t Xa Xy — X,

iy + XX < x|, VneN

concluimos que
/[Xl%{]}‘f’""f’xn)({n}] du = Zxk — / xdu,
N k=1 N

esto es,

/Nxd,u: Z::xn.

n=1

Finalmente el Teorema de Riesz (12.9) nos asegura que la norma

||x[|1 := Z |xa| Vx €y

n=1

es completa.



462 12. Teoremas de convergencia

12.5. Subespacios densos en .2 (RY).

Cuando tratamos la integral de Lebesgue en RY podemos considerar dos clases espe-
cialmente destacadas de funciones: las funciones escalonadas y las funciones continuas de
soporte compacto. Como anunciamos en la introduccién probaremos, como primera conse-

cuencia de los teoremas de convergencia, la densidad en (Z(1),||||1) de ambas clases de
funciones.

Definicion 12.11. 4 : RNV — R es una funcidn escalonada si existen m natural, o, ..., 0,
reales e Iy, ..., I, intervalos acotados tales que /4 se puede escribir de la forma

m
h= (047 xlk-
k=1

Es claro que el conjunto E(R") de todas las funciones escalonadas en R" es un subespa-
cio del espacio F(RY) de las funciones simples integrables y que

/I’l dA = i Ol V(Ik).
k=1

Teorema 12.12 (densidad).

i) El espacio vectorial Coo(R") de las funciones continuas de soporte compacto es denso
en (Z(A), |- |l1), es decir, dada una funcion integrable f existe una sucesion {f,} en
Coo(RYN) tal que

lim||f = full1 = 0.

ii) El espacio vectorial E(R) de las funciones escalonadas es denso en (£ (1), ||l1),
es decir, dada una funcién integrable f existe una sucesion {f,} en E(RY) tal que

im||f = full1 = 0.

Ademds se puede conseguir en ambos casos que la sucesion converja también c.p.d.

Demostracion:
Teniendo en cuenta el Teorema 11.20 bastard probar que dados E € .# con
A(E) <oy € >0, existe g € Coo(RY)(resp. h € E(RY)) tal que

e —glly <& (resp. |[xe—hlli <é).
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La regularidad interior de la medida de Lebesgue nos asegura que existe un compacto

&
K CEtalque A(E\K) < 5 Sea G un abierto acotado tal que K C G. La funcién ¢ : RY —
R definida por
B dist(x, RN\ G)
~ dist(x, RN\ G) +dist(x,K)’

Vx e RV,

o(x)

I sixek
0six¢G’
una sucesién decreciente en Coo(RY) que converge a Y. El Corolario 12.2 nos asegura que

es continuacon 0 < ¢ <1 yademds ¢(x) = { Vx € RN . Es claro que {¢"} es

. € .
existe m € N tal que || xx — ¢"||1 < > Tomemos g = ¢™. Se verifica entonces

lxe—glli <llxe—xxlli +1lxx —glli =A(E\K)+ |l xk — gll1 < &.

ii) | La regularidad exterior de la medida de Lebesgue nos asegura que existe un abierto

E
Gtalque EC Gy A(G\E) < 5 La Proposicién 10.8 (de descomposicién canénica de un

abierto en cubos diddicos) nos asegura que existe una sucesion {I,} de intervalos acotados
disjuntos dos a dos tal que G = |J,,_; I. Es claro que {ZZ: | )ak} es una sucesion creciente
en E(RY) que converge a yg . Como A(G) = A(G\ E) + A(E) < = el Corolario 12.2 nos

. £
asegura ahora que existe m € N tal que H XG — Ly X1, Hl < 5 Tomemos h = Y7' | x1, - Se
verifica entonces

12 —hllt < llxe — x6lli + %6 — kil = A(G\E) + |26 — hll <e&.

Ahora es clara la densidad de Coo(RY) y E(RM) en Z(A) asi como que, para una
funcién integrable f dada, por el procedimiento habitual podemos construir una sucesion
{fu} en dichos espacios tal que

im || f = fully = 0.

Aplicando a dicha sucesién el Teorema de Riesz (12.9) se obtiene una funcién integrable f
y una sucesion parcial { fg(,) } de {f,} tales que

|l fo—falll —0 vy {fg(n)} — fo c.p.d.

Como

1o =Sl < lfo = falli + lfu = 1, VR €N,

deducimos que | f — foll1 = 0y en consecuencia f = fo c.p.d. Asf la sucesién de funciones
{fo(m} de Coo(RY) (resp. E(RY)) verifica

If = fomh — 0y {fom} — fcpd
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12.6. Resumen del resultados del Tema 12.

Teorema de la convergencia monétona (TCM). Sea (Q,.o7, 1) un espacio de medida.
Si{f,} es una sucesion monétona de funciones integrables en Q verificando que la sucesion
de sus integrales { Jofn du} estd acotada, entonces {f,} converge c.p.d. a una funcién f

integrable en Q y
/fdu:lim/fndu.
Q Q

Corolario (version practica del TCM). Sea (Q, .o/, 1) un espacio de medida. Sea {f, }
una sucesion monétona de funciones integrables en Q verificando que la sucesion de sus
integrales { [o fn dj1} estd acotada. Si f : Q — R es una funcién medible tal que {f,} —
f c.p.d., entonces f es integrable en Q y

/Qfd,uzlim/gfndu.

Corolario (teorema de la convergencia creciente para funciones medibles positivas
(TCC). Sea (Q,.o7, 1) un espacio de medida. Si {f,} es una sucesion creciente de funciones
medibles positivas en € que converge c.p.d. a una funcioén medible positiva f, entonces

/Qfduzlim/gfndu.

Corolario. Sean (Q, .o/, 1) un espacio de medida y f una funcion medible positiva en €.
Entonces v : &/ — [0, 0| definida por

v(E):/Efdu, VE € of

es una medida absolutamente continua respecto de UL , es decir:

[E € .o, u(E)=0] = v(E) = 0.

Ademds si f es integrable, entonces, dado € > 0 existe 8 > 0 de manera que v(E) < € para
todo conjunto medible E con (E) < 6 .

Teorema de la convergencia dominada (TCD). Sea (Q, </, ) un espacio de medi-
da. Sea {f,} una sucesion de funciones integrables que converge c.p.d. en Q a una funcién
medible f y supongamos que existe una funcion integrable g tal que

|ful < g, c.p.d., VneN.

Entonces f es integrable y

tim | |7~ fil du =0.
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En consecuencia

/Qfdu:lim/gfnd,u.

Nota. Si (Q, <7, 1) es un espacio de medida completo no hay que exigir la medibilidad de f
enel T.C.D.

Lema de Fatou. Sea (Q,.<7, ) un espacio de medida. Si {f,} es una sucesion de fun-
ciones medibles y positivas en L tal que

liminf/ fandl < oo,
Q

entonces existe una funcion f integrable en Q tal que

liminf f, = fcp.d. y /fdu < 1iminf/ fndu.
Q Q

Teorema de la convergencia absoluta (TCA). Sea (2, .o/, i) un espacio de medida. Sea
Y.>1 Jn una serie de funciones integrables en £ y supongamos que

nzl/9|fn‘ dp <eo.

Entonces la serie )~ f, converge absolutamente c.p.d., existe una funcion f integrable en
Qtalquey,’ | f, = fc.p.d. yademds

hm/g'f—k;fk

du =0.

En consecuencia

/Qfdu:;/gfndu.

Teorema de Riesz. Sea (Q,.o7, 1t) un espacio de medida. Sea {f,} una sucesion de fun-
ciones integrables en  tal que

lim /ny,,—quu:o,

p,q——

es decir:
Ve >0, ImeN: p,qzm:>/ fo—f,l dpt < e.
Q

Existe entonces una funcion f integrable en € tal que
tim [ 1~ ful dp =0

y existe, ademds, una sucesion parcial { f(,(,,)} que converge c.p.d. a f.
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El espacio L (u).

Li(u)=%(u)/N(u), donde N(u) ={f: Q—R: f esmedibley f =0 c.p.d.}
Esencialmente L (i) no es otra cosa que que el mismo espacio £’ (1) en el que se considera
la igualdad c.p.d. en lugar de la igualdad ordinaria de funciones. De manera natural || - ||| se
convierte en una norma en L; (1) sin mds que definir || f +N(u)||1 = ||f||1- La convergencia
respecto de la norma || - ||; se denomina convergencia en media.

Teorema de complitud de L; (11). Sea (Q, <7, i) un espacio de medida. Entonces (L (), || -
| 1) es un espacio de Banach.

Teorema de densidad.

i) El espacio vectorial Coo(R") de las funciones continuas de soporte compacto es den-
soen (Z(),||-|l1), es decir, dada una funcion integrable f existe una sucesion {f,} en
Coo(RY) tal que

Hm || f = fully = 0.

ii) El espacio vectorial E(RY) de las funciones escalonadas es denso en (Z(A),| 1),
es decir, dada una funcién integrable f existe una sucesion {f,} en E(RY) tal que

lim||f = full1 = 0.

Ademds se puede conseguir en ambos casos que la sucesion converja también c.p.d. a f.
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12.7. Ejercicios del Tema 12.

12.1

12.2

12.3

12.4

12.5

12.6

Sean (Q, <7, 1) un espacio de medida, { f,,} una sucesién de funciones medibles y f,g
dos funciones medibles. Probar las siguientes afirmaciones:

i) Si{f,} — fecpdy{fu} — gc.p.d. Entonces f = g c.p.d.
ii) Si{f,} — fc.pd.yf=gc.p.d. Entonces {f,} — gc.p.d.

Considerar las siguientes sucesiones { f, } de funciones reales de variable real

_ 1 .
l) fn:%%[—n,n] ) ”) fn:nZX[ L1

n+l'n

Estudiar en cada caso la convergencia puntual y comparar [lim f, con lim [ f;.

Sea (Q, 47, 1) un espacio de medida con p(Q) < ooy sea {f,} una sucesién de fun-
ciones medibles en  que converge puntualmente a una funcién f. Supongamos que
existe una constante M > 0 tal que |f,,| < M, Vn € N. Probar que f es integrable y que

tim [ 1~ ful dp =0

Dar un ejemplo mostrando que la hipétesis ((Q) < e no puede ser suprimida.

Calcular lim [ f,, para cada una de las siguientes sucesiones { f,, } de funciones de |0, 1|
enR: | .
i) # ) - log(x+n)e *cos(x) ; iii) a j—_};);n .

Sea (Q,.o, 1) un espacio de medida con u(Q) < oo y sea {f,} una sucesién de fun-
ciones integrables en Q que converge uniformemente a una funcién f. Probar que f es
integrable y que

tim [ 1~ ful d =0

Dar un ejemplo mostrando que la hipétesis ( () < oo no puede ser suprimida.

Dar un ejemplo de una sucesion de funciones integrables { f,} tal que
Ifallt <1,VneN

y que no tiene ninguna sucesion parcial convergente en media.
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12.7

12.8

12.9

12. Teoremas de convergencia

Considerar la siguiente sucesion de intervalos de R:

L =[0,1] ,
R - L
w=log) s=[33] 6= [33] m= 3]

Probar que la sucesion { x[n} converge en media a cero y no converge en ninglin punto
de [0, 1]. Obtener una sucesién parcial de {x;, } que converja a cero c.p.d.

Sea (Q, .o, 1) un espacio de medida y A un subconjunto denso en .2 (1) (por ejemplo
F,Coo(RY),E(R") cuando se consideran las funciones integrables en R"). Probar que
para f : Q — R medible equivalen las siguientes afirmaciones.

i) f esintegrable.

ii) Existe una sucesion {f,} en A de Cauchy en media que converge c.p.d. a la fun-
cién f .

En cuyo caso se tiene ademas

/Qfduzlim/fndu.

Se resalta la analogia con el método de Cantor de construcciéon de un modelo de
numeros reales a partir de los nimeros racionales.
Indicacién: Utilizar el Teorema de Riesz y el Ejercicio 12.1.

Para cada natural n sea

fu(x) = a, sen(nx)+ b, cos(nx), Vx € R,

donde {a,},{bn} son dos sucesiones de nimeros reales. Se supone que {f,} — 1
c.p.d. en [0,2x]. Deducir que la sucesion {|a,| + |b,|} no esté acotada.
Indicacién: Utilizar el Ejercicio 12.3.

12.10 Probar que la sucesién de funciones { f,, } definidas por

fu(x) =sen(nx), Vx e R, Vn € N

no tiene ninguna parcial que que converge c.p.d. en R.
Indicacidén: Si existiese una tal sucesion parcial { fc(n)} considerar la sucesion {g,}
definida para cada n natural

2
gn = (fomen) = fom) Xo.2m)-
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12.11 Sea (Q,.o, 1) un espacio de mediday f € Z(u). Probar que
nu{weQ: |f(o)|>n}) —0.

Si f no es integrable, ;es cierto la anterior afirmacion para funciones medibles positi-
vas? En caso negativo, dése un contraejemplo.

12.12 Dada f € .Z(R"N) definamos para cada i € R la funcién fj, : RY — R dada por
fu(x) = f(x+h), Vx € RN, Probar que lim;,_o [ |f — fu| =0.
Indicacién: Probarlo en primer lugar para funciones continuas de soporte compacto.

12.13 *Teorema de Lebesgue de caracterizacion las funciones Riemann integrables. Sea
f :[a,b] — R acotada. Entonces f es Riemann integrable si, y sélo si, f es continua
c.p.d.

Indicacién: Para cada n natural considerar la particién de [a, D]

b—a

Po={xy=a+k o

 k=0,1,...,2"}

y las funciones simples e, E, : [a,b] — R definidas por

on on
e}’l = Z mk X[xk,l,xk[ +f(b)X{b} ’ El’l = Z Mk X[xk,l,xk[ +f(b)%{b}
k=1 k=1

donde parak=1,...,2",
my = inf(f([—1,x%[) y My =sup(f([xe—1,x][))-
Probar que
D JapendA=1(f,P0) Y JiapEndA =S(f,F).
i) e, <eyp1 < f<E1 <Ey, VneN.
iii) Sie =lime, y E = limE,, entonces

a) f escontinua c.p.d. si, y sélo si, e = E c.p.d.

b) Las funciones e y E son integrables y ademads

b b
/ edA :/ fx)dx y / E dA :/ f(x)dx / en A
[a,b] J 4 [a,b] a [a,b]

iv) f es integrable Riemann si, y sélo si, E = e c.p.d.
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12.14 * Sea G un abierto de RY. Dada una funcién f integrable en G y un niimero positivo
€ existe una funcién ¢ de soporte compacto que admite derivadas parciales continuas
de todos los érdenes (¢ € CZ(RY)), tal que sop ¢ C Gy [5|f — | <Ee.

Indicacién: En virtud del Teorema de densidad (12.12 apartado ii)) basta con aproxi-
mar la funcidn caracteristica de un intervalo acotado contenido en G por una funcién
de CB"O(RN ). Estudiar esta aproximacién en primer lugar en el caso N = 1. En esta

. . . a .
situacion observar que si a,b,0 € Rcona<by0< < , entonces la funcién

¢ : R — R definida por

o(x) = Y(x—a)y(b—x VxeR

Yx—(b—=9)) +71((a+8) —x) +y(x—a)y(b—x)

1.
donde y(x) = { 8 xs?xx<>00 verifica las siguientes propiedades:

i) @ €Cx(R).

i) sop (@) C [a,b].

iii) 0< @(x) <1, Vx € R.

iv) o(x) =1, Vx € [a+8,b— §].

v) ¢(x) =0, Vx ¢ [a,b].
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12.8. Soluciones a los ejercicios del Tema 12.

12.1 Consideremos los siguientes conjuntos medibles
A={weQ: {fi(w)} - f(0)}, B={wcQ: {fi(0)} — g(w)}
y D={0cQ: f(o)=g(o)}.

i) u(A€)=pu(B¢)=0= pu((ANB)) =0.El resultado se sigue de que ANB C D.
ii) u(A)=pu(D) =0= u((AND)) = 0. El resultado se sigue de que AND C B.

12.2 Todas las funciones que aparecen es este ejercicio son integrables, de hecho son fun-
ciones simples integrables.

i) fn= %1 X[-nn) - 1n} — 0en R (de hecho converge uniformemente).

/fnZI,VnEN : /o:o¢1zhm/f,,.

Es féacil comprobar que no hay monotonia ni acotacion. Se puede hacer direc-
tamente o bien pensando que en el caso de que existiera monotonia el T.C.M.
darfa la igualdad y en el caso de que existiese acotacion el T.C.D. daria también
la igualdad. Este ejercicio muestra asimismo que el Lema de Fatou no se puede
aspirar a probar la igualdad.

i) fu=n2 1 1 . {fu} —OenR.

n+1'n
/fn:L,VneN : /O:O#I:Iim/fn.
n+1

12.3 Las funciones constantes son integrables. En efecto la funcion constantemente igual M
, M xq, es simple integrable con integral igual a M p (). El ejercicio es consecuencia
del T.C.D.

El apartado i) del ejercicio anterior muestra que la hipdtesis () < e no puede ser
suprimida.

12.4 En todos los ejercicios se verifica que {f,} — 0 c.p.d. Como no hay monotonia hay
que utilizar el ejercicio anterior para concluir que lim | f,, = 0. El problema estriba en
la mayorar las sucesiones.

nx
1 4+ n2x?

0§(1—nx)2:>0§nx§

)
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1
i) —log(x+n)e *cos(x)
n

)] < log(1+n) _ log(1+n)—1log(1) <

n n

1
< ——<1 13,
<13 S ,(0<¥<n)VneN

donde se ha utilizado el Teorema del valor medio. Asi M = 1.
1+ nx

(14x)"

l+nmx<(14+x)", VneN=M=1.

iif)

12.5 Para todo natural n la funcién |f — f,| es medible. La monotonia de la integral para
funciones medibles positivas nos asegura que

1=l dia < (@) 17 = fl-

La sucesion {|f — full-} en [0,0] converge a cero por hipétesis. Sea m € N tal que

{IIf = flloo} < 1.Como [q |f — fn| dit < () concluimos que f — f;, es integrable
y en consecuencia f = f,,, + (f — f,) también es integrable. Como {|| f— fn||w} — 0,
concluimos que

tim [ |7~ ful du =0.

El apartado i) del Ejercicio 12.2 muestra que la hipétesis p(Q) < o0 no puede ser
suprimida.

12.6 Se trata de dar un ejemplo de una sucesion de funciones integrables que sea acotada en
media y no tenga ninguna parcial convergente (£ (1) es de dimensién infinita).

fn - %[n,n—l—l[N? \V/n G N.
Las funciones son simples integrables con || f,||[; =1, Vn € N y
p#q=>1fp—fol = fy+f, yenconsccuencia |[f,— fylli =2.

Asi {f,} no tiene ninguna parcial de Cauchy, luego no tiene ninguna parcial conver-
gente.

12.7 Se trata de dar un ejemplo que ponga de manifiesto que en el Teorema de Riesz (12.9)
la sucesion que converge c.p.d. tiene que ser una ‘“‘sucesion parcial” de la dada. La
siguiente sucesion de intervalos de R:

11:[071] 9

] ]
I [0,—} I [—,1} ,
2 2 3712
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12.8

12.9

es tal que {/(1,)} — 0, y en consecuencia { y;, } converge en <$([O, 1), 1> a cero.

Sea x € [0, 1]. Es obvio que x pertenece a infinitos /,, y no pertenece a infinitos I, asf la
sucesion { )(1”} toma infinitas veces el valor cero e infinitas veces el valor 1 y por tanto
no es convergente. Por dltimo la sucesién { )az,,} converge a cero c.p.d. (de hecho en

R\ {0}).

i) = ii) Sea {g,} una sucesién en A tal que {g,} — fen (Z(1),| - |1). El Teorema
de Riesz (12.9) nos asegura la existencia de una funcidn integrable g tal que

{gn} — g en (L)1) v Heom}t — gcpd

Es claro que f = g c.p.d. La sucesion {f,} = {gs(n)} cumple las condiciones de la
afirmacion ii) (véase el Ejercicio 12.1)

ii) = i) Sea {f,} una sucesion verificando ii). El Teorema de Riesz nos asegura que
existe una funcién integrable g tal que

{fi} —gen (L)1) y Hfow}t — gcpd

de donde se deduce del Ejercicio 12.1 que f = g c.p.d. Como f es medible concluimos
que también es integrable. Por ultimo de

W=l <lg=rfalhi +1If—¢glli, YneN

se deduce que {f,,} converge en media a f y en particular

/Qfd,uzlim/gfndu.

Un fécil célculo nos da que fozn fn(x) dx =0, Vn € N. Como

()] < lan| +[bu], Vx €[0,27], Vn €N,
si, razonando por reduccién al absurdo, la sucesion {|a,|+ |b,|} estuviese acotada se
podria aplicar el Ejercicio 12.3 y se llegaria a la siguiente contradiccion:

2n

2r 2n
2n = dx = / lim f,(x) dx = lim/ fn(x) dx=0.
0 0 0

12.10 Razonando por reduccién al absurdo, si una sucesion parcial { fc(n)} convergiese

c.p.d., considerando la sucesion de funciones (Riemann) integrables

{en} = {(fc(n+1) —fo(n))2 X[o,zn]}
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se tendria con un sencillo cdlculo que

27
/gn(x) dx = /0 (fotnen) () = fomp)” dx=n+m—0=27, Vn €N,

1 —cos2x 1

[senzx =5 senpxsengx= E(cos(p—q)x—cos(p-l—q)x)]

|gn| <4 Xj027), VN EN

y el Ejercicio 12.3 nos daria el siguiente absurdo:

27r:1im/gn(x) dx = /limgn(x) dx = /0 dx=0.

12.11 Sea f € Z(u). Para cada natural n sea A, := {w € Q: |f(w)| > n}. Se tiene que
OS”XA,, < |f|, Vn e N.

Como {n x4,} — 0, el T.C.D. nos asegura que

sty ={ [, an} —o.

La funcién f :]0,1[— R dada por f(x) = %,Vx €]0, 1[ es medible positiva y sirve de
contragjemplo.
12.12 Dada f € £ (u) definimos para cada 4 € R" la funcién fj, : R¥ — R dada por
fi(x) = f(x+h), Vx e R,

Probemos en primer lugar que fj, € £ (u). Es inmediato que si {s,} es una sucesién
creciente de funciones simples integrables que converge a £ y definimos

s'(x) = su(x+h), Vx € RV,

entonces la sucesion {sf;} es una sucesion creciente de funciones simples integrables
que converge a f,f y claramente

/sZ(x) dx = /sn(x)dx, VneN.

En consecuencia del T.C.M. se deduce que f}, es integrable y que

[ ity dx= [ 5x) a
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€

Sea € > 0. El Teorema 12.12 nos asegura que existe ¢ € Coo(RY) tal que || f — ¢||; < 3

Sea h € RN y notemos ¢,(x) = @(x+h), Vx € RV, Se tiene que

£
on € Coo(RY) yque || fi—@ull1 < 3

2€
1f = fullh < Wf = ol + [ £ — @nlli + 1@ — @ulls < ?"‘H(P_(DhHl-

Veamos finalmente que el dltimo sumando se puede controlar. En efecto, se puede
suponer que ||| < 1 para conveniente norma de R". Se tiene que

K={xeR": dist(x,s0p (¢)) <1}

es un compacto de RV verificando sop (¢), sop (¢;,) =sop (¢)—h C K. La con-
tinuidad uniforme de ¢ — ¢, (Teorema de Heine) nos asegura la existencia de 6 > 0 tal
que

A <6 = |l — @nll < SAK) 41

El resto es consecuencia de la desigualdad

[106) = @i(x)| dx < llo = gull A(K).

12.13 1) y ii) son conocidas (véase el Ejemplo 10.19.3). Probamos iii):

Apartado a), esto es
f escontinua c.p.d. <= e =E c.p.d.

SeaZy =U,_; P

Sean Z, = {x € [a,b] : f noescontinuaen x} y Z = Z; UZ,. Probamos que para
cada x € [a,b] \ Z se verifica que e(x) = E(x). En efecto, sea € > 0, existe d > 0 tal

t€lx—938,x+6[N[a,b] = |f(x)— f(r)| <&

Es claro que existe un natural n y un intervalo I de P, tal que I C]x — 0,x+ d], con lo
que

0 < En(x) —en(x) = My —my <
f0) = f()+e <[f(x) = f(n)[+|f(x) = fn)| +e <3¢,

para convenientes 1,f, € I. Hemos probado que e(x) = E(x).
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SeaZy ={x€la,b]: e(x) <E(x)} y Z?=2Z,UZ3. Seax € [a,b]\ Z'. Veamos
que f es continua en x. Dado € > 0 existe un natural n tal que E,(x)—e,(x) <€.Seal

un intervalo de P, tal que x 6;, y sea 6 > 0 tal que |x — §,x+ O[C I. Se tiene entonces
que
t€jx—8,x+68[= |f(x) —f(t)]| <E,(x) —en(x) < €.

Apartado b). Sea M una cota de f, esto es, —M < f(x) < M, Vx € [a,D]. Es claro que
para cada natural n es —M < ¢, < E, < M. Por otra parte {e,} y {E,} son sucesiones
mondétonas de funciones integrables que convergen puntualmente a e y E respectiva-
mente, y ademds

—M(b—a) §/

[a,b]

/ edl:lim/ e, dA
[a,b] [a,b]

/[ edd=timi(f.P)
a,b

y en consecuencia el Teorema de Darboux nos asegura que

/W?]ed), :lif(x)dx.

en d. g/[ e dh <M(b—a)
ab

El T.C.M. nos da que

o lo que es lo mismo

De manera andloga

/[a?b]E dA = /;bf(x)dx :

Probemos finalmente iv). Acabamos de probar que

f esintegrable Riemann <= (E—e)dA =0
[a,b]
lo que equivale, en virtud del apartado iv) de la Proposicion 10.13, a que
E = e c.p.d. que a su vez es equivalente, segin hemos probado en el apartado a), a
que f sea continua c.p.d.

12.14 Caso N = 1:

b a+é6 b
/Gll[a,b]—fp\z/a (1—<P):/a (1—<P)+/b§(1—<p)§5+5:25.

Caso general: Seal =1I; x --- x Iy . Se toma ¢ : R¥ — R la funci6n definida por

@(x1,...,xn) = Q1(x1) - on(xn) ,
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donde ¢y, ..., @y son las funciones asociadas a I, ..., Iy por el procedimiento dado en
la indicacién. Se tiene que

/m—(p\:/ (L= @) < A(I % - X Iy) = A(I, -~ x Iy) |
G I x--xIy

donde
LCIxky I(L)=1I)+28 (k=1,...,N).

Asi

ALy x - xIy) —A(I] x -+ x Iy) — 0 cuando & = max{&j,...,8y} — O.






Tema 13

Técnicas de integracion en una variable.

El objetivo de este tema es el estudio de la integral de Lebesgue en R, esto es, la integral
asociada al espacio de medida (R,.#,A). Tras el asentamiento en las lecciones precedentes
de los pilares bésicos que sostienen la teoria de la integracion, podemos ahora abordar la
cuestion fundamental para nosotros: proporcionar métodos que permitan reconocer cuando
una funcién f : I — R, donde I es un intervalo de R, es integrable y, en caso afirmativo,
calcular su integral. Es usual notar .Z(I) al conjunto de las funciones integrables en 1.

Es importante tener presente que el problema de integracion planteado contiene dos cues-
tiones distintas: una es la integrabilidad de la funcién (hasta ahora sabemos que son inte-
grables las funciones nulas c.p.d., las combinaciones lineales de funciones caracteristicas de
conjuntos de medida finita y las funciones continuas de soporte compacto) y otra es calcu-
lar, supuesto que la funcién sea integrable, el valor de su integral. En este sentido debemos
advertir que presentamos tres tipos de técnicas de integracion:

- Métodos que proporcionan la integrabilidad de f aunque no el valor de la integral.
- Métodos que proporcionan la integrabilidad de f y el valor de su integral.

- Métodos que proporcionan el valor de la integral, supuesto que la funcién sea inte-
grable.

El lector tendra cuidado en lo sucesivo de advertir con precision la informacion que cada
resultado proporciona al respecto.

13.1. Notacion y aditividad de la integral.

Notacion 13.1. Sean / un intervalo de Ry f: I — R una funcion real. Al ser

Xi=2 c.p.d.
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[}
la funcién f es integrable en [ si, y s6lo si, lo es en [; en cuyo caso

/Ifdl:/;fd/l.

Este hecho nos permite considerar, a efectos de integracion, sélo intervalos de R de la
forma |, B[ con
—o0 < o < B <Aoo
Si f € Z(]a,B]) notaremos su integral por

/ﬁ f(x) dx.

o

/ﬁaf(x) dx = —/aﬁf(x) dx.

Conviene resaltar que la notacion es coherente con la ya utilizada para la integral de
Riemann

Es usual definir

El siguiente resultado es una herramienta indispensable en muchas demostraciones.

Proposicion 13.2 (Aditividad de la integral respecto del intervalo de integracion).

i) Sean f :|at, B[— R una funcion y y €la., B[. Entonces
fe£a.Bl) = feL (o, y)n2" (r.BD,

/a ? ) dx = /a " f)dx+ /y ? ) d

ii) Sean o, B3,y € [—o0,+] y f :]a,b[— R una funcion integrable, donde
a=min{a,B,v} yb=max{a,p,y}. Entonces

B 4 B
dx = d d
/a Flx) dx /a F(x) dx+ /y F(x) dx
Demostracion:

1) Es un caso particular de la Proposicion 11.18.
ii) La férmula que se pretende demostrar es equivalente a

/ dx+/ dx—l—/ £(x) (%)

férmula que es trivial si dos de los tres puntos que aparecen en ella coinciden, pues en tal

caso se reduce a
/ x) dx + / x) dx =

Ademds, si se permutan de cualquier forma los puntos a,f3 y ¥, el primer miembro de la
formula () permanece 6 queda multiplicado por —1. Ello permite suponer que @ < v < f3,
en cuyo caso la férmula es cierta por el apartado 1). .

en cuyo caso
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13.2. Teorema fundamental del calculo.

El teorema fundamental del calculo pone de manifiesto que la derivacion y la integracion
son operaciones inversas, esto es

/

(/X f) dt) = f(x) para casi todo punto x €]a, ],

f(x) :f(a)+/ax f'(¢) dt paratodo punto x €]a, B.

Antes de concretar estas afirmaciones conviene introducir un concepto mas débil que el
de integrabilidad.

Definicion 13.3 (integrabilidad local e integral indefenida). Una funcién f :|a,B[— R es
localmente integrable si es integrable en cada intervalo compacto contenido en |o, B[. Fijado
un punto a €|a, B, se define la integral indefenida de f de origen a por

Flx) = / F(t) dt, Vx €la, B.

Es inmediato de la proposicién anterior que toda funcién integrable es localmente inte-
grable. Probaremos enseguida que la funcién

Fx) = )-IC v €]0, 1]

es localmente integrable pero no integrable. También es claro que dos integrales indefinidas
se diferencian en una costante.

Es facil comprobar que toda funcion localmente integrable es medible. En efecto, sean
{an} y {b,} sucesiones de ntimeros reales del intervalo |, B[ con a, < b,, Vn € N tales que
{an} \ ay {b,} / B, entonces (4,5, — [ c-p-d.y es claro que f es medible, ya que cada
funcion £y, »,) €s medible por ser integrable.

Resaltamos también que en virtud de la propiedad de compacidad las funciones continuas
son localmente integrables.

Teorema 13.4 (fundamental del cdlculo). Sea f :Jo, B[— R una funcién localmente inte-
grable y sea a €|, B[ un punto fijo. La integral indefinida de f de origen a, esto es

Flx) = /:f(t) di, Vx €la, B

verifica las siguientes afirmaciones:
i) Es continua.

ii) Es derivable c.p.d. con F' = f c.p.d. Ademds F es derivable en cada punto x del
intervalo |a, B[ en el que f es continua con F'(x) = f(x).
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Demostracion. i) Sean x,x, €|a, B[ con {x,} — x. Vamos a probar que {F(x,)} — F(x).
Fijamos [c,d]| C]e, B[ tal que
X, %, € [c,d], Vn € N.

Notamos por ultimo /, el intervalo de extremos x, x,. Se tiene que

fx,—0  |f x| <Ifl € Z([c,d]).

X d
Feen) = F@l=| [ ro ai| < [7 o) b, 0] d,
X C
concluimos, en virtud del teorema de la convergencia dominada (Teorema 12.5), que
{F ()} — F(x).

La demostracion de este apartado para funciones integrables Riemann es una consecuen-
cia inmediata de la acotacién de la funcién f 'y de las propiedades de la integral.

Como

ii) Supongamos que f es continua en un punto x €]c, B[. Dado € > 0, la continuidad de
f en x nos asegura que existe 0 > 0 tal que

v elab], 0<ly—x[<d)= [f0)-f)|<e

Para un tal y se verifica

‘W‘f@ = |yix| /ayf(t)dt—/:f(t)dt—(y_x)f(x) _
= x‘ /f )dt — (y —x) f(x) == x| /f dt—/f ) dt| =
ﬁjj(ﬂ) (>)dt —|y_ | / [f(1) = f(x)] dr| < H/xyedt =€

donde se ha utilizado la aditividad respecto del intervalo de integracién (Proposicién 13.2).
Hemos probado que la funcién F es derivable en x y que F’(x) = f(x).

Hemos demostrado este apartado para funciones continuas.

También es cierto para funciones Riemann integrables, ya que la funcién f es continua
c.p.d. en virtud del teorema de Lebesgue de caracterizacion de las funciones Riemann inte-
grables (Ejercicio 12.13).

Para funciones integrables (Lebesgue) la demostracion de este apartado es muy laboriosa
y requiere la presentacion de técnicas complicadas impropias de un primer curso de Anélisis
Matemadtico.
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Teorema 13.5 (regla de Barrow). Sea f :|a, B|— R una funcion que admite primitiva, esto
es existe G :la., B[— R derivable tal que

G'(x) = f(x), Vx €]a, B.
Se verifican las siguientes afirmaciones

i) f es medible.

ii) Si f:)ot, B[— [0,+oo[, entonces

/ﬁ f(x) dx = lim G(x) — lim G(x).

o x—>ﬁ X—Oo

iii) Si f es integrable, entonces la primitiva G tiene limites (reales) en o, 3 , y

B
/a 710 dx = lim G(x) ~ lim, G (x)

xX—o

Demostracion. Sea [a,b] C|a, B[ fijo. Consideramos la sucesion {G,} de funciones reales
definidas en [a,b] por:

) x
(13.2.1) Gn(x) := : , Vx € [a, D]
n
(si m es un natural tal que b+ = < By n > m, entonces x + 1 €]a, B[, Vx € [a,b]).
Al ser G una primitiva de f, es claro que
(13.2.2) {Gn(x)} — f(x), Vx € a,b] .
Consideramos ahora dos sucesiones {a,} y {b,} en |a, B[ con

an <by, VneN, {a,} \La, {b,} /" B.

Se verifica que

(13.2.3) Fapb) = -

i) En virtud de 13.2.2 la funcion f, ;) es medible como limite de una sucesion de fun-
ciones continuas, y en virtud de 13.2.3 la funcién f también es medible por ser limite de una
sucesion de funciones medibles.

Lo parte complicada de la demostracién de los apartados ii) y iii) es la prueba de la que
nos atrevemos a bautizar como regla de Barrow para intervalos compactos, esto es

(13.2.4) / " H(x) dx = G(b) — Gla), ¥ [a, ] <] . B,
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ii) Supuesto que 13.2.4 es vélida para funciones medibles positivas, de 13.2.3 y del teore-
ma de la convergencia creciente para funciones medibles positivas (Corolario 12.3), se sigue
que

b, B
G(by) — Glan) = / F(x) dx / / F(x) dx,
esto es

B
/a £(x) dx = lim G(x) — lim G(x).

xﬂﬁ xX—a

Notese que al ser G creciente existen los limites

lim G(x) € [—o0, 400 , lim G(x) €] — o0, +o0]
xX—0 xX—0

y por consiguiente f es integrable si, y sélo si, ambos limites (que existen) son reales.

Finalmente la prueba de la igualdad 13.2.4 es una facil consecuencia de la parte sencilla
del teorema fundamental del cdlculo (Teorema 13.4) si la funcién f es continua, en efecto

(F(x) —G(x)) = 0,Vx € [a,b],

y por consiguiente ambas funciones se diferencian en una constante, que se calcula y es igual
a G(D)).

También es una fécil consecuencia del teorema del valor medio si f es integrable Rie-
mann.

En el caso de considerar funciones positivas generales empezamos probando que la fun-
cion f es localmente integrable. Para ello consideramos las funciones definidas en 13.2.1. Se

tiene que
/abGn(x) dx =n (/b G (w%) dx—/abG(x) dx>
i ( / Tll G(x) dx— / " 60) dx)
- ( /b "8 ) dx— / “ ) dx>

1

b % a+
<n ( /b T Gb) dx— / " Gla) dx) — G(b)— Gla),

donde se han utilizado la invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue y el teorema
fundamental del calculo (Teorema 13.4).
Abhora el lema de Fatou (Teorema 12.7) nos asegura que

b b
/a F(x)dx < liminf / G (x) dx < G(b) — G(a).
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Finalmente vemos que la igualdad 13.2.4 es ya una consecuencia del teorema de la con-
vergencia dominada (Teorema 12.5). La funcién positiva f[a b1 €S integrable y en virtud de

13.2.2 , .
/a n(G(l%—%)—G(x)) dx —>/a f(x) dx,

y el resultado es ahora consecuencia de la siguiente cuenta ya conocida

n</a” G(x+%) dx_/abG(x) dx> :n< a’:»lwg(x) dx_/abG(x) dx) _

b+l at+l
n ( /b G(x) dx— / G(x) dx> . G(b)=Gla),

donde se han vuelto a utilizar la invarianza por traslaciones de la medida de Lebesgue y el
teorema fundamental del calculo (Teorema 13.4). Queda asi probada lfa validez de 13.2.4
para funciones positivas.

iii) Supuesto probada 13.2.4 para funciones reales, sea y €|a, B]. Existe m € N tal que
n>m = a,<Y.
Para n > m se tiene que
[ 70 dv =61~ Glan).
Habida cuenta que "

{F Xy} = [ Hay Y | Xyl <|f], VR EN,

la integrabilidad de | f| nos permite utilizar el teorema de la convergencia dominada (Teorema

12.5) para concluir que
Y Y
{/a f(x) dx} —>/a f(x) dx

En consecuencia la sucesién {G(a,)} es convergente y

/ " f(x) dx = G(y) — lim G(x).

o X—

Andlogamente existe el limite de Gen f y

B
/ £(x) dx = Tim G(x) — G(7).
Y x—p
Finalmente, la aditividad de la integral respecto del intervalo de integracion nos permite con-
cluir

/a ? F(e) dx = lim G(x) — lim G(x).

xﬂﬁ xX—o

Como en el apartado manterior la prueba de la igualdad 13.2.4 es también una fécil si la
funcién f es integrable Riemann. Para funciones integrables (Lebesgue) es muy laboriosa y
requiere la presentacion de técnicas complicadas impropias de un primer curso de Andlisis
Matematico. Por ello nos limitamos a considerar la siguiente clase de funciones
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Definiciéon 13.6 (Acotacion local). f :]o, B[— R se dice localmente acotada si es acotada en
cada intervalo compacto contenido en |a, B].

Es claro que toda funcién medible localmente acotada es localmente integrable. Ob-

sérvese que toda funcion continua es localmente acotada.

Probamos finalmente, para estan funciones (no tan particulares), la regla de Barrow para
intervalos compactos . El teorema del valor medio nos asegura la existencia de 0 < 6, < 1 tal
que Gp(x) = f(x+ %), con lo que para cada x € [a,b] se verifica que

1Gu()] < i1l € L[],

y se puede utilizar nuevamente el teorema de la convergencia dominada para concluir que

L%@w:G@—%)

Es bueno resaltar que la dltima afirmacién es inmejorable en el sentido de que es cierta
siempre que tenga sentido formularse.

Por otra parte es claro que cualquier funcién que se obtenga sumando a G una funcién
constante es también primitiva de f. Probamos a continuacién que de esta forma se obtienen
todas las primitivas de f. En efecto, si H es otra primitiva de f, entonces la funcién G — H es
derivable con derivada cero luego constante (teorema del valor medio).

Nota 13.7 (criterio de integrabilidad). Una funcién

[ilo Bl= 10, 4o

que admite primitiva es integrable, si, y s6lo si, su primitiva G tiene limites (reales) en o, 3.
En el caso de funciones integrables f :]a, f[— R, la condicién anterior es necesaria. Se
podria pensar aventuradamente que toda funcién

filo,Bl—R

con primitiva G que tenga tiene limites (reales) en «, B es integrable. El siguiente ejemplo
pone de manifiesto que esto no es asi.

Ejemplo 13.8. Consideremos la funcién f : RT™ — R definida por

sent

floy ="

t

El teorema fundamental del calculo (Teoremal3.4) nos asegura que la funcién G : RT —
R dada por

G@:A%@m

es una primitiva de la funcién f en R™.
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Como f(x) — 1 cuando x — 0 y el intervalo 0, 1| es acotado, podemos deducir que la
funcién f es integrable en |0, 1], esto es, existe lim,_,o G(x). Para probar que también existe
lim,_, 1 G(x) € R, basta con comprobar, en virtud del teorema de complitud de R, que si
{an} es una sucesi6n de ]1,+eo[, con {a,} / +eo, entonces {G(ay)} es una sucesién de
Cauchy. Este hecho se deduce inmediatamente de la siguiente desigualdad: Para cualesquiera
a,beRconl <a<bse verifica que

- di g
a t 12 2

a

b sent ‘ ) —costb cost 1 1 bdt 2
ot | [ 1
a a

Si f fuese integrable, también lo seria | f|, lo que es imposible ya que

sent |sent\ ]sent] 2 1 1
[ \d—Z/ d>2/ r=(lhgt ).

-x km
Es digno de resaltar que, utilizando técnicas de la integral de Lebesgue (teoremas de
Fubini, Tonelli, de la convergencia dominada y la integracion por partes) se prueba que

lim
X— o0

sen t /+°° sen t T

(ver Ejercicio 14.10).
O

Ahora la regla de Barrow (Teorema 13.5) nos permite discutir la integrabilidad y calcular
la integral en su caso de las funciones potenciales y de la exponencial.

Ejemplo 13.9 (Funcién potencial). Para cada p real sea f, : R™ — R la funcién definida
por
fo(x)=xP, VxeR".
Entonces se verifica:
i) fp & L(RY), Vp €R.

ii) Si B € R, entonces f, € £(]0,B]) siy sélosi, p > —1, siendo

y, en particular,
Udx

E
iii) Si o € R, entonces f, € Z(Ja,+oo|) si, y s6lo si, p < —1, y en tal caso

/ xP dx = —
o p+1

=2.

y en particular
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iv) Si0 < o < B < 4o, entonces fp € Z(]a, B[), Vp € R, siendo

ﬁp+1_ap+1

B p+1
/ xP dx =

* log(g) si p=—1

si p#—1

fp es una funci6n positiva y medible que, para cualquier real p, admite primitiva en R
dada por

TS pA-l
G(x)= .
log(x) si p=-1
Puesto que
) ) mee st p+1<0
)lcl—l}(l)G(x)_{ 0 si p+1>0
y
) _f Ao si p+12>0
XETOOG(X>_{ 0 si p+1<0
el enunciado se sigue de la regla de Barrow. U

Ejemplo 13.10 (Funcién exponencial). La funcién f : R™ — R definida por

flx)=e " VxeR"

oo
/ e “dx=1.
0

Es medible positiva y admite primitiva en R™ dada por

G(x)=—e".

es integrable y

13.3. Integracion por partes.

Otro método de cdlculo de integrales es la férmula de integracién por partes.

Proposicién 13.11 (Férmula de integracion por partes). Sean u,v :|a, B[— R funciones deri-
vables tales que u'v y w' son integrables. Entonces existen

lim u(x)v(x) y )}g% u(x)v(x)

y se verifica
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Demostracion:
uv es una primitiva de la funcién u'v+uv’ que es integrable y en consecuencia el resultado
se deduce directamente de la regla de Barrrow (Teorema (13.5). .

Hay que observar que la utilidad de la anterior férmula depende de la habilidad que se
tenga para expresar el integrando en la forma adecuada.

13.4. Cambio de variable.

Los dos siguientes resultados tedricos de este apartado son particularizaciones para inte-
grales simples de los correspondientes para integrales multiples (Teoremas 14.9 y 14.10).

Teorema 13.12 (Cambio de variable para funciones medibles positivas). Sean I y J inter-
valos abiertos de R, ¢ un difeomorfismo de clase €' de 1 sobre J 'y
f:+J — [0, +oo[ una funcion medible. Entonces

/ dx—/f ()] dt.

Teorema 13.13 (Cambio de variable). Sean I y J intervalos abiertos de R, ¢ un difeomor-
fismo de clase €' de I sobre J y f : J — R una funcién medible. Entonces

feZLU) & (fod)ld'| € £(D),

/ dx—/f ()] dr.

La préctica del cambio de variable para funciones reales de variable real se resume en el
siguiente:

en cuyo caso

Corolario 13.14. (Féormula del cambio de variable). Sean —~ < a < B < +oo, f una
funcién real medible definida en |o, B[ y ¢ :|a,b[—]a, B[ un difeomorfismo de clase €' .
Entonces

feZ(a.pl) < (fo9)¢' € L(a,b|)

y en caso afirmativo vale la siguiente formula del cambio de variable:

9~ (B7)
[ 7w as= [ Fee 0 ar,
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Demostracion. Es sabido que una funcién derivable ¢ :]a, b[—]ct, B] es un difeomorfismo si,
y s6lo si,
¢'(t) #0, Vté€la,bl,

en cuyo caso es bien conocido (teorema del valor medio) que ¢ es estrictamente mondtona y
lo mismo le ocurre a ¢ ~!. Sélo se puede dar una de las siguiente posibilidades excluyentes
entre si:

1. ¢'(r) >0, Vr €]a,b|.

2. ¢'(t) <0, Vt €]a,b|.

Que se traducen en

L [¢'|=¢". 0 (a)=ay ¢~'(B7)=0b.
2. 19'|=—¢", 9" (a")=by ¢ (") =a.

La férmula del cambio de variable es ahora consecuencia del teorema de cambio de vari-
able (Teorema 13.13), sin mds que recordar que

(fod)l9'le Z(I) & (fo9)¢ € 2(I).

El Ejercicio 13.0 contiene abundantes ejemplos en los que se puede aplicar esta férmula.

Nota 13.15. Utilizando el teorema fundamental del cdlculo (Teorema 13.4) se prueba una
versidon mds general del teorema del cambio de variable donde sélo se le exige a la funcién ¢
que sea un difeomorfismo, es decir ¢'(z) # 0, Vr € I.

13.5. Criterio de comparacion.

En el estudio de la integrabilidad de una funcién localmente integrable f : I — R definida
en un intervalo / de R es decisivo el comportamiento de la funcién en los extremos del
intervalo. Puesto que sabemos que para cada c € I:

f es integrable en [ si, y s6lo si, f es integrable en IN] —eo,c] y en I'N[c,+oo],

se sigue que podemos centrar nuestro estudio en intervalos semiabiertos y, por una simple
cuestion de simetria, nos bastard con enunciar los resultados para intervalos de la forma:

[o,B] con —eo < ¢ < B < oo

Es importante destacar que la idea que subyace en lo que sigue es la siguiente propiedad
elemental:
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Si f: I — R es una funcién medible para la que existe una funcion g : [ — R integrable
tal que |f| < g, entonces f es integrable.

El primer resultado muestra que si B < +oo y la funcién es acotada en las cercanias de f3,
entonces f es integrable.
Proposicion 13.16. Sean — < ot < B < 400y f: [a,B]— R una funcion localmente
integrable. Supongamos que existen ¢ € [a, B[y M > 0 tales que

fl<M, Vxelcpl

(lo cual ocurre en particular si f tiene limite finito en ). Entonces f es integrable.

Demostracion:
Como f es integrable en [, c] por hipétesis y es también integrable en [c,B] por ser
acotada, concluimos que f es integrable. .

Conviene resaltar que en esta proposicion es esencial 3 < oo, recuérdese que
T dx
1 X

Ejemplos 13.17.

1
a) La funcién de |0, 1] en R definida por x — sen— es medible (por ser continua) y al

X
ser acotada (pese a que no tiene limite en 0), es integrable.

1
b) La condicién no es necesaria. La funcion de |0, 1| en R definida por x — 7 no esta
X

acotada y, sin embargo, es integrable de hecho

1
/ﬂ:z.
0V
0

Proposicién 13.18 (Criterio de comparacion). Sean —oc < ot < < 4oy f,g: [0, f[— R
funciones localmente integrables con g(x) # 0, Vx € [a, B[. Supongamos que

fx)

lim —= = L.
x—p g(x)

Entonces
i) SiL e R, f esintegrable si, y solo si, g es integrable.
ii) Si L=0y g es integrable, entonces f es integrable.

iii) Si L= +ooy f es integrable, entonces g es integrable.
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Demostracion:
i) Existe ¢ €], B[ tal que

g(x)

— <

’g‘ ‘f(x) <2lL|, VxeleB]

y, en consecuencia,

% g@)| <1f@)] <2ILf )], Vx€ e, B

de donde se deduce que f es integrable en [c, B[ si, y sélo si, g es integrable en [c, B[. Como
f'y g son integrables en [, c], de lo anterior deducimos 1).
ii) Existe ¢ €] e, B[ tal que

'@
g(x)

<1, Vxe€lep]

y en consecuencia

I <lg&)],  Vxele,B

de donde, supuesto g integrable, deducimos que f es integrable en [c, B[. Como f es integrable
en [a,c| de lo anterior concluimos que f es integrable en [, .

f()

iii) Existe ¢ €]o, B] tal que —’ > 1, Vx € [c, B[y en consecuencia

g(x)
1f()| > [g(x)],Vx € [¢, B

de donde, supuesto f integrable, deducimos que g es integrable en [c, B[. Como g es integrable
en [a,c| de lo anterior concluimos que g es integrable en [a, B]. .

Ejemplo 13.19. La funcién f : R — R definida por
flx)= e_xz, Vx € R,

es localmente integrable por ser continua. Por simetria, nos podemos limitar a estudiar su
integrabilidad en [0, +oo[ y basta comparar con e que es integrable [0, +oo[ (Ejemplo 13.10)

ya que

2
=" —0 cuando x — +oo.
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13.6. Funciones definidas por integrales

En esta seccion (Q,.o7, i) es un espacio de medida, C un conjunto y f : C X Q — R una
funcion tales que

Vt € C, lafuncién @+ f(t,®) es integrable en Q.

Se trata de estudiar propiedades de la funcién F' : C — R definida por integrales de la
siguiente forma

F(t):= /Qf(t,a)) du vt eC,

a partir de propiedades de la funcién f. Concretamente estamos interesados en dar condi-
ciones suficientes que permitan asegurar la continuidad, derivabilidad y el cdlculo de su
derivada.

Teorema 13.20 (de continuidad de funciones definidas por integrales). Sean (E,d) un
espacio métrico, (.o, l1) un espacio de medida y f : E x Q — R una funcion satisfaciendo
las siguientes condiciones:

i) Vt € E, la funcion @ — f(t,®) es integrable en Q.
ii) Vo € Q, la funciont — f(t,®) es continua en E.
iii) Existe g : Q — R integrable tal que

|f(r,0)| < g(w), V1 €E, Yo € Q.
Entonces la funcion F : E — R, definida por

F( = [ f.0)dp.,

es continua en E.

Demostracion. Seaty € E 'y sea {t,} una sucesion en E convergente a fy. Para cada natural n
sea @, : Q — R la funcién definida por

q)n(w) = f(tn;w); va) € Q

Por la hipétesis i) cada @, es integrable en Q, y la aplicaciéon @ — f(t, @) es medible (de
hecho también integrable). Por la hipétesis ii) se tiene que

{Pn(@)} — f(to, 0), Vo € Q.
Por altimo la hipétesis ii1) nos asegura la mayoracion:

P, (0)] < g(w), Yo € Q.



494 13. Integrales simples.
Asi el teorema de la convergencia dominada (Teorema 12.1) nos permite concluir que

lim/ﬂfbn(w) d,uz/gf(to,a)) du,

es decir,

{Lﬂ%wﬂw}—ﬁéf%mﬁMu

{F(ta)} — F(10)-

o lo que es igual,

Teorema 13.21 (de derivacion de funciones definidas por integrales). Sean I un inter-
valo de R, (Q, o/, L) un espacio de medida y f : 1 x Q — R una funcion satisfaciendo las
siguientes condiciones:

i) Vt €1, la funcion @ — f(t,®) es integrable en Q.
ii) Yo € Q, la funcion t — f(t,®) es derivable en I.
iii) Existe g : Q — R integrable tal que

d

‘a—]:(t,w)‘ <glw),Vtel,VoeQ.

Entonces la funcion F : I — R, definida por

F)= | fi.0)du.

es derivable en I con

F’(t):/Qaa—j:(t,w) du,Vrel.

Demostracion. Seaty € I 'y sea {t,} una sucesién de puntos de I distintos de #p y convergente
a ty. Para cada natural n y para cada @ € Q, la funcién f(-, ®), en virtud de la hipétesis ii), es
derivable en el intervalo determinado por los puntos g y #,. El Teorema del valor medio nos
garantiza, en consecuencia, la existencia de un punto ¢, del intervalo abierto de extremos 7y
y t, tal que

f(l’n,w)—f<t(),(I)) _ af
-t |

La hipétesis iii) nos asegura ahora que

‘f(tn,w)—f(to,w)‘
t

n—1o

<g(w), Vo € Q.
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Si para cada natural n se define ®, : Q@ — R por

@,() = Hn @)= L10:0)

obtenemos una sucesion de funciones integrables en Q (hipdtesis 1)), tal que
|Pn(@)] < g(@), Vo € Q.

Es claro que para cada @ € Q se verifica que
d
(@) — Zw,0)

y como como la funcién ® — —f (o, ®) es medible (para cada ¢ € I la funcién @ —

ot
af

E(I’ ®) es medible por ser limite de funciones medibles), el teorema de la convergencia

dominada (Teorema 12.5) nos asegura que dicha funcién es integrable y que

lim/gf(t"’a;):ﬂto’w) du :/Qﬂ (10, ®),

to ot

es decir,

F(tn) — F(10) af
th—to H/QE(IO’(D)’

o lo que es igual que la funcion F es derivable en 7y con

Fl(1g) = /Q aa_{ (10, ®).

Nota 13.22. El apartado iii) de ambos teoremas, la mayoracién por una funcién integrable,
es la condicion maés dificil de verificar. A este respecto conviene resaltar que tanto la con-
tinuidad como la derivabilidad son propiedades locales, lo que facilita en ocasiones la tarea
de encontrar tal mayoracién. También un apropiado cambio de variable puede facilitar la tarea
de estudiar la continuidad y derivabilidad.

El siguiente ejemplo estudia una de las funciones importantes del Andlisis.

Ejemplo 13.23 (La funcién I'). SeaI": R* — R la funcién definida por

—+oo
I'(r)= / X le™ dx.
0
Probar que
1) I"es derivable y dar una expresion de su derivada.

i) lim,_oT(f) = +oo.
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En efecto: consideremos la funcién f : RT x RT :— R definida por
flt,x)=x"le™,
Es facil comprobar (ver Ejercicio 13.3) que
teRT =¥ le ¥ e ZI(RY),
es decir, esta definida la funcion

~+oo
()= / K le ™ dx, vVt e RY.
0

Derivando respecto a la variable ¢, se tiene que
af
ot

La dificultad, como ya hemos comentado, estd en comprobar la hipétesis iii) del Teorema
13.21 : la existencia de una funcién g : Q :— R integrable tal que

f
ot

(t,x) =x'lnx e, Vr e RT.

(naﬁ‘ggam,VteR*,VwGSL

viene en nuestra ayuda el cardcter local. Sea 0 < ). Tomemos «, 8 € R tales que
O<a<rt<p.

Comprobemos que dicha hipétesis se verifica para I x Q =]a, B[xR™. En efecto, como
a—1<t—1<B-1=x"1< max{xa_l,xﬁ_l} < x%! —|—xﬁ_1,

se tiene que

of
i

=¥ le™|Inx| < <x°‘*1 +xﬁ71> e ¥|Inx]|, V(2,x) €]a, B[xR™,
con lo cual basta probar que
<xa_1 +xﬁ_1> e *|Inx| € £ (RT).

En |0, 1] esta funcién se comporta como x” Inx que es facil comprobar (véase el Ejercicio
13.3) es integrable si, y s6lo si, p > —1. En [, 40| se comporta como x~2 que es integrable.
En efecto

e Inx  x?Inx  xPT3 Inx

5 = = — — 0 cuando x —— oo,
X~ ex ex  x

Por dltimo el caricter local de la derivabilidad nos asegura que la funcién I" es derivable con

~+o0
I'(t) :/ X le™ Inxdx,vt e RT.
0
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Veamos ahora el apartado ii). Sea {t,} una sucesion de positivos decreciente a cero. Para
cada natural n consideremos la funcién f;, :]0, 1[— R definida por

fulx) =xnte™,
{fux} es una sucesién creciente de funciones medibles positivas que converge a la funcién
fx)=x"te™™, vx €]0,1]

que es medible positiva pero no integrable (véase el Ejercicio 13.3). El Teorema de la con-
vergencia creciente para funciones medibles positivas (Corolario 12.3) nos asegura que

1 1
/ e dx / xle™ dx = +oo.
0 0

La afirmacion ii) es ahora consecuencia de la desigualdad

1
2/ e ™ dx, Vi e RT.
0

13.7. Continuidad absoluta

Proposicién 13.24. Sea f : [a,b] — R una funcion integrable, y F : [a,b] — R la funcion
definida por
X
:/ f() dt, Vx € [a,D]
a
verifica que para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si {]ai»bi[}izl 5, €8 un conjunto finito de
n

subintervalos de [a, D] disjuntos dos a dos con Z(b,- —aj) < 0, entonces
i=1

n
Z F(a;)| < €.

Demostracion. Sea € > 0. Sabemos (ver Corolario 12.4) que existe 6 > 0 tal que
[E C [a,b] medible con A(E) <8 = / |f(x)|dx < €.
E

Sea finalmente {]a;,b;[}i=12,.., un conjunto finito de subintervalos de [a,b] disjuntos con
n

Z(b a;) < 0. El conjunto E = U a;, b verifica que A(E) < d y, en consecuencia,
i=1 i=1

i‘, F(a; |— f 1) dt| <

Z/ t)| dt = /|f ) dt <e.
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Definicién 13.25. Funcién absolutamente continua. Una funcién f : [a,b] — R se dice
absolutamente continua si para cada & > 0 existe § > 0 tal que si {]a;,bi[},_,,  esun
conjunto finito de subintervalos de [a,b] disjuntos dos a dos con Y7, (b; —a;) < 9, entonces

2‘f(bi)_f(ai>’<8.

Noétese que la condicion anterior proporciona para n = 1 la continuidad uniforme de la
funcién f. Sin embargo no toda funcién uniformemente continua es absolutamente continua.
La funcién singular de Lebesgue (10.24) es uniformemente continua y no es absolutamente
continua como consecuencia del siguiente resultado.

Teorema 13.26. Sea f : [a,b] — R una funcién absolutamente continua. Entonces f es
derivable c.p.d. en [a,b), la funcion f’ es integrable en |a,D] y se verifica que

X
16) = fla) = [ £(e) dr, Ve [ap].
a
Es decir, las funciones absolutamente continuas son precisamente aquellas que se pueden

reconstruir a partir de su derivada.

La demostracion de este teorema requiere también la utilizacién de técnicas complejas
impropias de un primer curso de Analisis



Acosta, Aparicio y Moreno 499

13.8. Resumen de resultados del Tema 13.

Teorema fundamental del calculo (TFC) Sea f :Ja,3[— R una funcion localmente
integrable y sea a €|o, B[ un punto fijo. La integral indefinida de f de orige a , esto es

F() = | ft)dr, v €l
verifica las siguientes afirmaciones:

i) Es continua.
ii) Es derivable c.p.d. con F' = f c.p.d. Ademds F es derivable en cada punto x del

intervalo |a, B[ en el que f es continua con F'(x) = f(x).

Es claro que dos integrales indefinidas se diferencian en una constante.

Teorema (Regla de Barrow) Sea f :|a, B[— R una funcién que admite primitiva, esto
es existe G :]a, B[— R derivable tal que

G'(x) = f(x), Vx €]a, B].
Se verifican las siguientes afirmaciones
i) f es medible.

ii) Si f:]ot, B[— [0,4oo[ , entonces

B
/a F(x) dx = lim G(x) — lim G(x).

x—>B X—O

iii) Si f es integrable, entonces la primitiva G tiene limites (reales) en o, 3 , y

/a ? F() dx = 1im G(x) — lim G(x).

x—pf x—0

Cualquier funcién que se obtenga sumando a G una funcién constante es también primi-
tiva de f'y de esta forma se obtienen todas las primitivas de f.

Criterio de integrabilidad Una funcién f :|ot, B[— [0, +oo[
que admite primitiva es integrable, si, y solo si, su primitiva G tiene limites (reales) en
o, pB.

En el caso de funciones integrables f :]o, B[— R, la condicion anterior es solo necesaria.

Formula de integracion por partes Sean u,v :]o, B[— R funciones derivables tales que
u'v y u/' son integrables. Entonces existen

tim u(x)v(x) y lim u(2)v(x)
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y se verifica

B B
/ Wt (1) di = lim w(x)v(x) — lim u(x)v(x) — / W (0)v(1) dt.

o x_>ﬁ X—0o

Teorema de cambio de variable para funciones medibles positivas Sean/ y J interva-
los abiertos de R, ¢ un difeomorfismo de clase ¢! de I sobre J y f : J — [0, o[ una funcién

medible. Entonces
/ ) dx = / flo (1)] dt.

Teorema de cambio de variable Sean! y J intervalos abiertos de R, ¢ un difeomorfismo
de clase €' de clase €' I sobre J y f : J — R una funcién medible. Entonces

feLl) & (fo)l¢’| e 2N,

/ dx—/f (1)] dt.

Formula del cambio de variable Sean — < o < 8 < +-o0, f una funcion real medible
definida en |a, B[ y ¢ :)a,b[—]a, B[ un difeomorfismo de clase €' . Entonces

feZ (Ja,Bl) < (fo9)¢’ € £ (a,b)

y en caso afirmativo vale la siguiente formula del cambio de variable:

€n cuyo caso

B 97'(B7)
| rwas=[" " oo o) ar
o ¢

“Hat)

Criterio de comparacion Sean —co < ot < f < +ooy f, g [at, B[— R funciones local-
mente integrables con g(x) # 0, Vx € [o, B[. Supongamos que

Entonces
i) SiL € R*, f es integrable si, y solo si, g es integrable.
ii) Si L =0 y g es integrable, entonces f es integrable.

iii) Si L =ty f es integrable, entonces g es integrable.
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Teorema de continuidad de funciones definidas por integrales Sean (E,d) un espacio
métrico, (Q,.o/, 1) un espacio de medida y f : E x Q — R una funcién satisfaciendo las
siguientes condiciones:

i) Vt € E, la funcién @ — f(t, ) es integrable en Q.
ii) Yo € Q, la funcién t — f(t, ) es continua en E.
iii) Existe g :  — R integrable tal que
lf(t,0)] <g(w), Vt cE, Vo € Q.

Entonces la funcién F : E — R, definida por

F)= | f.0)du.
es continua en E.

Teorema de derivacion de funciones definidas por integrales Sean I un intervalo de
R, (Q,.7, 1) un espacio de medida y f : I x Q — R una funcién satisfaciendo las siguientes
condiciones:

i) Vt € I, la funcién w — f(t,®) es integrable en Q.
ii) Vo € Q, la funciéont — f(t,®) es derivable en I.
iii) Existe g : QQ — R integrable tal que

)

‘a—{(r,m)' <glw),Vtel,Vo Q.

Entonces la funcion F : I — R, definida por

Fr) = /Q f(t,0) du ,

es derivable en I con

F’(r):/gaa—];(t,a)) du, vt el

Definicion de funcién absolutamente continua Una funcion f : [a,b] — R se dice abso-
Ilutamente continua si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si {]ai7bf[}i:1 , , €sun conjunto
finito de subintervalos de [a,b] disjuntos dos a dos con Y.} ,(b; —a;) < 0, entonces

i‘f(bi)_f<ai)| <E.

Teorema de caracterizacién de las integrales indefinidas Sea f : [a,b] — R una fun-
cion. Equivalen las siguiente afirmaciones
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1. f es absolutamente continua.

2. f esderivable c.p.d. en [a,b], la funcion f’ es integrable en [a,b] y se verifica que
X
f6) = fla) = [ £1(e) dr, V€ [ap].
a

Es decir, las funciones absolutamente continuas son precisamente aquellas que se pueden
reconstruir a partir de su derivada.
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13.9. Ejercicios del Tema 13.

13.0. Probar que existen las siguientes integrales y que tienen el valor que se indica en
cada caso:

\S]

/1 dx - ( 2 ) /% dx (2> (7>
= n N —_—— —arcseén | — —arcsen | — N
0o 1+ l+e 0 vV20+8x—x 3 12

/3 dx b9 /1 X2 J T
= — s X = — s
0 V9—x2 2 0 vV1—x0 6

oo x—1 37 +1In2 teo x V3n
| P 13C N o S
1 x3=3x2+x+5 10 o 3+x4 12
+o0 d T T
/ xi _r , / coszxdx=/ sen’xdx =1 |
—oo €x+e X 2 ) .y
/+we_axcos([3x) dr=—2% /+ooe_axsen([3x) di=—P _(@>0peRr)
0 a’+ B2 Jo a’+ p? ’ ’
! T 4 ) 3 3 4
/ V1—xtdx== / (1+cosx)” dx =37 , / |senx|” dx = = |
—1 2 —7 7% 3
/g 25 cos?® do =~ /1 (1 §>3 dp =2
sen” ¥ cos = — -2
o dx T L dy
= , =In(1+v?2) ,
/o I+ 4y 2/1+)2 /o V1+y? ( )

T d 1
- D _ g, [ Ixdc=—1,

oo dx o
b aae mis % wrs sk

oo dy teo ] 1 x? 21nx
_ _ dy = —— +1).
/0 (1+y)(1+yx?) /o 1—x2(1+y 1+yx2) =g FEED

13.1 Para cualquier subconjunto E medible de ]0, 1] se define

dx

V(E) = T

Probar que Vv es una medida en |0, 1[ absolutamente continua respecto de la medida de
Lebesgue A en |0, 1] y sin embargo

0<5< % e v(15,28]) =In2 y A(8,28[) =6 .

(Contradice este hecho la segunda parte del Corolario 12.4?

13.2 Dar un ejemplo de una funcién integrable en |0, 1] cuyo cuadrado no lo es.
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13.3 Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

13.4

a) xPe 7Y (peR,y>0) en RT.

X

b) en RT.

er—1
¢) x*Inx (p€R) en RT.

1 1
d) ﬁsen; en |0,1].

e x*1(1-x)B!(a,B€R) en ]0,1].
f) InxIn(l1+x) en ]O,1].

g) xP senx (p€R) en |1,+oo].

Indicacién: Usar en cada caso el criterio de comparacion.

a): En 0, comparar con xP; en +oo, comparar con x2,

. .. X .
b): En O tiene limite; comparar con — en oo y usar el apartado anterior.
e

¢): Comparar con x%* para conveniente .

1
d): Comparar con 7
X
e): En cero, comparar con x*~!; en 1, comparar con (1— x)B_l.
f): En Oy en 1, la funcion tiene limite.

g): Si p < —1, comparar con xP; si p = —1, ver Ejemplo 13.9; por dltimo si —1 < p,
usar el caso anterior.

Justificar, haciendo uso en cada caso de un conveniente teorema de convergencia, las
siguientes igualdades:

1)
. I nxlnx
lim T2 dx=0
i1)
Y LV
hm 0 m dx = 0
iii)
I i
lim dx=0
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iv)
oo 2\ 7"
hm/ <1+—) sen (—) dx=0
0 n n
v)
o0
hm/ dxn -1
o ()"
vi)
" X 1 + -
lim (1——> x dx:/ e x* dx (a>0)
0 n 0
vii)
oo X oo (_1)n+1
dx =
/() 1+eX . nZl n2
viii)
+o0 e—ax o (_1)I’l .
/0 1+ e b n;)cH—nb (a,b>0) y deducir que
n:027’l+1 4 n=0 n+1
ix)
oo xe ax oo 1
= b>0
/O 1 —ebx r;() (a_|_nb)2 (a, )
X)

Indicacién: Se emplea el teorema de la convergencia dominada (Teorema 12.5) en todos
los apartados salvo en vii), iX) y x) en los que se utiliza el teorema de la convergencia
absoluta (Teorema 12.8). La dificultad de comprobar las hipétesis del teorema de la
convergemcia dominada es siempre la mayoracion de la sucesion de funciones. Con-
viene tener presenta la desigualdad entre las medias geométrica y aritmética asi como
la siguiente identidad

1 [ee]
O<|r|<l=——=) (—-1)"r",
l+r =
que es consecuencia de la expresion que da la suma de los infinitas términos de una
1 1
progresion geométrica de razén menor que uno y de la igualdad = .
l+r 1—(-r)

13.5 Estudiar la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones:
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+oo ,—X __ ,—IX
F(r):/ € "€  ax, VteR"
0 x
T
F(t) :/0 In(14 rcosx) dx, ¥Vt €] —1,1].

13.6 Probar que la funcién F : R — R definida por

oo 2
nwz/ cos(tx) e dx,

—o0

es derivable. Utilizar el método de integracion por partes en la expresion de F’ para
obtener que F’(r) = —tF(t), Vt € R. Deducir de ello que la funcién de R en R dada por

2

t— F(t) ez

tiene derivada nula. Por dltimo concluir, utilizando el Teorema del valor medio, que

2

F(r) =Ce?,VtER,

oo 2
C= / e 2 dx

Esta constante se calcula en el Ejercicio 14.7, concretamente C = /27 .

donde

13.7 Probar que

1. La funcién
flx)= Vx, Vx € [0,1]

es absolutamente continua.

g(x)z{o s

2. La funcién

xsen(Z£) si x€)0,1]

no es absolutamente continua.

13.8 Sea f :]a, B[— R una funcién localmente integrable. Probar que f es integrable si, y

solo si, el conjunto
t
{/Lﬂmux:a<s<t<ﬁ}
S

esta acotado. En caso afirmativo

tﬂ

/ f(x)dx=1im [ f(x)dx

Vl
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para cualesquiera sucesiones {s,} y {t,} en |a, 3] con

sn <ty, VneN, {s,} \ a, {t.} /B.

13.9 Estudiar la derivabilidad de la funcién

> sen(tx)
F(t):= dx vVt € RT
(1) /0 T2 x,Vt €

Indicacién: Realizar el cambio de variable y = tx y aplicar el teorema de derivaciéon
(Teoremal3.21)

13.10 Sean /,J intervalos abiertos de Ry f : I x J — R una funcién continua verificando

1. Para cadat de I la funcién x — f(t,x) estd en £ (J).

2. Para cada x en J la funcién ¢t — £(¢,x) es de clase €' (J).

df(t,x)
ot

3. La funcion

estd dominada por una funcion integrable.

Sea g : I — J una funcién de clase €. Probar que para a € J,la funcién

8(1)
Flt) ::/a F(t,x) dx, Vi€ T

es derivable con derivada

F'(t) :/ag(t) afgt’x) dx+ f(t,g(t)) g'(t) vt el

Indicacién: Considerar la funcion
¢:IxJ—R

dada por ;
o) = [ flux) dx.
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13.10. Soluciones a los ejercicios del Tema 13.

13.1 La funcién f es medible (positiva) por ser continua. La primera parte del Corolario
12.4 nos asegura que V es una medida en |0, 1[ absolutamente continua respecto de A.

No se contradice la segunda parte del citado teorema pues f no es integrable (véase el
Ejemplo 13.9).

1 1
13.2 La funcién x — —= es integrable y su cuadrado, x — —, no lo es (véase el Ejemplo
X

Nz
13.9).

133 a) |[xPe e L (RT)<=p>—1|,paracadayc R" .

En efecto, si x €]0, 1] se tiene que x? e~V < xP e™ " < xP, esto es, la funcién se
comporta como xP. Asi (véase Ejemplo 13.9) la funcién es integrable en |0, 1] si,
y s6lo si, p > —1. En [1, +oo[ se compara con x 2 (ver Criterio de comparacién
(Proposicion 13.18)) y la funcién es integrable:

xP e xP+2

lim = lim

=0.
X—r—o0 _X'_Z x——+oo etx

X
er—1
En efecto, en |0, 1] la funcién es integrable pues es continua y tiene limite en 0 y

en 1. En [1, 4-oo[ se comporta como x e~*, que acabamos de ver que es integrable.
En efecto,

b) c ZY(RY)|.

X

=1.

1m =
x—foo et —1]

¢ |x° Inx ¢ L1(RY)|.

En [1,+oo[ la funcion es integrable si, y sélo si p < —1. En el caso p < —1,
tomemos & € R con p < @ < —1, y basta comparar con x%, que sabemos es
integrable (véase Ejemplo 13.9):

. xPlnx . Inx
lim = lim =0
X—> o0 xa X—> o0 xOC—P

. . 1 .
Si por el contrario p > —1, entonces basta compara con — para concluir que la
x
funcidén no es integrable. En efecto:

1
- 1

lim X _— lim ——— =0
x—+o0 xP Inx  x—tooxPt1 Inx
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En |0, 1] 1a funcién es integrable si, y s6lo si p > —1. En el caso p > —1, tomemos
o €Rconp>a>—1,y basta comparar con x*, que sabemos es integrable
(véase Ejemplo 13.9):

xP Inx

lim =limx* % Inx=0.
x—0 X x—0

. . 1 .
Si por el contrario p < —1, entonces basta comparar con — para concluir que la
X
funcidén no es integrable. En efecto:
l X (P-H)

lim —*— lim =0.
—0xP Inxx—0 Inx

d) % sen %EZI(]O,l[) :

En efecto,

1 osentl< L oo
’\/)_C . g\/)_ce,f(]o,l[).

También se puede razonar que la funcion es continua y tiene limite en O y en 1.

&) |x* 1 (1-x)f 1 . 21(0,1]) = a.p >0|.
En efecto,

f) |Inx In(1+x) € £1(]0,1])].

En efecto, es una funcién continua y tiene limite en O y en 1:

lim Inx In(1+4x) = lim Inx In(1+4x) = 0.

x—0 x—1

Para calcular el primer limite téngase en cuenta que

==

Inx In(1 +x) = In(1 +x)™ = In ((1 +x)

)x Inx

lim(l1+x)*=e y limxInx=0.

x—0 x—0
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g)

xP senx € L1, +oo]) <= p < —1]|.

En efecto,
xP senx| <xP = [p < —1 =" senx € .Z'(]1,+[)].

Si p = —1, entonces Senx ¢ Z(]1,+e0) (Ejemplo13.8). Por dltimo si —1 < p,
X

al ser [x? senx| > ‘m , concluimos que x° senx ¢ Z!(]1,+o0|).
x

13.4 Es suficiente usar el teorema de la convergencia dominada (Teorema 12.5) para las
sucesiones de funciones { f,} en la mayoria de los apartados. En los restantes se usa el
teorema de la convergencia absoluta (Teoremal2.8).

i)

1i1)

nxlogx
S =

mente a cero y ademds si x €]0, 1], entonces se verifica que

Es claro que la sucesién de funciones {f,} converge puntual-

[fa(x)] < [logx].

Aplicando el método de integracidn por partes y la Regla de Barrow (Teorema
13.5), se obtiene que la funcién x — logx es integrable en |0, 1| y basta aplicar
el criterio de comparacién y la medibilidad de las funciones de la sucesion y el

. . nx . .

hecho de que cada una de las funciones racionales x — 15228 estd dominada
nex

1

por 5 (para esto basta derivar la anterior funcion para cada n y evaluar en el tinico

punto critico, o bien, desarrollar la desigualdad 0 < (1 — nx)z). Por ultimo, como
consecuencia del Teorema de la convergencia dominada, la sucesion de integrales
anterior converge a cero.

Esta vez es claro que la sucesién de funciones también converge puntualmente a
cero y se aplica el mismo argumento del apartado anterior a las funciones

nx 1 1

- <
1+n2x2/x = /X

que son claramente integrables en |0, 1].

Jn(x)

De nuevo se trata de la sucesion de las integrales de una sucesion de funciones que
converge puntualmente a cero en |0, 1[. Para usar el teorema de la convergencia
dominada, basta considerar la cadena de desigualdades siguiente

:%g%%g%efwux

3

x €]0, 1[= |/a(x)]

donde hemos usado que la funcién ¢ — estd acotada por 1 <hacer el cambio

1412

| , ., X
x =12 y derivar la funcién x — 7 ) .

+ x4
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v)

vi)
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Por la continuidad de la funcién seno en cero, y por ser la sucesion
2\ " ‘s .
{ (1 + %) } convergente a exp (—x2), la sucesién de funciones {f,} dada por
2 X

Sulx) = (1 + %) Tsen?

n
converge puntualmente a cero.

n
Usando ademads que la sucesion (1 + %2) claramente verifica al desigualdad

2 n 2
<1+X—> A S
n n
de donde se obtiene la desigualdad

1
1+ x2

[fn(x)] <

Por dltimo, la integrabilidad en R™ de la dltima funcién (basta usar el criterio
de comparacién) y el teorema de la convergencia dominada nos asegura que la
sucesion de integrales del enunciado converge a cero.

Es inmediato comprobar que en este caso la sucesion de funciones

1
(1+3)

converge puntualmente a la funcién x — e~ *. Para n > 2 se tiene que

Ju(x) =

AOI<—  vreol,  1AE| < ——s VeI

Ve (1+§)2 R

Las funciones que se han usado para mayorar son integrables, por tanto, aplicando
el teorema de la convergencia dominada se obtiene que la sucesion de integrales

~+oo
converge a / e " dx=1 (Ejemplo13.10).
0
Para cada natural n, consideremos la funcién integrable dada por

X\

Ju(x) = (1 - ;) X o

Aplicando la desigualdad de las medias para los nimeros

X
a1:...:an:1—r—l, any1 =1,

queda

1

(1-%)" Tommxdl
n n+1 n+1
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de donde se deduce inmediatamente la desigualdad
(1_{>n§<1_ X )H-H.
n n+1

[fal)| < e e 2R,

donde se ha usado lo probado en el problema anterior. Por dltimo, el teorema de
la convergencia monétona o de la convergencia dominada nos da la igualdad.

Se tiene entonces

vii) Para x > O se tiene

X X 1 X =
= — = — —1 n —nx:
1+e* eX¥14e* exn;)( )e

_ Z (_1)nxe—(n+l)x _ Z (_1)n+1xe—nx'
n=0 n=1

Aplicaremos el teorema de la convergencia absoluta a la sucesion de funciones
integrables
fulx) = (=1)"xe™™  VxeRj, VneN.

Integrando por partes, calculamos

oo oo 1
/ \fn|:/ xe Mdx=—.
0 0 n

. 1 .
Por tanto, al ser la serie Z — convergente, se puede aplicar el teorema de la
n>1
convergencia absoluta, obteniéndose asi el enunciado del apartado vii).
viii) Primero desarrollamos en serie de la misma forma que en el apartado anterior,
obteniéndose

—ax o) o5}

e W Z (_1)nefbnx _ Z (_1)nef(a+bn)x.

—bx
l+e n=0 n=0

En este caso, al integrar término a término se obtiene la serie armdnica y, por tan-
to, no podemos usar el teorema de la convergencia absoluta como en el apartado
anterior. En cambio, si podremos usar el teorema de la convergencia dominada
para la sucesion de funciones

n n k
Sulx) = Z (—1)ke(atbh)x — Z e’“x(—e*bx> , VxeR{,VneN.
k=0 k=0
Calculando las sumas parciales de la serie anterior, tenemos
|<_ 1)n+167(a+bn)xefbx _ efax|

|fn(x)| = l+e b <

DX
<

~ m §267ax€$1(R+) .
e
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Por dltimo, tenemos que paraa =1,b =2

+o0 efx X=-400 T
/ 5. dx = —arctan(e_x)} =—,
0o Il+e = x=0 4

Paraa =1,b =1, obtenemos

X=-fo0

ey log(1+e* log?2
/0 = x=—log(l+e )Lzo =log2.

De nuevo podemos aplicar el teorema de la convergencia absoluta. En este caso,
desarrollamos en serie de la siguiente forma:

—ax

xe _ _
. — = xe Z nbx __ Z xe~ (a+bn)x
—€ n=0

Tomamos la sucesion de funciones
fo(x) =xe” @Y gy e RY Wn e N.
Aplicando el método de integracidn por partes, obtenemos que

+oo +o0 1
/ | fnl = / xe (@b gy — [tomando u=uxv = e_(“+”b)x] =
0 0

(a+nb)?

~+o0
y teniendo en cuenta que la serie Z / | fu| es convergente, el teorema de la
n>1
convergencia absoluta nos da el resultado que se enuncid.

Se tiene que

tog(1) =atog(1) £ v = ¥ o rion(t) 0<a<

Ahora aplicaremos de nuevo el teorema de la convergencia absoluta para la suce-
sion de funciones integrables

e )—xnﬂ’mg(l) vx €0, 1], ¥n € NU{0},

lo que es posible, al ser

1 1 1
| 1= [ arriog () dx=
0 0 X

[int. partes u = —logx,V' = xﬂﬂ?] —

DAL

es convergente. Obtenemos entonces que

1 ) )
[i5eel) =Y omrm - Lo

n=0 n=1

1
(n+p+1)*
tenemos que la serie
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13.5

i) Sea f: RT x R™ :— R la funci6n definida por

e X e IX

fltx) = ———

X

—X e—tx

Seat € R*. La funcién de R" en R dada por x — € 7¢ e integrable. En

X
efecto, es localmente integrable por ser continua, y tiene limite en O igual a¢ — 1,
y en +oo se compara con x 2. Asf estd definida la funcién

4o ,—X __ ,—IX
F(t) :/ £ % dx, VieR'
0 X

Derivando respecto a la variable ¢, se tiene que

d
a—{(t,x) =e ™, VteR".
Sea 0 < tp. Tomemos & € R tal que 0 < & < 1. Parat €|, +oo[ es
of

Se—OCX egl(R'i‘)’

i

el teorema de derivacion (Teoremal3.21) para I X Q =]o,+oo[xRT y el cardcter
local de la derivabilidad nos aseguran que la funcion F es derivable (en particular
continua) con

—+oo
F'(t) :/ e ™dx, Vt e RT,
0

es decir .
F'(t)= Pl F(t)=In(t)+C.

Evaluando la funcién F en el punto 1, obtenemos que C = 0. Asi

F(t)=In(t), Vt € RT .

ii) Sea f:]—1,1[x]0,w[:— R la funcién definida por
f(t,x) =1In(1+1 cosx).

Seat €] —1,1[. La funcién de |0, [ en R dada por x — In(1 47 cosx) es inte-
grable (continua y tiene limite en los extremos del intervalo de integracién). Asi
estd definida la funcién

/(4
F(t):/ In(1+7 cosx) dx, Vi €] — 1,1].
0

Derivando respecto a la variable ¢, se tiene que

af CoSXx

—_ = — —1.1/.
ot (t%) 1+1 cosx’w €l-1.1]
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Seaty €] —1,1[. Tomemos o € R tal que |fo| < a < 1. Parat €] — a,+ales

af B
’W’x)‘ —]

cosx |cos x|

1+1 cosx

e '(0,x),

~ 1—|t||cosx| T 1—a|cosx]|

el teorema de derivacién (Teorema 13.21) para [ x Q =] — a,+a[x]0,7[ y el
caricter local de la derivabilidad nos aseguran que la funcion F es derivable (en
particular continua) con

T COSX
F’t:/ ——————dx, Vte]—1,1].
() o 141t cosx o ] [

13.6 Sea f: R xR — R la funcién definida por

f(t,x) = cos(tx) e#.

2.
Sea t € R. La funcién de R en R dada por x — cos(tx) e 2 es integrable. En efecto

2
1f(t,x)] <e2 € L (R) (véase el Ejemplo 13.19, de hecho en el Ejercicio 14.7 se
calcula dicha integral). Asi estd definida la funcién

oo 2
Flt) = / cos(ix) e dx, Vi €R.

—o00

Derivando respecto a la variable ¢, se tiene que

2
(;—J:(I,X) = —xsen(tx) e 2 , Vr € R.

Parar € Res

2
’g—]:(t,x) <|xle? € ZY(R).

En efecto, dicha funcién es medible positiva y por simetria se tiene

+o0 _2 +o0 _2 2 X—=-o0
/ |x|e 2" dx:2/ xeZ dx=2 |:—€2:| =2(-0+1)=2,
- 0 x=0

luego es integrable (por tener integral finita). El teorema de derivacion (Teorema 13.21)
nos asegura que la funcién F es derivable (en particular continua) con
+oo 2 oo 2
F(1) = / —x sen(tx) e 3 dx=0— / t cos(ix) e 3 dx= —tF(7)
donde se ha utilizado el método de integracion por partes. Asi la funcién de R en R
definida por

2
t
t— F(t) ez
tiene derivada nula. En consecuencia, en virtud del teorema del valor medio, existe
C € R, tal que

2
F(t)=Ce2,Vt€R,
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y basta evaluar la constante en cero

Esta constante se calcula en el Ejercicio 14.7, concretamente C = v/27.
Hemos probado que
_ 2
F(t)=V2r e T, VteR.

13.7 1. Para probar que la funcién f es absolutamente continua basta tener en cuenta que
L |
f(X):/O 2_\/;’ Vx € [071] )
y el resultado se sigue de la Proposicion 13.24 .

2. La funcién g no es absolutamente continua, en efecto sea 6 > 0. Tomemos ny € N

tal que i < & . Consideremos los subintervalos disjuntos del intervalo [0, 1]

no
I = labi) = || k=ng . mo+ 1 ;
k_akvk_ 4k+174k 9 —l’l(),l’l() 7"'1”0 n.
Es claro que
no+n
Z K(Ik) <9,
k=n
mientras que
nﬁn no+n 1 1n§n 1
lgbi) —gla)l = ) =7 >7 L 77>
K=o K=o 4k+1 4 K=o k+1

si n es suficientemente grande pues la serie

1

Lo

an()

es divergente.

13.8 Sea .
M :=sup {/ | f(x)|dx a<s<t<[3} € [0,00].

Si f es integrable, entonces

! B
[ @< [ 17wl dr (@<s<r<p)
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13.9

13. Integrales simples.

y en consecuencia M € R.

Reciprocamente supongamos M € R, consideremos {s,} y {#,} sucesiones en |c, |
con

sp <ty paracadanaturaln y {s,} \, &, {t.} /B .

Para cada natural n definimos la funcién f, = |f| x|, ,]- Como {f,} /" |f|y la suce-
sion { [ f,} esta acotada, la version préctica del teorema de la convergencia monétona
(Corolario 12.2) nos asegura que | f| € 2! (]a, B[), y en consecuencia, al ser f medible,
también f € .Z!(Ja, B[). Finalmente sean {s,},{t,} como en el enunciado, considere-
mos para cada natural n la funcion g, = fXJ,, s[> €s claro que la sucesion {gn} — f, asi,
en virtud del teorema de la convergencia dominada (Teorema 12.5), concluimos que

/aﬁf(x)dx:lim/stnfx dx

Obsérvese que la formula anterior es valida aunque las sucesiones no sean monotonas,
esto es, basta que

sp <ty paracadanaturaln y {s,} — o, {t,} = B .

Aplicaremos el Teorema de derivacion. Para ello, empezamos por comprobar que la

funcién x — Slfii_le es integrable en R™ para cada ¢ > 0 fijo. Basta usar que la funcién

anterior es medible por ser continua, el criterio de comparacion, la desigualdad

sentx 1
| 2 | < 5, Vx>0
I+x l+x
y la regla de Barrow para la funcién positiva x — Tlxz cuya primitiva (arctan) tiene

limites en 0 y en +-oo.

Ahora podemos aplicar el Teorema del cambio de variable. Para cada r > 0 fijo, hace-
mos el cambio y = tx, con lo que obtenemos

T seny 1 Foo tseny
Flr) = / 21 = / 2+y?
0 1+ = y?

Ahora aplicaremos el Teorema de derivacion para la funcién

fsenx
f(t,x) = ] (t,x>0).

a) El Teorema del cambio de variable (por el argumento anterior) nos asegura que para
cada t > 0 fijo la funcién, x — f(z,x) es integrable en R™.

b) Es claro que para cada x > 0 fijo, la funcién ¢ — f(z,x) es derivable en R™ con
derivada
senx(t> +x%) — tsenx(2t)

(12 +x2)2

af B
E(tax)_
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¢) Para comprobar la dltima hipétesis del Teorema de derivacion, basta acotar, para
cada0<a<Byte]|a,pP], como sigue

L
| senx| 212
242 (a2 =
| senx| 232

o2+2 " (a24x2)2
La primera funcién de la desigualdad anterior es integrable. Por ser continua en [0, 1],

es integrable en [0,1] y, por ser comparable en +co con T52» que es integrable. La

segunda funcién obviamente es localmente integrable y comparable en +oco con x%, que
es integrable en [1, 4-oo].

13.10 Veamos que la funcién ¢ tiene derivadas parciales continuidad y, por tanto, es una
funcién de clase €' .

Derivabilidad respecto de u. Fijamos u € I. La funcién

14
u— / fv,x du
a
es derivable por el teorema fundamental del calculo (para funciones continuas) con
derivada f(u,v), Vv e J.

Derivabilidad respecto de u. Fijamos v € I. El teorema de derivacién para funciones
definidas por integrales a la funcién

u+— /av f(u,x) dx

(se cumplen las condiciones del enunciado) y nos sale derivable con deriva
14
u»—>/ If (u.x) dx ,
a du

funcién que es continua por el teorema de continuidad para funciones definidas por
integrales.

Hemos probado que la funcién ¢ es de clase ! . Observemos ahora que

F(t)=9)t,g(t)), Vtel.

Por la regla de la cadana F es derivable y su derivada es

09(1.5(1)) |, 29(t.8(1))

F'(r) = P 5, &),

esto es

g(t) X
F= [0 e 0,000 810






Tema 14

Técnicas de integracion en varias
variables.

El objetivo de este tema es el estudio de la integral de Lebesgue en RY, esto es, la integral
asociada al espacio de medida (R",.#,A). Tras el asentamiento en las lecciones precedentes
de los pilares bésicos que sostienen la teoria de la integracion, podemos ahora abordar la
cuestion fundamental para nosotros: proporcionar métodos que permitan reconocer cuando
una funcién f : E — R, donde E es un subconjunto medible de RY, es integrable y, en caso
afirmativo, calcular su integral. Es usual notar .’ (E) al conjunto de las funciones integrables
enkE.

Es importante tener presente que el problema de integracion planteado contiene dos cues-
tiones distintas: una es la integrabilidad de la funcién (hasta ahora sabemos que son inte-
grables las funciones nulas c.p.d., las combinaciones lineales de funciones caracteristicas de
conjuntos de medida finita y las funciones continuas de soporte compacto) y otra es calcu-
lar, supuesto que la funcién sea integrable, el valor de su integral. En este sentido debemos
advertir que presentamos tres tipos de técnicas de integracion:

- Métodos que proporcionan la integrabilidad de f aunque no el valor de la integral.
- Métodos que proporcionan la integrabilidad de f y el valor de su integral.

- Métodos que proporcionan el valor de la integral, supuesto que la funcion sea inte-
grable.

El lector tendra cuidado en lo sucesivo de advertir con precision la informacion que cada
resultado proporciona al respecto.

Para calcular integrales multiples no se dispone de ningin procedimiento elemental com-
parable a la regla de Barrow (Teorema 13.5), pero se dispone de un resultado fundamental que
relaciona la integral en RV con integraciones sucesivas en espacios de menor dimensién, lo
que en dltima instancia permite evaluar integrales multiples realizando integraciones iteradas
en cada una de las variables. Este resultado es el Teorema de Fubini.
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14.1. Teorema de Fubini.

Teorema 14.1 (Fubini). Sean p y q naturales y f : R’ x R? — R una funcion integrable.
Entonces se verifican las siguientes propiedades:

i) Para casitodo y € R, la funcion definida en R? por

x — f(x,y)

es integrable en R? y la funcion definida casi por doquier en R? por

y %/Rpf(x,y) dx

es integrable en RY.
ii) Para casi todo x € RP la funcion definida en RY por
y — f(xy)

es integrable en R4 y la funcion definida casi por doquier en RP por

X |—>/ (x,y) dy
R4

es integrable en R?.

/Rpquf(x,y) d(x,y):/Rq {/Rpf(x,y) dx} dy=/Rp {/qu(x,y) dy} dx.

Demostracion. Designemos por .Z el conjunto de todas las funciones f : RPtY — R inte-
grables que satisfacen i), ii) y iii). La demostracién consiste en probar que .7 = .Z! (RPT9),
lo que haremos en varias etapas. Puesto que los papeles de p y g son intercambiables, es
suficiente comprobar i) y la primera igualdad de iii).

iii)

a) . es un espacio vectorial: La demostracion es consecuencia inmediata de que la unién
de dos conjuntos de medida cero es de medida cero y de las propiedades de la integral de
Lebesgue.

b) .Z es estable por paso al limite de sucesiones monétonas: Si {f,} es una sucesién
monotona de funciones de .% que converge puntualmente hacia una funcion integrable f,
entonces f € 7.

En efecto, podemos suponer que { f;, } es creciente (en otro caso considerariamos {— f;, }).
En primer lugar, como para todo (x,y) € R” x R? se verifica que

Jay) < f(x,y),
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la monotonia de la integral nos asegura que

[ hndwn) <[ fey)dxy),  ¥neN (1
RP xRY

RP xR4

y se deduce de la version practica del teorema de la convergencia mondétona (Corolario 12.2)
para funciones de .Z! (RP*9)), que

/RWMW dxy) — / flxy) d(xy). )

RP xR4

Utilizando que la unién numerable de conjuntos de medida cero es de medida cero, se deduce
la existencia de Z C R? de medida (g-dimensional) cero tal que para todo y € RY\Z y para
todo n € N, la aplicacion

X = fn(xvy)

es integrable en R? y la funcién definida casi por doquier en RY por

F0) = [ ey da

es integrable en R, siendo ademads

/Ran()’) dy:/Rq {/Rpfn(x,y) dx] dy:/Rpquf"(x’y) d(x,y).

La sucesion {F,} es claramente creciente (podemos definir F,(y) = 0, Vy € Z). La de-
sigualdad (1) nos permite, en consecuencia, aplicar el Corolario 12.2 para funciones de
Z1(R?)), para deducir que para casi todo y € RY, la sucesién {F,(y)} es convergente, luego
acotada. Ahora, como para cada y € R? es

{fulx,y)} < Flxy),

de nuevo el Corolario 12.2 para funciones de .Z’! (R?)), nos asegura que para casi todo y € RY
la funcién

x — f(x,y)

es integrable en R” y que
/ Ja(x,y)dx — / f(x,y) dx.
RP RP

Puesto que por hipdtesis

/Rq Uqun(X,y) dx} dy:/Rpqufn(X,y) d(x,y), VneN (3)

de nuevo la desigualdad (1)nos permite aplicar el Corolario 12.2 para funciones de .Z’! (R)),
para afirmar que la funcién definida casi por doquier en RY por

y H/Rpf(x,y) dx
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es integrable en R? y ademads

/Rq [/Rpfn(x,y) dx} dy —>/Rq [/Rpf(x,y) dx} dy.

Por dltimo, teniendo ahora en cuenta (2) y (3), concluimos que

/Rpqu fxy) d(x,y) = /Rq {/Rp f(x,y) dx} dy.

¢) Si E C RPT4 =RP x R? es medible con A (E) < oo, entonces g € 7.
La demostracion de este apartado la dividiremos en varios subapartados:

c.1) Si 7 es un intervalo acotado de R” y J es un intervalo acotado de R?, entonces X;«; €
Z.
En efecto,
%]XJ(X,)/):X[(X)X]())), V()C,y) ERPXRL]

y, consecuentemente, fijado y € R? la funcién definida en R? por
X = XixJ(x,y)
es la funcion

xr si oyelJ
0 si yéJ

que es integrable con integral

[t a={ 705 2ET w0,

lo que prueba 1).
Probemos la primera igualdad de iii)

L tra(e) dxy) = 21 x0) = v(Dw(0) =
RPxRY

:/qu(l)xf(y) dy:/Rq U}Rpﬂax](x,y) dX} dy.

¢.2) Si G C RP™4 es un conjunto abierto con A (G) < o, entonces Xg € Z.
Pongamos G = U, I, para conveniente sucesion {/,} de intervalos acotados de RP*4
disjuntos dos a dos (Proposicién 10.8). Entonces

(o)

XG = Z X,

n=1
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Definamos ;
fo=Y x, VneN.
k=1

Por los apartados a) y c.1), f, € .%, Vn € N. Por b), concluimos que g € 7.

¢.3) Si A C RP™ es un conjunto G5 con A(A) < oo, entonces Y4 € Z.
En efecto, sea {G,} una sucesion decreciente de conjuntos abiertos de R”*4 tal que

A(Gy) <o, YneN y A=[)G,.

n=1

Entonces { x . 1 \, xa. El apartado b) nos permite asegurar que y4 € .%.
Gn }

c.4) Si Z C RP"4 es un conjunto de medida cero, entonces ¥z € .%.
En efecto, existe una sucesion {G,} de conjuntos abiertos de R”*4 tal que

ZCGuy1 CGy,VneN y {A(Gy)} \,0.
Sea A= (1,_; G,. Este conjunto satisface
ZCA, AM(A)=0y x4 €. (subapartado anterior).

Se tiene, por tanto, que

0=Aw) = [ b den) = [ | [ it o

y en consecuencia, en virtud de la Proposicién 11.13 iv),

/ Xa(x,y) dx=0, (c.p.d.y€RY)
RP
y, fijado uno de estos y, también

xa(x,y) =0,(c.t. x € RP).

Al ser
0 S XZ(xuy) S %A(x7y)7

concluimos que para casi todo y € RY, la aplicacion x — xz(x,y) es cero c.p.d., y por lo tanto
integrable. De nuevo la Proposicion 11.13 iv) nos asegura que para casi todo y € R? es

/ XZ(XLV) d)CZO,
RP

y, por tanto, la aplicacion definida casi por doquier en R por

y—>/ Xz(x,y) dx
RP
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es nula c.p.d. y por tanto, integrable. Hemos probado 1) para 7. Otra vez la Proposicién 11.13

iv) nos dice que
/ U Xz(x,y) dx} dy =0
Ra | JRP

0=A(Z) = /Rpxw Xz(x,y) d(x,y)

la primera igualdad de iii) queda probada.

y como

Estamos ya en condiciones de verificar el apartado ¢). Sea E C R4 un conjunto medible
con medida finita. El Teorema 10.16 nos asegura la existencia de un conjunto Gg, A, y un
conjunto de medida cero Z tales que

A=EUZ y ENZ=0.

Se tiene que
XE=XA—Xz-
Como A(A) < oo, en virtud de los apartados c.3), c.4) y a), concluimos que yg € .%.

d) Si f: RPT4 — R es una funcién integrable, entonces f € .Z.

En efecto, en virtud del apartado a), bastara probar que f y f~ estdn en .%. Veamos
que fT € Z (la comprobacién de que f~ € .Z es idéntica). El Teorema de aproximacién
de Lebesgue 11.8 nos asegura que existe una sucesion creciente {s,} de funciones simples
positivas que converge a f. Es claro que las funciones s, son integrables y, en virtud de los
apartados a) y c), cada s, € .%. Por tltimo, el apartado b) nos permite concluir que f* € ..

Nota 14.2. i) y ii) se resumen diciendo que la funcién f tiene integrales iteradas y iii) que
ambas son iguales e iguales a la integral de la funcién f.

Corolario 14.3. Supongamos que E C RP™4 es medible, entonces:
i) Para cada casi todo x € RP, el conjunto
E(x):={yeR?:(x,y) €E}
es medible.
ii) Para cada casi todo y € RY, el conjunto
E(y):={xeR’: (x,y) €E}
es medible.

Demostracion. Si A(E) < oo, basta aplicar el Teorema de Fubini a yg. En otro caso, la
propiedad es cierta para cada conjunto E,, = E N Bw(0,n), y basta pensar que

E=|]JE.

n=1
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Férmula 14.4 (del teorema de Fubini en conjuntos medibles).

a) En el plano. Si E C R? es un conjunto medible y f € £(E), entonces

/fxy (x,¥) /U f(x,y) dy}dX—/O:z{E(y)f(x,y)dX}dy,

siendo
oy =infEy, By =supE;, ap, =infE;, P =supkE,

donde
Ei=m(E), y Ex=m(E)

(11, son las proyecciones sobre los ejes coordenados) y para cada x €|ay, By [ (resp.
y €laa, Ba]) es

E(x)={yeR:(x,y) €E} (resp. E(y)={x€R: (x,y) €E}).

En particular, cuando E =1 x J, siendo 1,J intervalos de R, entonces

/fxy (x,) /foy dy] dx_/foy dx] dy.

Demostracion. Teniendo en cuenta el teorema de Fubini y el hecho de que

XE(X,Y) = Xjay pi[(X)XE) (9), ct x €R,Vy e R

se tiene que:

[ Aty = [ eyt d.y) /{/fxymxy)dy]d

- /R { /R TY) Ko [ () XE () (V) dy} dx = /R { /R Fe) 220 () dy} Xjoy py[(X) dx =

ahm[/ Fx,) dy} a’x—/ofl UE(x)f(x,w dy] dx.

Finalmente, un intercambio de papeles, da la otra igualdad. .

Ejemplo: Area del circulo.
Sea E = {(x,y) € R* : x> +y?> <1} (r > 0). Calcularemos A(E). Se tiene

r Vr2—x? r
_ _ _ 2 42 _
A(E)—/Ed(xay)—/r[/\/Wdy] dx_/rZ r2—x?dx =

I +cos2t >
_] —7

T
2

C.V. x= rsent} =2r / _cos 2t dt [utlhzar que cos’t = >
2
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b) En el espacio R>. Sea E C R® un conjunto medible y f € £1(E). La integral de la
funcion f se puede calcular mediante una integracion simple y una integracion doble
o mediante tres integraciones simples (;Cudntas posibilidades hay? P; + 2V32 = 18).
Por ejemplo, podemos calcular la integral de f como sigue:

/Ef(x,y,Z) d(x,y,Z)z/f3 UE(Z)f(x,y,Z) d(x,y)| dz,

siendo
O3 = infE3, ﬁ3 = supE3

donde E3 = m3(E), y para cada 7 €| a3, B3] es

E(z) ={(x,y) € R?: (x,y,2) €E}.

Ejemplo: Volumen de la esfera.
Sea E = {(x,y,z) € R?: x2 +-y> + 72 < r?} (r > 0). Calculamos A (E). Se tiene

l(E)Z/E d(x,%Z):/rr [/E(Z) d(x,y)} dz =

r
B d(x,y)|dz =
—r {/{(Ly)eR%xZ_,_yerz_zz} ( y):| Ve
31 3=r
r 4

donde se han usado los cdlculos del ejemplo anterior.

Obsérvese que el Teorema de Fubini da una condicidén necesaria para que una funcion
f:RPTY =RP x R — R sea integrable; a saber: ambas integrales iteradas deben existir y
ser iguales. Tal condicién no es, sin embargo, suficiente.

Ejemplos 14.5.

a) La funcién f:]0,1[x]0, 1[— R definida por
B2y
(2 +y2)2
admite las dos integrales iteradas pero no son iguales y en consecuencia f no es inte-
grable. En efecto, como

flxy) =

i —X B x%—y?
ax x2 _|_y2 - (.X2 +y2)2

se tiene, utilizando la regla de Barrow que

Lx?—y? —x <! -1
/ 2 yz 5 dx= — 2} = 2>
0o (¥*+y?) Ay g 14y
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y, por tanto

1 1 J J 1 —1 y=1 -7
X, X = = —arctan = —.
[ x| av= [ =3

Andlogamente se prueba que

/01 M)lf(x,y) dy] dx:%.

b) La funcion f : R x R — IR definida por
Xy

f(%)’):m,

admite las dos integrales iteradas y son iguales, pero, sin embargo, no es integrable. En

efecto, si lo fuese
foo [ oo
/ [/ f(xy)dX] dy =
/+°° [/ sy dr+ | " bey) dx] dy =

oo o oo
—/ U fe,y)+ f(x,y)) d ]dy: _0dy=0,
donde se ha utilizado que f(—x,y) = —f(x,y), V(x,y) € R.

Andlogamente se prueba que

/ " { " ) dy] dx=0.

—o00

Veamos que no es integrable. Si fuese f integrable también lo seria | f| con lo que, en
virtud del Teorema de Fubini, se tendria que

[Lreolaen = [ [ Tirela] ax

oo oo
/ !f(x,y)\dxz/_m o i

o X2 +y?)
oo 2x -1 1™ 1
|y|/ 2 2 |y| 2 =1
o (x +y) X2 +y? 1yl

y, €n consecuencia,
~+oo +o0
/_ U_ £ (x, )] dx} dy = +oo

pues la funcion de R™ en R definida por y — % no es integrable (véase el Ejemplo

13.9).

pero

Obsérvese que se ha usado el hecho de que la existencia de las integrales iteradas de | f| es
una condicién necesaria para la integrabilidad de f. El siguiente resultado afirma que dicha
condicidén es también suficiente para que una funcién medible sea integrable.
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14.2. Teorema de Tonelli.

Teorema 14.6 (Tonelli). Sean p y g naturales cualesquiera y sea f : RPT4 =RP x R — R
una funcion medible y supongamos que es finita alguna de las siguientes integrales iteradas:

L [ L. !f(x,y)ldy] ar. [ l L f(x,y)|dx] dy.

Entonces f es integrable.

Demostracion. Para cada n € N, la funcién f;, : R?T9 — R definida por

Jn= (|f‘ /\n)XB(OJz)

es integrable (puesto que estd dominada por np( ,))- El Teorema de Fubini nos dice ahora
que

L ey i) = [ U]Rpfn(x,y) a’x} av= [ {/qun(x,y) dy] s,

y, en consecuencia, las integrales iteradas de f, estin mayoradas por la integral iteradas de
| | que hemos supuesto finita. Asi la sucesién

{/#}

estd mayorada. Puesto que la sucesion {f,,} es creciente y converge puntualmente a |f/|, la
version practica del teorema de la convergencia mondétona ( Corolario 12.2) nos asegura que
la funcién |f] es integrable y en consecuencia f también lo es. ]

Combinando los teoremas de Fubini y Tonelli, codificamos el siguiente importante crite-
rio de integrabilidad.

Corolario 14.7 (Criterio de integrabilidad). Sean p y g naturales. Una funcion medible
f:RPTY — R es integrable si, y sélo si, alguna de las siguientes integrales iteradas es

Jimita: /Rp VRq ]f(x,y)‘dy} dx, /Rq VRP \f(x,y)ldx} dy.

En tal caso ambas coinciden, existen las integrales iteradas de f y son iguales a la integral

de f.

Para f : RV — [0, +oo[ medible, el conjunto ordenado de f es por definicién
Pr:={(x,y) € RV 0<y< flx)}.
No es dificil comprobar que la funcién ¢ : RV *! — R dada por

(P(x,y) :f<x) -y
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es medible. En efecto, & = fom — @, y todo se reduce a probar que f o m; es medible. Si
G C R es abierto, entonces

(fom) Y (G)=f1(G)xR
que es medible (véase Ejercicio 10.14). Finalmente, el conjunto
Py = {(x,y) eRN*TL.0 < (])(x,y)} N (RN X R+)
es medible.

A continuacién haciendo uso del corolario anterior daremos una muy importante inter-
pretacion de la integral de una funcién en términos de la medida de Lebesgue.

Proposicion 14.8 (Medida del conjunto ordenado). Sea f : RN — [0, +oo[ una funcion
medible. Entonces f es integrable si, y solo si, el conjunto ordenado de f tiene medida finita,
en cuyo caso

/szf(x) dx=M(Py).

Demostracion. Como la funcion xp, : RNF1 [0, 4-o0[ es medible podemos aplicarle el coro-
lario anterior para deducir que xp, es integrable (es decir A (Pf) < 400) si, y s6lo si, la integral

iterada
/R N { /R xp;(x,y) dy} dx

xp(%,y) = 2a() X0, £(x)[ (V)

es finita. Puesto que

donde
A={xeR": f(x) >0},

se tiene para cada x € RV que
[ 2, 3) dy = 240 ) = £(3).

Concluimos en consecuencia que la finitud de la integral iterada de xp, antes considerada
equivale a la integrabilidad de f y que en tal caso se tiene:

A (Pr) :/RNHXP,«(XJ) d(x,y) z/RNf(x) dx.

Ejemplo: area del circulo.
Sea E = {(x,y) € R? : x> +y*> < 1}. Se trata de calcular A (E). Por la invarianza de A por
isometrias es A (E) =24 (Ps), siendo f :] — 1, 1[— R la funcién definida por
f)=v1-x2Vxe]—-1,1].
Asi X
/I(E):2/ 1—x?dx=rm.
-1



532 14. Técnicas de integracion en varias variables.

14.3. Teorema del cambio de variable.

Teorema 14.9 (cambio de variable para funciones medibles positivas).
Sean Q y G abiertos de RN, ¢ un difeomorfismo de clase €' de Q sobre G y
f G — [0,+c0| una funcion medible. Entonces

/ dx—/f )) | det Jo(r) | dt, VE C Q medible.

Demostracién. La Proposicién 10.22 nos asegura que ¢ y ¢ ! aplican conjuntos medibles
en conjuntos medibles, esto es,

E C Q es medible < ¢(E) es medible.

Observemos ahora que la integral del segundo miembro de la férmula del enunciado tiene
sentido por ser (fo¢) | detJy | medible positiva. En efecto, | det J, | es medible por ser
continua. Veamos que f o ¢ es medible. Si U es un abierto de [0, 4-oo[, entonces

(fed) ' (U)=90""(f'(U))

que es medible por el comentario anterior. Si la igualdad es cierta, en particular lo serd para
f =1, esdecir

/ dx :/ | det Jy(t) | dt, VE C Q medible,
¢(E) E
equivalentemente
L(O(E)) :/ | det Jg(r) | dt, VE C Q medible ,
E

lo que es cierto si ¢ es lineal (ver Proposicionl0.18) y en otro caso se aproxima por una
aplicacion lineal.
Probaremos la anterior igualdad en dos etapas:

a) Fijadosa € Q y p > 1 existe § > 0 tal que B(a,d) C Q y se verifica que

pl/ \det]¢(t)]dt§/1(¢)(E))§/\deth,(t)]dt, VE C B(a,8) medible.
E E

En efecto, si notamos 7 = D¢ (a), obsérvese que existe € €]0, 1] tal que

Le| )" (el "
l1+¢€ 1—¢

p‘lé( <p.

Fijemos un tal € y denotemos
a=1—e|T7| y Bi=1+e|T|.
Asi la anterior cadena de desigualdades puede escribirse:
BN

e 2 < —X
p “L+ 1—¢e— p-
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Ahora, tomemos § > 0 tal que B(a,8) C Qy

HD¢(X):1{!J|<(8 (1)
lx=all <& = 1—£<d:tjz(g<1+s (2) -

del teorema del valor medio (Teorema 4.5) y de (1) se deduce que

16(x) = 00)l| < BIIT(H) =T O]
%y € Bla,0) = { |70~ T < 90— o)

En efecto, si x = y no hay nada que probar. En otro caso
[0(x) =W <[lo(x) =¢(y) =T (x=y)+T(x—y)| =
1(0(x) =T(x)) = (¢(y) =TONI+T(x=y)ll <
[lx =yl sup{[|Do(z) = Tl : z €}, [} + [T (x = y)| <
elx=y+ITC—=y)l =TT =) ||+ T x =) <
eT M NT =N+ T =) =BITx) —T),
y asi mismo
IT(x)=TW) <[lox) =) =T Ex=y)[+[¢o(x) - =

)—
1(0(x) =T (x)) = (V) =T +lo(x) — eIl <
[lx = yllsup{[[D¢(z) = T : z €]x,y[} + | (x) = ¢ ()| <
elx—y[+119x) = o)l = el TN T x =) +¢(x) = o) <
T IT =)+l o) — oM,
luego
o|T(x) =T < l[o(x) —oI-

Las desigualdades anteriores se escriben también

. " [(9oT" )(T(x))—(¢oT*1)(T(y))HéﬁHT(x)—T(y)II
Y €B(a,0) = {H( (0(x) = (Too ) (0] < Lllo(x)— o).

Equivalentemente

u,v € T(B(a,d)) = H ((boT_l) (u) — (q)oT_l) (V)H < Bllu—v||
uv e 9(B(a,8)) = || (Tod ™) () — (Tod™") (v)]| < é”u—v“.

Al verificar ¢ oT~! y T o ¢! las desigualdades anteriores en los abiertos 7'(B(a,§))
y ¢(B(a,d)) respectivamente, las Proposiciones 10.20 y 10.22, nos aseguran ahora que si
E C B(a,0) es medible, entonces

AOE) =4 ((9oT™)(T(E))) < BYA(T(E)) = B"|det J (a) A (E)
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| det Jy(a) | A(E) = A(T(E)) = A ((To9~") (9(E))) < a™VA((E)).

Hemos probado que si E C B(a, §) es medible, entonces se verifica que
o | detJy(a) | A(E) < A(9(E)) < B" | detJy(a) | A(E). (+)
Por otra parte (2) se escribe también
(1—¢)|detJy(a) |<|detJy(t) |< (1+4¢€) |detJy(a)|, Vt € B(a,d),

y en consecuencia para cada E C B(a, d) medible se verifica también

/E(1—e)|deu¢(a)y dtg/E\detJ¢(t)] dtg/E(1+g)ydetJ¢(a)\ d

o equivalentemente

(1—¢)|detJy(a) | A(E) < / |det Jy(t) | dt < (1+¢)|detJy(a)| A(E) . ()
E
La conjuncién de (*) y (**) prueba el apartado a).

b) Para todo conjunto medible E incluido en Q se verifica:

MOE) = [ |detdo(r) | di.

Fijemos p > 1. Comprobemos que €2 se puede expresar como unién numerable de bolas
abiertas, en cada una de las cuales se cumplen las desigualdades del apartado a). En efecto,
para cada x € Q existe 6 (x) > 0 tal que se cumplen las condiciones del apartado a). Entonces,
el recubrimiento

U ={B(x,,0(x)): x€Q}

admite, en virtud del Lema 10.21 , un subrecubrimiento numerable.
Sea E C Q medible. Es inmediato que E se puede expresar como una uniéon numerable
de conjuntos medibles disjuntos entre si

E = UEn con E, C B(by,r;), VneN.

n=1

El apartado a) nos garantiza que para cada natural n se tiene

p—‘/E | det Jo (1) | dtgit(q)(En))gp/E | det Jo(7) | dr.

Como la aplicacién
E— [ |detds(o)] dr
E



Acosta, Aparicio y Moreno 535

es una medida sobre la o-dlgebra .# (Q) (Corolario 12.4), la suma de las anteriores desigual-
dades proporciona la siguiente:

p! / | det Jg(r) | di < A(B(E)) < p/ | det Jo(r) | dr.
E E
Por dltimo de la arbitrariedad de p se deduce el apartado b).

¢) Para toda funcion simple positiva s definida en G se verifica que

/ s(x) dx = / s(0(1)) | det Jo(r) | dt, VE C Q medible.
o(E) E

Por linealidad de la integral basta probar que si £ C Q es medible, entonces

/  Jaldx= / 2a(0(1)) | det Jo(¢) | dt, VA C G medible,
O (E E

o lo que es lo mismo

/ dx— / | det J5(1) | dr, VA C G medible
o(E)M Ene-1(4)

es decir

Mo(E)NA) = [

| det Jy(t) | dt, YA C G medible
Eng—1(4)

lo que se deduce facilmente de b) por ser ¢ una aplicacion biyectiva.

d) Para toda funcion medible positiva f definida en G se verifica que

/ F(x) dx— / F(0(1)) | det J (1) | dt, VE C Q medible.
o(E) £

El teorema de aproximacion de Lebesgue (Teorema 11.8 ) nos asegura que existe una suce-
sién creciente {s,} de funciones simples positivas que converge a f y basta aplicar ¢) y el
teorema de convergencia creciente para funciones medibles positivas (Teorema 12.3). .

Teorema 14.10 (cambio de variable). Sean Q y G abiertos de RY, ¢ un difeomorfismo de
clase €' de Q sobre G, E C Q medible y f : ¢(E) — R una funcién medible. Entonces

feLYYE)) e (fod)|detdy|e L (E),

en cuyo caso

/q,(E)f(x) dx:/Ef(¢(t)) | det Jy (1) | dr.
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Demostracion. Por definicion, f es integrable en ¢(E) si [5(g) | f(x) | dx <o, lo que es
equivalente, en virtud del teorema anterior, a que

L1 10@) [ detss()] dr= [ 1(£(0(0) | ldet Jo(0)] dr <o

es decir (fo¢@) | det Jy | es integrable en E.
En el caso de que f sea integrable en ¢ (E) aplicamos nuevamente el teorema anterior

para obtener
_ + _ - _
/q)(E)f(x) dx = /¢( f(x) dx /¢(E)f (x) dx

/f+ )) | det Jo (1) | dr — /f )) | det Jo (1) | dr =
[ r00) [detso(o) ¥ de— [ [7(0(0) | detsola) ||~ i =

/f )) | det Jo(r) | dr.

Corolario 14.11. (Féormula de cambio de variable). En las condiciones del teorema del
cambio de variable (Teorema 14.10), obsérvese que si ademds A (GC) =0, entonces: Para
cualesquiera E C RN medible y f : E — R medible se verifica

feZNE) & (fop)ldetty| € £ (971 (E)).

en cuyo caso se tiene la siguiente formula del cambio de variable
[reyax= [ f(o())det (o) di
E 9~ 1(E)
Demostracion. En efecto, como A(E\G) = 0, es claro que
feLYE)s fe LY ENG)

€n cuyo caso

[r@di= [ s ax
E ENG

El teorema del cambio de variable (Teorema 14.10) nos asegura ahora que
fELYENG) & (fog)|detdy € 2 (97 (ENG)),

€n cuyo caso

/Eme(x) dx = /q,l(mc)f(ﬁb(f)) | det Jy(¢) | dt.

Puesto que ¢ ' (ENG) = ¢ ! (E) se sigue de ambos resultados que
feLUE) & (fog)|detdy |€ £ (97(E)),
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en cuyo caso
/Ef(x) dx = /¢1(E)f<¢(t>) | det Jy () | dt,

lo que prueba la férmula del cambio de variable que es la manera habitual de utilizar el
Teorema 14.10 para calcular integrales. .

Nota 14.12. Para reconocer que ¢ es un difeomorfismo de clase %! de Q sobre ¢ (Q) es usual
utilizar el teorema ‘““global” de la funcidén inversa (Corolario 8.8). En la prictica el conjunto
de integracién ¢(E) es conocido y el problema radica en encontrar un cambio de variable
adecuado y en conocer E, esto es, el conjunto de RV que se aplica mediante el difeomorfismo
¢ en el conjunto de partida. Es usual también, una vez efectuado el cambio de variable,
utilizar el teorema de Fubini (Teorema 14.1) para calcular la integral.

14.4. Coordenadas polares, cilindricas y esféricas.

a) Coordenadas polares en el plano.

Dadas por el difeomorfismo ¢ de clase €, del abierto Q = R* x| — 7, [ sobre el
abierto G = R?\{(x,0) : x < 0}, definido por

9(p,9) = (pcosd,psendy)

con
det Jy(p, %) =p >0,V(p,d) € Q.

La férmula del cambio de variable deviene para E C R? medible y f : E — R medible
en

fe LY E) s pf(pcosd,psend) € £ (971(E)),

€n cuyo caso

[ fey)dey) = [ f(peosd.psen)p d(p, o).
E ¢~ 1(E)

Ejemplo: area del circulo.

Sea E = {(x,y) € R? : x> +y> < r?} con r > 0. Se trata de calcular A(E). Se tiene

wE) = [awn=[  papo)=[|[ pas| ap—nr,
E 10,r[x]—m,7[ 0 -

donde se han utilizado los teoremas de Fubini, del cambio de variable y la regla de
Barrow.
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b)

14. Técnicas de integracion en varias variables.

Coordenadas cilindricas en el espacio.

Dadas por el difeomorfismo ¢ de clase €, del abierto Q = R* x] — 7, 7[ xR sobre el
abierto G = R*\{(x,0,z) : x < 0}, definido por

¢(p,V,z) = (pcosV,psend,z)

con
det Jy(p,®,2) = p > 0,¥(p,8,z) € Q.

La férmula del cambio de variable viene dada ahora para E C R3 medibley f: E — R
medible, por

feZLYE) = pf(pcosd,psend,z) € £ (97 (E)),

€n cuyo caso

[ fer D diy = [ flpeosd.psend.p d(p,0.2)
E ¢~Y(E)

Ejemplo: volumen del cilindro.

Sea E = {(x,y,z) € R?: x> +y> < r?,0 <z < h} con r,h > 0. Se trata de calcular A(E).
Se tiene

AME) = [ o= | pd(p.t.2) =
E 10,r[x]—m,w[x]0,h[

[ 7] ] =

Coordenadas esféricas en el espacio.

Dadas por el difeomorfismo ¢ de clase €™, del abierto Q = Rt x| — 7, 7[x | £, 5[
sobre el abierto G = R\ {(x,0,7) : x < 0}, definido por

o(p,0,¢) = (pcosVcosp,psentdcos,psen)

con
det Jy(p, D, 9) = p>cos@ > 0,¥(p, D, 9) € Q.

La férmula del cambio de variable viene dada ahora para E C R3 medibley f: E — R
medible por

feZLYE) e p?cos@f(pcos®dcosp,psentdcos@,psen@) € L' (¢*1(E)),

€n cuyo caso

/f(x,y,z>d(x,y,z)=/ | )f(pcosﬁcosqo,psenﬁcosw,psen@)pzcowd(p,19,<p)~
E o~ 1(E
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Ejemplo: volumen de la esfera.

Sea E = {(x,y,z) € R?: x> +y> +7% < r?} con r > 0. Se trata de calcular A (E). Se tiene

ME) = [ dlxyz) = picospd(p.,¢) =

/]O,r[x]ﬂ:,ﬂ:[x] =5

r b z r b4 r 4
/ [/ { 2pZCOS(pd(p} dﬁ} dp:/ U 2p2d19] a’pz/ ampdp = =7,
0 |J-n [/ 0 |J/-n 0 3
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14.5. Resumen de resultados del Tema 14.

Teorema de Fubini Sean p y g naturales y f : R? x R? — R una funcion integrable.
Entonces se verifican las siguientes propiedades:

i) Para casi todoy € RY, la funcién definida en R? por
x— f(xy)
es integrable en R? y la funcion definida casi por doquier en R? por
y— / f(xy) dx
RP
es integrable en RY.
ii) Para casi todo x € R? ]a funcién definida en RY por
y— f(xy)
es integrable en R y la funcién definida casi por doquier en R? por

x— / (x,y) dy
R4

es integrable en R”.

[ senawn=[ [ sena] o= [ [ o]

Foérmula del teorema de Fubini en conjuntos medibles

iii)

a) En el plano. Si E C R? es un conjunto medible y f € ' (E) , entonces

fendoey) = [ 1] sy ar= [P peey) i av
E o E(x) o0 E(y)

siendo
o) = il’lel, Bl = SLlpEl7 O = iIlez, Bz = supEz

donde
Ei=m(E), y Ey=m(E)

(71, son las proyecciones sobre los ejes coordenados) y para cada x €]ay, By ] (resp.
y €laa, Ba]) es

E(x)={yeR:(x,y) €E} (resp. E(y)={xe€R: (x,y) €E}).

En particular, cuando E = I X J, siendo 1,J intervalos de R, entonces

[Lro o= [| [ as| ax= [| [rn ] a
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b) En el espacio R3. Sea E C R? un conjunto medible y f € Z'(E). La integral de la
funcion f se puede calcular mediante una integracion simple y una integracion doble o
mediante tres integraciones simples (;Cudntas posibilidades hay?). Por ejemplo, pode-
mos calcular la integral de f como sigue:

/Ef(x,y,Z) d(x,y,Z)Z/Of UE(Z)f(x,y,Z) d(x,y)| dz,

siendo
o3 = inng, [53 = supE3

donde E3 = m3(E), y para cada z €|ag, B3] es

E(z) ={(x,y) € R?: (x,y,2) € E}.

Teorema de Tonelli Sean p y g naturales cualesquiera y sea f : RPT4 =RP x R — R
una funcion medible y supongamos que es finita alguna de las siguientes integrales iteradas:

L [ L |f(x,y)!dy} ar. [ [ L f(x,y)\dx} dy.

Entonces f es integrable.

Criterio de integrabilidad Sean p y g naturales. Una funcién medible f : R?T4 — R
es integrable si, y solo si, alguna de las siguientes integrales iteradas es finita:

/Rp {/Rq !f(x,y)!dy} dx, /Rq URP ]f(x,y)\dx} dy.

En tal caso existen las dos y coinciden. Entonces también existen las integrales iteradas de f
y son iguales a la integral de f.

Medida del conjunto ordenado Sea f : RN — [0, 4-o0[ una funcién medible. Entonces
f es integrable si, y solo si, el conjunto ordenado de f

Pri={(x,y) eRV* 10 <y < f(x)}

tiene medida finita, en cuyo caso

flx)dx=2A(Py).

RN

Teorema de cambio de variable para funciones medibles positivas Sean Q y G abiertos
de RN, ¢ un difeomorfismo de clase €' de Q sobre G y f : G — [0, -+oo[ una funcién medible.
Entonces

/ f(x)dx= / f(9(2)) | det Jy(z) | dt, VE C Q medible.
¢(E) E



542 14. Técnicas de integracion en varias variables.

Teorema de cambio de variable Sean Q y G abiertos de RY, ¢ un difeomorfismo de
clase €' de Q sobre G, E C Q medible y f : ¢(E) — R una funcién medible. Entonces

feZL W(E)) e (fo)|detdy|e L (E),

eén cuyo caso

/q,(E)f(x) dx:/Ef(¢(t))|detJ¢(;)| n

Formula de cambio de variable En las condiciones del teorema del cambio de variable
(Teorema 14.10), obsérvese que si ademads A (GC) =0, entonces: Para cualesquiera E C RN
medible y f : E — R medible se verifica

feLNE) & (fod)ldetly| € £ (9 (E)).

en cuyo caso se tiene la siguiente formula de cambio de variable

/Ef(X) dx = /(PL(E)f(¢(t))|det Jo(t)| dt .

Coordenadas polares en el plano. Dadas por el difeomorfismo ¢ de clase € del abierto
Q = R* x| — 7, [ sobre el abierto G = R?\{(x,0) : x < 0}, definido por

o(p,0) = (pcosd,psend)

con
det Jy(p, ) =p >0,V(p,9) € Q.

La férmula del cambio de variable deviene para E C R*> medible y f : E — R medible en
fe LYE) = pf(pcost,psendy) € £} (q)’l(E)) ,

€n cuyo caso

[y den= [ flpeoss.psendlp dip,o).
E ¢~ (E)

Coordenadas cilindricas en el espacio. Dadas por el difeomorfismo ¢ de clase ¢~ del
abierto Q = R* x| — &, [ xR sobre el abierto G = R3\{(x,0,z) : x < 0}, definido por

o(p,,z) = (pcos,psendd,z)

con
det Jy(p,¥,2) = p > 0,Y(p,¥,2) € Q.

La féormula de cambio de variable viene dada ahora para E C R? medible y f : E — R
medible, por
fe ZYE) e pf(pcost,psend,z) € L1 (q)’l(E)) ,
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€n cuyo caso

/Ef(x,y,Z) d(x,y,z) = /(pl(E)f(P cos®,psend,z)p d(p,V,z)

Coordenadas esféricas en el espacio. Dadas por el difeomorfismo ¢ de clase €~ del
abierto Q =R"x]—m,7[x |5, %[ sobre el abierto G = R*\{(x,0,z) : x < 0}, definido por

o(p,0,¢0)=(pcosdcosp,psentdcos@,psen)

con
det Jy(p, 9, 9) = p>cos ¢ > 0,Y(p,9,0) € Q.

La férmula del cambio de variable viene dada ahora para E C R® medible y f : E — R
medible por

fe LY E) < p*cos@f(pcosdcos@,psentcos@,psen@) € L (¢_1(E)),

€n cuyo caso

/f(x,y,z)d<x,y,z)=/ | )f(pcosﬁcosq),psem‘}cosq),psen<p)p2cos<pd<p,z9,<p)-
E o~ (E
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14.6.

Ejercicios del Tema 14.

14.1 Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

)

vi)

vii)

viii)

Flr,y) = e —2¢2% en ]0,1[x]1, oo
fly) = (x—y)e )" en RT xRY.
F(x,y) = sen (%) en {(x,y) €R2: 24+y2 <1},
flx,y) =e &) en {(x,y) eR*: 0<x, 0<y<x}.

1
flx,y)=e" en {(xy)€R2 I<x,0<y<- }

flx,y)=e P en 1= 1,1[xR.

flx,y) = (x2+y2x) — en {(x,y) eR*: 0<x<1,0<y<x}.
flx,y) = __costw) en |0, 1[xR"
Y (1+y?)y/senx ’ :
_ 1 3
f(x,y,2) = i) en R° (o € R).

14.2 Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

i) (xy) —

i) I<a<2= (x,y) —

ﬁ (e > 0 es un pardmetro).

senx seny
(x2+4y2)*
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14.3 Seanxp,...,xy,a € RN y sea

N N
T := {xERN: x=a+) nxe Y 5 <1,0<g, 1§k§N}
k=1 k=1

el (N +1)-edro en RV (generalizacion del tridangulo en R? y del tetraedro en R3). Probar
que

1
A«(T) = E |det (xl,...,xN)|.

Indicacién: Tomar como variables las 7, y proceder por induccion sobre N, para calcular
la medida del conjunto

N
{teRN:Zyngoga,lgng}.
k=1

14.4 Calcular el volumen de los siguientes conjuntos:

i) Boveda de Viviani:

2
E= {(x,y,z) ceR3: (x—%) +y* < %}m

{(-x,y,Z) € R3 : X2+y2+Z2 S 1, 0 SZ}

gl}.

Wi

E= {(x,y,z) eRT xRY xR : x3 +yi 42
Indicacién: Hacer uso de la transformacion

x=p cos’ ¥
y=psen’ V"
iii)
E= {(x,y,Z) eERY: P +y* < (1—2)%, ¥ +)* < % z< 1}.
Indicacién: E es la interseccion de un cono y un paraboloide (un cucurucho de
helado invertido).
iv)
E={(x,32) €R: ¥ +y*+2<3, ¥ +y* -2 < 1}.

Indicacién: E es la interseccion de un hiperboloide (didbolo) y una esfera.
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14.5

14.6

14.7

Area de la cardioide.
La curva en R?, cuya ecuacién en coordenadas polares viene dada por

p=2a(l+cos?¥) (a€R", —w<® <)
se llama una cardioide. Sea
E={(p cost,psendd): - 1< <m, 0<p<2a(l+cost¥)}.

Calcular A (E).

Sdélidos de revolucion.
SeaE C R(J)r x R un conjunto medible. Consideremos el conjunto

S= {(x,y,z) eR: <\/x2—|—y2,z> EE}

(s6lido de revolucién obtenido al girar el conjunto E contenido en el plano XZ en torno
al eje OZ). Probar que S es medible y que

A(S) :27r/xd(x,z).

E
Aplicacion: probar que
a) El volumen del toro engendrado por la rotacién en torno al eje OZ del circulo
(x—124(z-12< % (salvavidas) es %2
b) El conjunto
E:{(x,z)E]Rz: 1 <x, 0<Z<$}

tiene drea uno y que el sélido engendrado al rotar dicho conjunto en torno al eje
OZ tiene volumen infinito.

Integral de Gauss.
Probar que

+oo 1
/0 e a’x:z\/g (a>0).

Indicacién: Probar, utilizando el Teorema del cambio de variable, que la funcién f :
R* x Rt — R definida por

Flxy) = e (xy e RY)

es integrable y calcular su integral.
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14.8 Probar que la funcién
1

flxy) = 15212
es integrable en |0, o[ x]0, 1] y deducir que:

7 arct
/2wdx:§m(1+ﬁ).
0

COSXx

14.9 Probar que

/+°° Inx 4 1 d(x,y) n?
X== =—.
o x2—1 2 Jrrxrt (1+x2y)(14y) 4

Deducir que

L] 2
/ nx dre =
0

y obtener a partir de ello que

14.10 Probar que

En el Ejemplo 13.8 se probo la existencia de dicho limite, ahora se trata de calcularlo

Indicaciones:

a) Probar, usando los Teoremas de Fubini y Tonelli, que la funcién
F(x,y) =e “senx

es integrable en |0,n[x]0,o[ y que
oo n
/ SR ix —/ [/ e Vsenx dx} dy.
0o X 0 0

b) Para cada natural n, sea f;, :]0,+oo[— R la funcién definida por

n
faly) = / e Ysenx dx.
0

Probar, integrando por partes, que

1
Probar ademds que
2
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¢) Deducir finalmente, utilizando el teorema de la convergencia dominada (Teorema

12.5) que

t
. senx T
lim —dx = —.
t— oo 0 X 2

14.11 Calcular las siguientes integrales:
)
X
————d(x,y) con E={(x,y eR?: y2§2x, 0<x<2}.
/ s ) {(x.y) }
i)

2 2
v dxy) eon E={(x,y)eIR<2: ogy,< x:y) s’—é}
E
111)

1
d(x7y> con E:{(x,y) ERzl 0<x, O<y, yZS E—x}_

/ 2xy(2 —3x)
E

x2 +2y2
iv)
/15(x+y) d(x,y) con E ={(x,y) e R?: y* <x+2, x> <y+2}.
V)
/Eyz d(x,y) con E ={(x,y) eR?: X2 +)? SRZ}.
vi) 2 L
Lmd(x,y) con E={(x,y) eER*: x*+y"<1,0<y}.
Vi) 2P , 2y
/E(;—i_ﬁ)d(x’y) con E = {(x,y) eR-: ;4_? < 1}.
viil)
/% con E:{(x,y)ER2: O<x<1,0<y<i}.
E (1422 4y2)3 V3
iX)
d(x,y2)
/E(l-l-x—i-y-l-z)3
con
E={(x,y2) eERY: 0<x,0<y, 0<z x+y+z< 1}.
X)
/(x2+y2+z2) d(x,y,z)
con )

Y

E {@%@eRﬁogmogyog@f+E+fg1}m¢¢>m.
a C
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14.7.

Soluciones a los ejercicios del Tema 14.

14.1 Estudiar la integrabilidad de las siguientes funciones:

ii)

iif)

iv)

flry)=e =22 ¢ 21(]0,1[x]1, +o0])
Este ejercicio se puede hacer hallando las integrales iteradas de la funcién f que
son distintas y por el teorema de Fubini (Teoremal4.1) la funcién no es integrable.

El método es peligroso pues si después de hacer las cuentas fuesen iguales de ahi
no se deduce nada y el trabajo se habria perdido.

Como
—2x —X

1 —
/0 (e—xy — 26—2xy) dy = e ~e

X

o0 efy — eiZy
/ (e — Ze_zxy) dx = ———
1 y

de ser las integrales iteradas iguales concluiriamos que

+ooe—x_e—2x
[ gy
1 X

lo que es absurdo pues el integrando es negativo.

fx,y) = (x—y)e " ¢ 1 (R xRY)

fley) =sen (L) € 21 ({(xy) €RZ: P 4y2 < 1))

En efecto, f es continua, estd acotada y el conjunto de integracion es de medida
finita.

fley)=e e 21 ({(xy) eR?: 0<x, 0<y<x})
En efecto, f es medible positiva y

o0 X o0 X oo 1
/ {/ e_x_ydy] dx = / e " {/ e_ya’y] dx = / e (1—e)dx==.
0 0 0 0 0 2

Si se quiere integrar en el otro orden hay que tener en cuenta que

{(x,y) ER*:0<x,0<y<x}={(x,y) ER*:0<y, y<x}.

Hoo [ oo 1
/ [/ e_x_ydx} dy=—.
0 y 2
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vi)

vii)

viii)
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floy)=e™ ¢ L ({(xy) €R?: 1<x, 0<y<1})

En efecto la funcién f es medible positiva. Como

[T e fas= [T et a= [Ta-bioe

f no es integrable en virtud del teorema de Fubini.

flx,y) = el g L1 —1,1[xR)

En efecto la funcién f es medible positiva. Como

1 +o0 1 X +oo
/ [/ e"x_y|dy} dx=/ [/ e dy—/ ex_ydy} dx =
—1 —o0 —1 —0o0 X
1 N oo 1
/ ([ st [ )7 dx= / 2 dx =4,
-1 ~1

Luego por el teorema de Tonelli (Teorema 14.6) la funcién f es integrable y por
el teorema de Fubini

fx,y)d(x,y) =4.
]-1,1[xR

flx,y) = Wm € Z'({(x,y) €ER?: 0 <x, 0<y<x})|Enefecto la fun-

cién f es medible positiva. Como

1 X X ﬂ
dy| dx=Z=
/0[/0 (2 +y)VI —x o] dv=3

Luego por el teorema de Tonelli la funcién f es integrable y por el teorema de
Fubini

Fley) dix,y) = =

/{(x,y)eRz: 0<x<l, 0<y<l} 2

F5y) = oo € 210, 1[xRY)
7)) < 2xy) 1
X xX,y) = ——F—
IS8 Jsenx
La funcién g es medible positiva y
1

+oo T
dy ==
/0 g(x,y) dy I Jeenx

que es integrable en |0, 1] (comparar con \/%), luego por por el teorema de Tonelli
la funcién g es integrable e igual le ocurre a la funcién f (medible y acotada por
una integrable).
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ix) | f(x,y,2) = m ¢ Z1(R%)(aeR)

Veamos que la funcién f no es integrable en R>. Usando el teorema de cambio
de variable (Teorema 14.10) para coordenadas esféricas, y el criterio de integra-
bilidad (Corolario 14.7), la integrabilidad de f en la bola unidad equivale a la
integrabilidad de la funcién p — p?~2% en ]0, 1] (respect. en ]1,4-oo), lo cual
ocurre si, solo si, a < % (respectivamente o > %).

En consecuencia, f no es integrable para ningtn valor de .

Para los valores de o en los que f es integrable en la bola unidad euclidea, te-
niendo en cuenta que en este caso, el determinante del jacobiano del cambio de
variable en (p, 0, @) es p2cos @, usando los teoremas del cambio de variable y de
Fubini, se verifica

T 2o
/ f(x,v,2) d(x,y,z):/ [/ [ p Cosq)d(p} dO] dp =
B(O,l) 0 -

_r
2

41
3-2a°

1
477:/ p* 2% do =
0

Andlogamente
4r

203

d =
/R ngony ! B3 A2

142 i) (x,y)ﬁﬁeéfl({(x,y)eRz: Ay > 1)) = a>2|.

En efecto: la formula de cambio de variable a coordenadas polares nos dice que

FeL ({(0) €R: 22y > 1)) = P24 cosd send 2! (1, +enlx| 7,7,

lo que equivale, en virtud del criterio de integrabilidad (Corolario14.7), a la finitud
de la integral

+oo T
/ {/ p> 2% cos ¥ sen®d|d®| dp,
1 -7

lo que a su vez equivale a la finitud de

~+o0
/1 P32 g

estoes o0 > 2.

i) [l <a<2= (x,y) — S&g’;ysg‘g c 21 (R?)].

Notemos
senx seny

(x24+y2)*

La aditividad de la integral respecto el recinto de integracidon nos asegura que

fxy) = ¥(x,y) € R*\{(0,0)}.

fe 2V R?) = fe 2 (B(0,1)NZL (R*\ B(0,1)) .
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Si hacemos la mayoracién

1
a

|f(x,y)] < W

no llegamos a nada pues

G )

Sin embargo esta mayoracion es buena para trabajar en R?\ B(0, 1). En efecto,

1< o= p'™2%c 21, +o]) <= — e Z'(R*\ B(0,1))

(x*+»?)
— f e 2" (R*\B(0,1)).

Para trabajar en B(0, 1) hay que afinar mds y utilizar la acotacion
[senx| < |[x[ , [seny| <[yl

En efecto,

o <2 p?%ec 21(0,1]) = % c 2 (B(0,1))
— fe 2(B(0,1)).

En ambos casos se han utilizado la férmula de cambio de variable para coorde-
nadas polares, la integrabilidad de las funciones potenciales, el criterio de inte-
grabilidad y que toda funcién medible acotada por una integrable es integrable.

14.3 Seanx,...,xy,a € RN y sea

N N
T := {xeRN: x=a+) nxe Y 5 <1,0<g, 1gk§N}
k=1 k=1

el (N+1)-edro en RV (generalizacion del tridngulo en R? y del tetraedro en R?). Probar

1
MT) = 557 Idet (x1,-... xy).

Para cada natural N, consideramos el conjunto

N
Avi={reR: Y 0 <1,0<n (1 <k<N)}
k=1

y la aplicacién lineal S : RN — RV dada por

S(exr) = xx (I<k<N).
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Por ser S lineal y llevar la base candnica en los vectores {x,...,xy} tenemos que
S(l‘) = S(t161 “+... -I-ZNEN) = tlS(el) —+... +INS(€N) =nxi+...+inxy,

yeén consecuencia
S (AN) =T—a.

Obtenemos entonces que
AMT)=A(T —a)=A(S(Ay)) = |det S| A(An) = |det (x1,...,xn)| A(AN)
y probaremos por induccién que

1

Para N = 1 es inmediato. Supongamos que es cierto para un natural N y lo probaremos
para N+ 1. Asi

A(An11) = Xy, At ing) =

RN+

1
:/ / d(tlw-th)} diy 1.
0 {teRN: YV <1y, 0<t (1<k<N}

Como el conjunto

N
{reRN: Ztkgl—tN+1,O§tk,1§k§N}
k=1

es la imagen de Ay mediante la homotecia de razén 1 —ty 1, usando las propiedades
de la medida de Lebesgue y la hipétesis de induccidn, concluimos que

1 1
— — N e —— el e ———————
uANH)—/O[(l e R AN)] div = oA AN = o = T

14.4 Calcular el volumen de los siguientes conjuntos:

i) Boveda de Viviani: Interseccion de un cilindro circular con la semiesfera, esto

€S,
E= (XyZ)€R3' )C——l +y2<—1
')y . 2 =4

{yz) eR: P4y’ +22<1,0<z}.

El conjunto E es compacto, luego no hay problema de integracién. La béveda de
Viviani se puede ver como el conjunto ordenado limitado por la funcién

(x,y) — V1 —x2—y?
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sobre el recinto de integracion

F =B, ((%0) %) = {(x,y) cRZ: (x_%>2+y2) < %}

La Proposicién 14.8 nos asegura que

AE) = /F V1=x2—y>d(x,y).

El integrando nos aconseja utilizar coordenadas polares. Haciendo en F el cambio
{x =p cosV

y=p send’ queda

p(p—cost¥) <0<=p <cos? c.p.d. (:> —g << g),

esto es, para cada valor de la variable ¥ entre —7—2’ y 7—2[ la variable p varia en
10,cos ¥]. Asi
o \(F) = {(p,t?) : —g <9< g, 0<p Scosﬁ}.
La féormula del cambio de variable (Corolario 14.11) nos da que
ME)= [ \J1-p2pd(p.®).
¢~1(F)

Ahora el teorema de Fubini (Teorema 14.1) nos hace concluir que

z cos ¥ z — »2\3 p=cosv
A(E):/zﬂ[/ l—Pzpdp]ah?:/zﬂ —% 45 —
-7 /O -2

1 z 1 7 3n—4
—(7[—/2 |Senl9|3d19):—(ﬂ—2/236n36d0>= 71: .
3 Iz 3 0 9

ii) El conjunto E es compacto, luego no hay problema de integracién. Dicho conjunto

se puede ver como el conjunto ordenado limitado por la funcién

2

2 2
(x,y) — (1 —x3 —y3)
sobre el recinto de integracion
2
3

F:{(x,y)ER+><R+: x

La Proposicién 14.8 nos asegura que

A(E)Z/F(l—xi—yﬁ)g d(x,y).
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Haciendo uso de la transformacién indicada, esto es, el difeomorfismo ¢ de clase

C! del abierto R™ x |0, %[ sobre el abierto R x R dado por

_ 3
{;C:Ip) 22333} - ‘det J¢(p,19)] =3p sen® @ cos® ¥ > 0.

Utilizando en F el citado cambio de variable nos queda

2
3

p (coszﬁ-i—senzﬁ)gl(:)p% <l<=0<p<l,

T
es decir, para cada valor de la variable ¥ entre O y > la variable p varia en |0, 1].

Asi
o071 (F)={(p.9): 0< D < g 0<p<1} cpd.

La férmula del cambio de variable (Corolario 14.10) nos da que
3
AE) = / 1 (1 —p%> *3p sen?6 cos?® d(p, D).
o—'(F)

Ahora el Teorema de Fubini 14.1 nos hace concluir que
[ 2\ 2 2 2
QL(E):/ / (1—p3> 3psenO cos“Vdp|dd =
o LJo

/g 29 cos? O dv /]<1 §>;3 dp| = F B _ 7
o v eos o \'TP7) 2PAPI = 16X 35 7p

donde se han usado dos resultados del Ejercicio 13.0 (en el segundo se aconseja

el cambio de variable p = (1 —x?) %)

iii) El conjunto E es compacto, luego no hay problema de integracién. Se trata de
calcular el volumen del sélido interior al cono

{(x,y,2) R P 4+y? < (1-2)%}
y al paraboloide

{(x,y,Z) eER: K +y* < % z< 1}
por debajo del vértice del cono

V =(0,0,1)

(un cucurucho de helado invertido). Se tiene que

A(E):/ XE d(x,y,z):/ d(x,y,2).
R3 E
Lo primero es resolver el sistema

{xzﬂz =(1-2)°

z 222 —5742=0 ¢
x2+y2:§ — 2z 7+ <:>{Z

I
DO DI—
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La solucién z = 2 es superior al vértice V del cono.
Primer método: El Teorema de Fubini nos da

A(E) 2/01 M(Z)d(x,y)] dz =
/05 VE(Z)d(x,y)] a’z+ﬁ1 UE(Z)d(x,y)} dz =

2
! 1
d(x,y)|dz+ / { / d(x, }d =
/0 {/{(W)ERZ'XZHZU} x y)} : 3y eR2: 2 4y2<(1-2)2} (.7)] dz

z Y B .
/ d””/ (I=2)7de={e+ 37 = 45

donde se ha utilizado la férmula del drea de los circulos de radios \/g yl—z

respectivamente.

Segundo método: Si proyectamos el circulo de interseccion de ambas superficies,
obtenemos el recinto de integracion

1
F= {(x,y)ERz: xz—f—yzSZ}.

Para cada (x,y) € F la variable z varia entre el paraboloide y el cono. Asi el
Teorema de Fubini nos da también

1—/x2+y?
dz|d(x,y) =
/ e (x,)

/F <1 — x2+y2—2(x2+y2)> d(x,y) =

/]o g m TP 2P (D) =

3 [ X —
T o s
/U (1—p—2p)pdﬁ]dp=27r/ (p—p*—2p%)dp = "1,
0o |/-n 0 48

donde se han utilizado la férmula del cambio de variable a coordenadas polares y
otra vez el Teorema de Fubini para la integral doble.

iv) El conjunto E es compacto, luego no hay problema de integracién. Se trata de
calcular el volumen del sélido que el hiperboloide (didbolo)

{(r,y2) eRP: X +y* =22 < 1}
delimita con la esfera

{(x,,2) eR?: X +y* +22 <3}
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Se tiene que
A(E)Z/ XE d(x7y,Z)=/ d(x,y,2).
R3 E

Lo primero es resolver el sistema

2 2 2
{x Ty 4z _3:>3—z2:1+z2<:>z:j:1.

2y _2=1
Por razones de simetria nos limitamos al conjunto
{(ey2) R : P24y +2<3, 242 -2 <1,0<7},

con lo que la tnica solucién es z = 1.

Primer método: El Teorema de Fubini nos da

V3
A(E)ZZ/ {/ d(x,y)} dz =
0 L/EQ)
: V3
2 / {/ d(x,)’)] a’z+/ {/ d(x,y)] dz | =
0 E(2) ! @
1
2 J .
/0 |:/{(x7y)€R2: x2+y2§1+zz} ('x7y)‘| Z"—
V3
2 p Y
/] |:/{(X7y)€R2; x2+y2§3_zz} ('x7y)‘| Z

1 V3
27 /(1+z2)d2+/ 3-72dz| =
0 1

2n<<1+%)+<3\/§—3—\/§+%)) :—4(3\@3_2)”,

donde se ha utilizado la férmula del 4rea de los circulos de radios v'1+z2 y
V'3 — 72 respectivamente.

Segundo método: Si proyectamos el circulo de interseccion de ambas superficies,
obtenemos el recinto de integracion

F={(x,y) €R?: X% +y? <2},
que interesa descomponer de la forma
F=FUFR={(x,y) eR?: ¥ +y* < 1u{(x,y) eR*: 1<x*+y* < 2}.

Para cada (x,y) € F] la variable 7 varia entre el plano OXY y la esfera y para cada
(x,y) € F, la variable z varia entre el hiperboloide y la esfera. Asi el Teorema de
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Fubini nos da también
Y \/3—x2—y? \/3—x2—y?
=2/ |/ dz| d(x,y) + izl dey) ) =
(E) o z| d(x,y) e z| d(x,y)

2 ([ VIR )+ [ (V3R V1) d) ) -
? (/}0,1%]—%%[ 3=p%p dlp,9) /]1,ﬁ[x}—7wr[ (\/3 K \/p2 - 1) p dlp, 19)) N
2(/01 [/_7; 3—p2pd19}dp+/lﬂ{/jr(\/3—p2_\/pz_l)pdﬁ}dp> _

arded (oot Jaot) e ot 0))

F

F([e-) 0] 205

donde se han utilizado la férmula del cambio de variable a coordenadas polares y
otra vez el Teorema de Fubini para la integral doble.

14.5 Area de la cardioide.
La curva en R?, cuya ecuacién en coordenadas polares viene dada por

p=2a(l+cos?®) (aeR" —w<® <)
se llama una cardioide . Sea
E={(p cos¥,psend): -1 <V <m, 0<p<2a(l+cosd)}.
Calcular A (E).

Conviene dibujar la cardioide lo que justifica su nombre. Se tiene que E es un compacto
luego medible con medida finita y

ME) = [ dxy).
E
Es fécil ver que si ¢ es el cambio a polares, entonces

¢ E)={(p,®): —r <O <m0<p <2a(l+cosd}c.p.d.

La férmula de cambio de variable (Corolario 14.11) a coordenadas polares nos da
ME)= [ pdip.9).
¢~1(E)

El teorema de Fubini (Teoremal4.1) nos hace concluir

i1 2a(14-cos V) T
A(E):/ [/ pdp}dﬁzZaz/ (1+cos ®)? = 6a°7 .
0

—T —T
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14.6 Sdlidos de revolucion.
Sea E C R(‘{ x R un conjunto medible. Consideremos el conjunto

S = {(x,y,z) cR3: <\/x2—|—y2,z> GE}

(s6lido de revolucién obtenido al girar el conjunto E contenido en el plano XZ en torno
al eje OZ). Probar que S es medible y que

A(S) =27r/xd(x,z).

E
En efecto consideremos el difeomorfismo de clase €
¢ :RTx]—m,w[xR — R3\ {(x,0,2) : x <0}

que da el cambio a coordenadas cilindricas. Utilizando dichas coordenadas cuando
¥ = 0 el s6lido de revolucién se confunde con E, y para otro valor de la variable ¢
las variables (p,z) se mueven en el girado de E, que se comporta como E a todos los
efectos, asi

Xo-1(5) (p,9,2) = 26(P,2) %]—n,n[(ﬁ)7 ct. (p,8,2)
es decir

oS ={(p,%,2): (p,2) €E, —n<O<m}=EX|—7,7]

de donde se deduce que ¢ ~!(S) es medible y por tanto S es medible. Se tiene que

M) = [t = [ patpo= [ [ pav|aip.n-

o [ pd(p.r)=2x [ xd(x.),
E E
donde se han utilizado la férmula de cambio de variable a coordenadas cilindricas y el

teorema de Fubini.

Aplicacion: probar que

a) El volumen del toro engendrado por la rotacién en torno al eje OZ del circulo
2

1 /4
(x—1)2+(z—1)%< 1 (salvavidas) es ER
En efecto, haciendo el cambio
x=14psen ¥
y=14pcos ¢
se tiene que

[ fm 3 T
/xd(x,z):/ [/ (14 pcos 19)pd19] dp:/ 2npdp =—
E 0 0 4

—T
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b) El conjunto
1
E:{(x,z)ERZ: 1 <ux, 0<z<—2}
X

tiene drea uno y que el sélido engendrado al rotar dicho conjunto en torno al eje
OZ tiene volumen infinito.

En efecto

1

+oo - o0 o0
/l(E)Z/ [/xzdz]dx:/ d_;“:[_l} 4
1 0 X x]
A(S):27r/ xd(x,z):Zﬂ/ [/xzde] dx:zﬂ/ @:4_00.
E 1 0 X

14.7 Integral de Gauss.
Sea g : R* x]0, 2[— R la funci6n definida por

g(p, ) = f(p cos®,p send)p=p e .
El teorema del cambio de variable (Teorema 14.10) nos asegura que
feg(R+xR+)<:>g€$<R+x}O,%D,

en cuyo caso sus integrales coincide. Se tiene que

teol p3 2 A 2 T[—e Pip=t= T
—aP” 49 | dp = = —ap® 4 :_[ } _r
/o Uo pe ] P=5), P P31 %4 lpmo "

donde se ha utilizado la regla de Barrow (Teoremal3.5). Los teoremas de Tonelli y
Fubini (Teoremas14.6 y 14.1) nos aseguran que g es integrable y que

~ap> _T
/R+X]O pe dp,8)= .

1!

Abhora el teorema del cambio de variable nos asegura la integrabilidad de f y que
—a@ ) (. y) =
/R+xR+e (x,y) "

D - . . a2
Una nueva aplicacién del teorema de Fubini nos dice que la funcién x — e %" es
integrable en R* y que

oL a)a= [ e[ oo aa-
4a R+ | JR+ R+ R+
2
e e o] e
R+ R+ R+

esto es,

o\
8
m\
§I\)
s
Il
N =
Ne
=
Vv
=2



Acosta, Aparicio y Moreno

14.8 Probar que la funcién
1

14-x2 +y?
es integrable en |0, +o0[x]0, 1 y deducir que:

7 arct
/2 arctg(cosx) . _ g In(1+v2).
0

COSX

flxy) =

563

En efecto, la funcién f es medible positiva, con lo que en virtud del criterio de integra-

bilidad (Corolario 14.7) es integrable si, y sélo si, la siguinte integral es finita

/1[/+°° dx }d—/l /+°° 1 dx dy —
o o 142217 o 1+y21+( Y=

2
X
V142

dx

/1 /+°° Vin? dy
[ )

vV 14y?
1 x
/0 ”arctan ( ; +y2)

X—=-Fo0
1

x=0 v 1+y2

dy =

El teorema de Fubini (Teorema 14.1) nos asegura ahora que

1 1 +°° d
7t0g +\/_ / X ]dx:

0 1+x2+y

oo 1 dx 7 arctan(cost)
:/ arctan( ) = (x:tant) :/ — dt
0 VI1+x2/ V1422 0 cost

Hemos probado que

/"/2 arctan(cos x) J mlog(1+4+/2)
X =
0 cosx 2

14.9 Lafuncién f: RT x R™ — R definida por

1
2(1+y)(1+x2y)

flxy) =

y=1 log(1 2
[logy+\/1+y —argsenhy] » M.



564 14. Técnicas de integracion en varias variables.

es medible positiva, el criterio de integrabilidad (Corolario 14.7) nos dice que f es
integrable si, y sélo si, la siguiente integral es finita

—|—oo ~+o0
2/ /0 (I+y)( H—yx2 ]

1 [t 1
= — ———|arctan x d = d =
2/0 [(H—y)\/}[ \/§ ) 1+y y

y=teo
[arctan VY }

El teorema de Fubini (Teorema 14.1) nos asegura ahora que

2 e e d
%:E/o [/o (1+y)(ij—|—yx2)]dx‘

Como se verifica c.p.d. la identidad

1 1 x?
f(xvy): 2(1—)62) (1+y_ 1+yx2)7

(salvo en la semirrecta x = 1,y > 0), entonces se tiene que

Foeo dy teo ] 1 X2
/ 2 :/ 2 - 5 ) dy=
o (I+y)(1+yx*) Jo 1—=x>*\1+y l+yx

L 14+y \]7= U Troe (1) _iga] — 2logx
= (0] = (0] _ — 10 =
11— | B\7 +yx2 =0 —2 | B\ 2 g x2—1

y, €n consecuencia,

| ]

ISES

/+°° logx J n?
x=—.
o x2—1 4

+e logx I Jogx +e logx 1
/0 xz—ldx_/o xz—ldx+/1 xz—ldx_ x-; =
1 logx 1 logx
<) S [ a2 5
1 l—t
/1 logx  m?
0o x2—1 8
A /1 logx B /1 logx
x—l—l

Obsérvese que no hay problema de 1ntegrab111dad, ya que en el punto 1 tienen limite y
en el punto 0, al ser

Como

concluimos que

Llamamos ahora

logx logx

li =—1#0, 1
xgl(l) logx 7 xl—r>r(1) logx

L_1x0,
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basta usar el criterio de comparacién para comprobar que ambas funciones son inte-
grables, ya que la funcién log es integrable en |0, 1].

Se sigue pues

1
ALB— / 2x10gxd —(x —t)

1
A_B— 2/ logx

Por ultimo, como

2

~ A= /]logxd :% .

";| ;‘NI\Jl B

(o]

— Y
n=0

1] 1,
/0 xoig); dx:/o (Z(—logx)x”) dx ,

n=0

se tiene que

y como para n € NU{0} se verifica la igualdad

1 u=—logx, u ==L Loxn 1
—(logx)¥" d :[ T }:/ dx =

y la serie },,>; niz es convergente, en virtud del teorema de la convergencia absoluta
(Teorema 12.8) tenemos que

1 1 [ =
/ logx dx:/ Z(—logx)x" dx =
0o x—1 0 \, 5

n

5 ([ a) -5 4

Hemos probado, por tanto que

2

=1 /4
L

14.10 a) F es medible, por ser continua, y para cada n natural es

—+oo
(14.7.1) / IF(x,y)|dy = {_M exyl
0 X

pues esta funcién es continua y tiene limite en O y en n. El criterio de integra-
bilidad (Corolario 14.7) nos usegura que F es integrable en |0,n[x]0,4oo[. El
teorema de Fubini nos dice ahora que

/On [ 0+WF(x,y)dy} dx = /0+w VonF(x’y)dx] dy.

Y= Jsenx|

e 21 (11,n]),

y=0 X



566
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Procediendo como en la igualdad 14.7.1 calculamos la primera integral del primer
miembro, obteniendo que

n +oo n
/ SR g = / {/ e ™ senx dx} dy.
0o X 0 0

El teorema de Fubini asegura que cada f;, estd definida c.p.d. (de hecho esta defini-
da en todo punto) y que es integrable. Integrando por partes dos veces se tiene para
cada n natural que

n
fu(y) = [—e*"y cosx} —y/ e ™ cosxdx =
0

n
1—e™™ cosn—y/ e ™ cosxdx=
0

x=n b
1—¢€" cosn—y ([e_xy senx} +y/ e ™ senx ax) =
x=0 0

1—¢€" cosn—y (e_"y senn+)7fn()’)) )

X=n

x=0

luego
_ 1—e™ (cosn+y senn)

yeén consecuencia

, Vn e N,

) — -

Ademds, para cada natural n se verifica también que

cosn—+ysenn
e

S1+y

<1,
ey

de donde se sigue para cada natural n que

()] < € £1(]0,4o0).

1+y2

Como el limite existe, basta calcular

. " senx
lim / dx .
0o X

El apartado b) nos permite aplicar el teorema de la convergencia dominada (Teo-
rema 12.5) a la sucesion {f,} para obtener, teniendo en cuenta el apartado a),
que

" senx Foo T dy y=te [T
lim/ dx:lim/ - (y) d :/ :[arct ] _r
. x A Ju(y) dy S e &, =3

Hemos probado que
t
) senx T
lim —dx= —.
t—+e Jo X 2
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14.11 i)

/ d(x,y) con E ={(x,y) eR*: y* < 2x, 0 <x <2}.
V1+ x2 +y?

La funcién anterior es continua en R?, por tanto, es integrable sobre compactos y
E es compacto. Usando el Teorema de Fubini, tenemos

S S N
/E /—1+x2+y2 (xay)_/_z[[zz 1+x2+y2 X:| y=
2 2
D:/z[\/1+x2—i—y o] dv= / V592 dy— / L) dy=

2

5 20 -2 5

—1 )——:— —1 .
<6+2 og5 3 3 +2 og5

2 2
/nyd(x,y) con Ez{(x,y)eRZ: 0§y,< x:y) sg}
E

De la segunda condicién se deduce que x > 0 y entonces ha de verificarse que
y

5 —l— 4 ’3‘, es decir, 2x+y < %\/)_c; como ademads, y > 0, entonces E es la
regién de R? del primer cuadrante limitada por la funcién f : Rt — R dada por
4
X) = —=+/x—2x,
f() %\/_

2
Como ademais, (%) <g=>x< %, entonces

iif)

/ 2xy(2 — 3x)
E

1
x2+2y2 d(-xa)7) con E:{(X,Y) GRzi O<X, ()<y, yZS E_X}

2xv(2 — 1/2 V1/2=x 2y (2 —
/ —XD;( 32x) d(x,y) = / [ / —xyz( 32x) dy] dx =
E Xx*+2y 0 0 x= 42y
1/2 — =/1/2—x
:/ [Mlog(ﬁ%&yz)}y / dx =
0 2 y=0

dx=...

B /1/2 x(2 —3x) log X% —2x+1
- 2
X
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/E(x+y) d(x,y) con E ={(x,y) e R?: y* <x+2, x> <y+2}.

El dominio es la regién comprendida en el interior de dos pardbolas

/E(x+)’) d(x,y) = /_:;ﬁ [/xf(xy%—y) dy] dx+

S5 Va2 2 Vat2
+/1 [/ (x+y) dy} dx—l—/l?/g [/ﬂz (x+y) dy} dx =

—Vx+2
V)
/y2 d(x,y) con E ={(x,y) e R?: x> +y? <R*}.
R (7 R*
/y d(x,y) = / /psen de} —/ sen?6 d =
1) . 4
vi)

2+y
/ d(x,y) con E = {xy GRZ.X—}—y <10<y}.

E\/14+x2+y?

E es medible con medida finita y f g estd acotada por 1, luego fxg es integrable.

2 _
J w%ﬂ =l [/ mdp] d‘)‘{v e

vii)
2 2§
/E( +b2)d(xy) conE:{(xy)E]R2 +b2<1}

E es medible y tiene medida finta, por ser compacto y ademds fxg estd da por

1, por tanto fxr es integrable. Haciendo el cambio de variable x=ap cosb
y=>bpsenO

se tiene que el valor absoluto del determinante del jacobiano del cambio de va-

riable es abp (estamos suponiendo que a,b > 0). La funcién que da el cambio de

variable es

CID:]RJFX}—n:,n:[—JRZ
la dada por

®(p,0) = (apcosB,bpsend) (p>0,0c|—m, x|
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es de clase infinito, inyectiva y su imagen es el conjunto R?\{(x,0) : x < 0}. As{
el Teorema global de la funcién inversa nos asegura que ® es un difeomorfismo
de clase infinito y podemos aplicar el teorema del cambio de variable (Corolario
8.8), obteniéndose

x>y L I N abm
(i) o= [ [ ] a0 =5

viii)

d 1
/% con E:{(x,y)ERZ: O<x<1,0<y<—}.
E(14+x2+y?)2 V3

1
El recinto de integracion es un rectdngulo de lados 1y ﬁ En general, si
(o)
o = arctan | — |,
a
en el cambio a coordenadas polares de tiene:
0<h<a=0<p<—; oc<9<7r:>0< <
P= Coso’ 2 P=eno"
E t o t !
n nuestro caso o = arctan — = —
V3 6
= [ )
= —————=d(x)y)=
E (142 +)?)3
Br s 5 ks
U oo [ U ] 0
0o (I+p2) s Mo (I4p?)2
_<7r arctan \/7)+(arctan\/7 7r>_
~\6 7 36/
7 V7
= arctan — — arctan — .
3 7
iX)

/ d(x,y,z)
E(l4+x+y+z)
E = {(x,y,2) ERY: 0<x,0<y, 0<z x+y+z< 1}.

1 1 1
axya= [ | [ d(x,y)| dz=
/E(1+x+y+z)3 3= ), [{<x,y)eRz;x+y<-z} iyt & y)] :

1 1—z 1—y—z
/0 {/o {/0 ' f”aC1(1+x+y+Z)3dx} dy:| dz =

con
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. - -
/01 [/01 [2(1+x+1y+z)2L_o dy] de=-

L2452 dy)

con

Y

E {(x,y,Z)ER3:0§x, 0<y, 0<z, )—C+E+)—C§1} (a,b,c > 0).
a C

L6202 +2) dlxyz) =

E

[l R )| dem
0 {(x,y)€RZ: 0<x, 0<y, %+%§175

cr pb(1-2) ¢ pa(1-2-3) C
LU

[NIS]

(x2+y2—|—z2) dx} dy] dz="---
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