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Prefacio

Este texto fue escrito pensando en el curso de logica que se imparte en la
Divisién de CBI a los alumnos de computacién y de matematicas aplicadas.

Dado que éste es el dnico curso de légica contemplado en los programas de
estudio de estas licenciaturas, resulta importante cubrir, en la medida de lo posible,
todo el material que el alumno va a necesitar durante su carrera.

Existen muchos textos de légica matemdtica, pero no conocemos ninguno
apropiado para este curso: los de enfoque filos6fico se concentran en problemas
diferentes y no tienen ejemplos ni ejercicios adecuados; los de enfoque matemaético
cubren muchos temas que van mds alld de las necesidades del curso, como
recursividad, teorfa de modelos o teoria de la demostracién, y en consecuencia
el material que nos interesa viene dado escuetamente. En ambos casos falta
relacionar los teoremas y métodos de l6gica matematica con problemas en ciencias
computacionales.

Recientemente se han publicado algunos libros de computacién con enfoque a
la inteligencia artificial que tocan temas de 16gica matemética, pero sélo enuncian
lo necesario para entrar en materia.

Hace falta un texto que cubra adecuadamente la sintaxis y la semdntica, tanto
para la l6gica proposicional como la de primer orden; que tenga ejemplos resueltos,
muchos ejercicios y que relacione la 16gica con algunos temas de computacién.

Este texto es nuestra respuesta a tal necesidad. Tiene las siguientes caracteris-
ticas:

1. Contextualiza la l6gica por medio de una introduccién sobre argumentos y
un resumen de su desarrollo histérico (Capitulo 1).

2. Es autocontenido, pues en el Capitulo 2 se definen todos los conceptos
necesarios de teoria de conjuntos, a la vez que se presenta con detalle el método
de demostraci6n por induccién matemdtica, que es esencial en légica.

3. Hace una presentaci6n exhaustiva e intuitiva de los temas del programa:

e Lenguajes y sistemas formales.

vii
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viii Prefacio

Estos conceptos se introducen en el Capitulo 3 por medio de ejemplos
sencillos y amenos.

e Semantica para la l6gica proposicional.

Se trabaja en el Capitulo 4 de tres maneras: por tablas de verdad, con
valuaciones y con arboles semdnticos. El primer enfoque es el tradicional y
se incluy6 por ser el més fécil y conocido por la mayoria de los alumnos. El
segundo viene en muy pocos libros, es una generalizacién natural del primero
y es mds elegante. Nos sirve para demostrar el teorema de compacidad y
muchos teoremas sobre nociones semdnticas basicas. El tercer enfoque
es mas moderno y es un método de demostracién algoritmico. Estos tres
enfoques se desarrollan de manera tal que el alumno note que son tres
maneras distintas de atacar el mismo problema.

e Sintaxis para la l6gica proposicional.

Se desarrollan principalmente dos sistemas: uno axiomdtico y uno de
deduccién natural. Al final se interrelacionan por medio de los teoremas
de validez y completud. Se presenta también un tercer enfoque, el de
demostracién automitica de teoremas. Estos tres enfoques representan
distintos niveles de mecanizacién del procedimiento de prueba. Se ayuda
al alumno por medio de numerosos ejemplos resueltos, acompafiados de
comentarios sobre las ideas subyacentes en la resolucion.

e Semantica para la l6gica de primer orden.

La definici6n de satisfacibilidad de Tarski ha demostrado ser de importancia
crucial en el desarrollo de la l6gica comtempordnea. A pesar de ser una
definicién dificil de entender cuando se ve por primera vez, en general no se
motiva ni se explica con detalle en la literatura. Aqui se introduce el tema con
ejemplos sobre los niimeros naturales y se hace ver que es una extrapolacién
natural de las valuaciones para la 16gica proposicional, tomando en cuenta
que se tienen distintas categorias semanticas basicas.

o Sintaxis para la 16gica de primer orden.

Se desarrollan dos sistemas, uno axiomdtico y otro de deduccién natural,
extensiones de los correspondientes para la l16gica proposicional. Se de-
muestran los metateoremas bésicos de la 16gica de primer orden: deduccion,
completud y compacidad, con algunas de sus consecuencias, como el teo-
rema de Lowenheim-Skolem y la existencia de modelos no estdndares de la
aritmética.
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Logica matemdtica 1X

4. Cubre gran cantidad de material para otros cursos:

e Disefio Légico. En el Capitulo 4 se da una interpretacion de las férmulas
en términos de circuitos (Légica combinacional).

e Teoria Matemdtica de la Computacion. El Capitulo 9 estd dedicado a
lenguajes y autématas, con particular énfasis en los autématas finitos y
lenguajes regulares. Se introducen primero gramdticas y lenguajes formales,
y después autématas, de manera tal que el teorema de Kleene sobre lenguajes
regulares hace las veces de un teorema de completud y validez bajo la
interpretacién: “un autémata finito .# acepta una palabra a” si y sélo si “a
es cierta para.#”. El Capitulo 10 es sobre maquinas de Turing, definicién y
construccion de una maquina universal. Estos dos capitulos cubren més del
50% del programa para este curso.

e Andlisis y Disefio de Algoritmos. En el Capitulo 6 se introduce el tema
de los problemas #Z-completos en su relacién con satisfacibilidad. Esto se
retoma al final del Capitulo 10 en su relacién con maquinas de Turing. Este
es uno de los temas mds interesantes y complicados en andlisis de algoritmos.

5. Contiene gran cantidad de ejemplos resueltos y muchos ejercicios adecuados
al nivel y formacién de los alumnos.

6. Puede ser utilizado para muchos cursos diferentes, pues el material no puede
ser cubierto en un trimestre de 11 semanas como los de la UAM.

El diagrama siguiente muestra la interrelacion entre los capitulos; en donde, los
Capitulos 1 y 2 se muestran disconexos por el cardcter general de sus contenidos,
y el Capitulo 10 depende del 6 sélo en la tltima seccién.

**@
I@II-

El texto consta de 10 Capitulos divididos en secciones. Los teoremas aparecen
numerados por capitulos. Los simbolos B, O y * denotan el final de una prueba o
su ausencia, el final de un ejemplo y los ejercicios dificiles, respectivamente.
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Deseamos manifestar nuestro agradecimiento al Prof. José A. Amor por sus
comentarios y revision del presente manuscrito.

Los autores
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Capitulo 1
Introduccion

La pregunta es ésta: ;Es NO la respuesta co-
rrecta a esta pregunta?

—¢A qué pregunta?— preguntd Alicia.

— jPues a la pregunta que acabo de hacerte!
— respondié Humpty Dumpty.

Raymond Smullyan

1.1 Argumentos

La logica se ocupa de las argumentaciones vélidas. Las argumentaciones ocurren
cuando se quiere justificar una proposicién con base en otras asegurando que la
primera es consecuencia necesaria de las dltimas.

Un argumento es una lista de proposiciones o enunciados. El iiltimo enunciado
es la conclusion del argumento y los otros son las premisas o hipétesis.

Cuando se afirma que un argumento es vdlido o correcto se sostiene que las
premisas y la conclusi6n estdn relacionadas de tal manera que la conclusién se
sigue de las premisas por necesidad estricta, en otras palabras, que afirmar las
premisas y negar la conclusion serfa contradictorio.

Ejemplos:

Ejemplo1 El detective Sherlock Holmes entra en posesién de un viejo sombrero
de fieltro, a partir del cual infiere ciertas cosas acerca de su propietario, sin
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2 1 Introduccién

conocerlo. Entre sus conclusiones estd la de que el propietario es muy intelectual.
Al comnunicédrselo al Dr. Watson, éste pide a Holmes que la justifique. En guisa
de respuesta, Holmes se cal6 el sombrero en la cabeza. Lo bajé mas abajo de la
frente y se le asentd sobre el puente de la nariz. ‘Es cuestién de capacidad cibica’,
dijo: ‘un individuo de tamaifio cerebro ha de tener algo en él’. Con esto Holmes
da por demostrada su conclusién. Hagamos explicito el argumento de Holmes:

1. Este sombrero es grande.

2. Los propietarios de sombreros grandes tienen cabezas grandes.

3. La gente de cabeza grande tiene grande el cerebro.

4. La gente de cerebro grande es muy intelectual.

Conclusién:

5. El propietario de este sombrero es muy intelectual.

Ejemplo 2

1. Todos los mamiferos son mortales.

2. Todos los perros son mortales.

Conclusién:

3. Todos los perros son mamiferos.

En el ejemplo (1) la conclusién no esté justificada por las premisas porque la
verdad de las premisas no estd demostrada. Sinembargo, si se aceptara sin reserva
la verdad de las premisas, entonces la verdad de la conclusién tendria que ser
aceptada también. Por su forma l6gica, el argumento es correcto, pero para que
la conclusién quede totalmente justificada se tiene que probar la verdad de las
premisas.

El caso del ejemplo (2) es distinto. Aunque tanto las premisas como la
conclusién son verdaderas, la relacién entre ellas no es tal que la conclusién se
siga necesariamente de las premisas. Consideremos el siguiente argumento:

1. Todos los franceses son europeos.

2. Todos los italianos son europeos.

Conclusién:

3. Todos los italianos son franceses.
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Légica matemdtica 3

Este argumento tiene exactamente la misma forma que el argumento del ejemplo
(2) y sin embargo tiene premisas verdaderas y conclusidn falsa.

Alalégica le interesa la forma de las proposiciones que integran un argumento,
no su verdad o falsedad de hecho. Cuando un argumento es correcto, lo es en virtud
de la forma de las proposiciones que lo componen. A lo largo del libro estudiaremos
proposiciones en distintos lenguajes, las analizaremos y caracterizaremos todos
los argumentos correctos en esos lenguajes.

1.2 Falacias

Hay argumentos que parecen vélidos pero que en realidad no lo son. Se llaman
falacias, y aunque no las estudiaremos en este libro, su estudio también cae dentro
del dominio de la 16gica. Aqui nos limitaremos a dar algunos ejemplos de falacias
comunes.

Las falacias pueden ser divididas en tres tipos: falacias de ambigiiedad, falacias
de presuncién y falacias de relevancia.

Las falacias de ambigiiedad engafian por la naturaleza confusa del lenguaje en
el que se expresan los argumentos.

Ejemplos:
1.  El control de la natalidad es un suicidio de raza, pues si no nacen nifios la
raza desaparecera.

Aqui una palabra clave en el argumento cambia de significado durante €, este
tipo de falacia se llama de equivocacion.

2. Las palomas mensajeras estdn practicamente extintas. Esa es una paloma
mensajera y por tanto esta practicamente extinta.

Esta falacia surge de aplicar lo que es verdadero para un todo a cada parte del
todo. Es una falacia de divisién.

Las falacias de presuncién engaiian por su semejanza a formas validas de
argumentacion.
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4 1 Introduccién

Ejemplos:

Mal uso de las generalizaciones:

1.  Herir a las personas es malo; por lo tanto los dentistas son malos.

2. Laciencia no debe ser tomada en serio. No ha podido explicar el origen de
la vida.

Bifurcacion (presume que una cierta clasificacién es exhaustiva):
3.  Jesucristo: “Quien no estd conmigo estd contra mi”.
Peticion de principio (se supone lo que se quiere justificar):
4. El Coran es infalible, pues fue compuesto por Mahoma, profeta de Dios.

5.  Todo ser humano deberia ser libre, pues la libertad es un derecho universal
de la humanidad.

Falsa causalidad (se sugiere que ciertos eventos estdn conectados causalmente
sin ninguna justificacién):

6. Cada vez que se hacen pruebas atémicas se registran tormentas serias. Es
obvio que se deben cesar estas pruebas, si no queremos alterar el clima del
planeta.

Tesis irrelevante (se aduce a hechos irrelevantes para justificar la conclusién):

7.  —Tienes que comerte la espinaca, hijito. Ya sabes cudntos nifios se mueren
de hambre en el mundo.

Las falacias de relevancia engafian a través de emociones.

Ejemplos:

Falacia genética (se condena una conclusién aduciendo a sus origenes):

1. Lareligién se origin6 con la magia y el animismo. Por lo tanto no tiene
sentido.

2.  Estaley estd disefiada para explotar a los pobres: fue escrita por el senador
més rico.
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Légica matemdtica 5

Falacia ad hominem (se argumenta atacando a la persona que sostiene lo
contrario):

3.  Serechaza la sugerencia del Sr. X de aumentar la eficiencia de las universi-
dades. Dado que se trata de un empresario, no se le puede pedir que entienda
que nuestro propdsito es educar a la juventud, no obtener ganancias.

1.3 Lenguajes y metalenguajes

Al estudiar l6gica estaremos estudiando proposiciones en ciertos lenguajes y las
relaciones entre ellas. Para estudiar estas proposiciones tendremos que utilizar un
lenguaje, como el espaiiol, por ejemplo. Tendremos, por lo tanto, varios niveles
de lenguaje: el lenguaje en el que estin escritos los argumentos bajo objeto de
estudio y el lenguaje utilizado para estudiarlos. Este tiltimo es el metalenguaje.

Esta diferencia de niveles se da en el habla cotidiana, pero el contexto nos ayuda
a identificar el nivel en el que se estd hablando. Consideremos, por ejemplo, las
dos oraciones siguientes:

1. George Sand fue amante de Chopin.

2.  George Sand era el seud6nimo de Aurora Dupin.

En el primer caso se est4 afirmando algo de una persona, “George Sand” denota
a una persona y se dice que la expresion se estd usando. En el segundo se afirma
algo de una expresién, “George Sand” se estd mencionando.

En légica a veces no es tan claro cudndo se estd usando una expresién y cuidndo
se estd mencionando. Para evitar confusiones se ha convenido en entrecomillar
una expresién cuando se esté mencionando. Por ejemplo, con esta convencién se
escribe:

Parfs es la capital de Francia y “Paris” tiene cinco letras.

1.4 Resumen historico

Tradicionalmente se ha distinguido entre la ldgica deductiva, cuyos principios se
usan para obtener conclusiones de premisas dadas, y la ldgica inductiva, que saca
conclusiones generales a partir de hechos particulares que sirven de evidencia para

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Auténoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccién de esta obra asi como la distribucién y venta fuera del &mbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia B

bliomedia@mail.com



6 1 Introduccién

ellas. Estadistincién es obsoleta porque los problemas de induccién se tratan ahora
en la metodologia de las ciencias naturales. Para nosotros, entonces, légica quiere
decir légica deductiva.

En un sentido estricto la 16gica deductiva se divide en dos: la légica de
proposiciones y la 16gica de predicados.

La légica de proposiciones se llama asi porque en ella las proposiciones o
enunciados forman la tinica categoria semdntica basica. Algunas proposiciones son
simples y no se analizan, otras son compuestas y se analizan descomponiéndolas
por medio de conectivos proposicionales (y, 0, no, si. . . entonces) en proposiciones
mds simples. (Esta légica se estudia con detalle en los capitulos 4 y 5).

En la 16gica de predicados las proposiciones simples se descomponen en partes
mds simples, que forman asi una segunda categoria semantica: la categoria de
los nombres. Los nombres aparecen en las proposiciones unidos a predicados (de
ahi el nombre de 16gica de predicados), que expresan propiedades y relaciones,
funcionando como “verbos”. (Esta légica se estudia en los capitulos 7 y 8).

En un sentido més amplio la 16gica también comprehende varias teorias del
lenguaje como sintaxis légica y semaéntica 16gica. Las ldgicas modales (que
estudian los conceptos de necesidad, posibilidad, contingencia, etc.) y el estudio
de las paradojas y falacias también entran en este aspecto amplio de la légica.

Aunque la teoria de la 16gica proposicional es anterior desde un punto de vista
légico, alalégica de predicados, esta dltima antecedié a la primera histéricamente.

El primer sistema de la 16gica de predicados fue creado por Aristételes en el
siglo IV a.c., en su monumental obra Organon, titulo que refleja el punto de vista
de que la l6gica es una herramienta para afinar el pensamiento.

En su obra, Aristételes describi6 y clasificé silogismos vélidos (i.e., aquéllos
en los que la conclusi6n en efecto se sigue de las premisas) y demostré por medio
de contraejemplos la invalidez de ciertos silogismos. También inici6 el desarrollo
de la l6gica modal.

Una de las caracteristicas mas importantes de la obra de Aristételes es que pudo
dar a sus silogismos la forma de principios 16gicos gracias a que, por primera vez en
la historia de la 16gica, hizo uso de variables o letras para representar proposiciones
arbitrarias.

La l6gica moderna empezé en el siglo XVII con Leibniz y desde entonces su
desarrollo ha estado estrechamente relacionado con las matemdticas.

El programa de Leibniz era la construccién de un lenguaje universal, un cdlculo
general del razonamiento y una metodologia general. El aplicé con éxito métodos
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Logica matemdtica 7

matematicos para la interpretacion de la silogistica aristotélica, y su visién acerca
de lenguajes artificiales y la reduccién del razonamiento a célculos aritméticos
fructificé enel trabajo de Godel y en 1aemergencia de las ciencias computacionales.

Durante la segunda mitad del siglo XIX se gestaron los cimientos para el gran
desarrollo que la l6gica ha tenido desde entonces.

El matemdtico inglés George Boole publicé en 1854 un trabajo titulado An
Investigation into the Laws of Thought on Which are Founded the Mathematical
Theories of Logic and Probabilities. Con este trabajo se progresé considerable-
mente al continuar los intentos de Leibniz de un célculo algebraico para las leyes
del pensamiento. El dlgebra booleana tiene interpretaciones tanto en la 16gica
proposicional como en la de predicados.

El enfoque del matemético aleman Gottlob Frege era distinto. El estaba
interesado en el concepto de nimero. Pensaba que la nocién de niimero natural se
podia reducir a conceptos lgicos y que, por lo tanto, se podria demostrar que la
aritmética era una parte de la 16gica.

Una reduccién formal de la aritmética a la 16gica la dio Frege en Grundgesetze
der Arithmetik Begriffsschriftlich (1893).

Otro aspecto en el estudio de la l6gica y los fundamentos de la matemaética
empezd con la creacién de la teorfa de conjuntos por Georg Cantor, como una
nueva disciplina matematica.

La teorfa de Cantor no era deductiva, como la de Frege, sino que estaba, por
asi decirlo, en estado pre-axiomadtico. Para Cantor un conjunto era “una coleccién
de objetos distintos, definidos, de nuestra percepcion o nuestro pensamiento”. Un
conjunto estd determinado univocamente por sus elementos. Con estos conceptos
Cantor cre6 una de las teorias matematicas mds profundas y bellas, con la que dio
inicio el estudio de los llamados cardinales transfinitos.

En 1902 Bertrand Russell descubrié una paradoja que atacaba tanto al sistema
de Frege como al de Cantor. Es la llamada Paradoja de Russell que consiste en
definir el conjunto R cuyos elementos son precisamente todos los conjuntos que
no son elementos de si mismos. ;Es R un elemento de si mismo o no? Si lo fuera,
entonces, por definicidn, tendria que satisfacer la propiedad que lo define y por lo
tanto no seria elemento de si mismo. Pero si no es elemento de si mismo entonces
satisface la propiedad que define a R y en consecuencia serfa un elemento de R,
esto es, seria un elemento de si mismo. Esta es una contradiccién.

Laparadoja de Russell no era la inica paradoja que habia sido descubierta a fines
del siglo pasado y a principios de éste. Habia paradojas en teoria de conjuntos que
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8 1 Introduccién

involucraban el concepto de cardinalidad y habfa paradojas seménticas, algunas

que databan desde el tiempo de los griegos, como la paradoja del mentiroso y
algunas recién descubiertas.

Paradoja del Mentiroso. Un hombre dice: “Estoy mintiendo”. Si estd
mintiendo entonces lo que dice es verdadero y por lo tanto no est4 mintiendo.
Si no estd mintiendo, entonces lo que dice es verdadero, luego est4 mintiendo.

Paradoja de Berry (1906). Hay s6lo un nimero finito de silabas en espaiiol.
Por lo tanto hay sélo un nimero finito de expresiones en espafiol que tienen menos
de cuarenta sflabas. Hay, por tanto, s6lo un nimero finito de nimeros naturales
denotados por una expresién en espafiol con menos de cuarenta silabas. Sea k el
minimo niimero natural no denotado por una expresion en espariol de menos de
cuarenta silabas. La expresion en itdlicas denota a k y tiene menos de cuarenta
silabas.

Paradoja de Grelling (1908). Un adjetivo se llama autoldgico si la propiedad
denotada por el adjetivo es satisfecha por el adjetivo mismo. Un adjetivo es
heteroldgico sila propiedad denotada por el adjetivo no se aplica al adjetivo mismo.
Por ejemplo, “azul” es heterolégico mientras que “polisildbico” es autoldgico.
Considérese el adjetivo “heterolégico”. Si es heterol6gico entonces no satisface
la propiedad denotada por él mismo y por tanto no es heterolégico, si no es
heterolégico entonces satisface la propiedad denotada por él mismo y, por tanto,
es heterolégico.

El andlisis de las paradojas condujo a varias propuestas para eliminarlas. Las
tres propuestas principales, a principios de este siglo, fueron las siguientes:

1. La propuesta logicista

Encabezada por Bertrand Russell. A pesar de haber encontrado contradicciones
en la teoria de Frege, Russell sigui6 creyendo que la aritmética se podia derivar de
lalégica y que, en consecuencia, toda la matemética podria ser fundamentada en la
l6gica. En su intento por demostrar esto produjo, en colaboracién con Whitehead,
Principia Mathematica (1910-1913). Este trabajo se convirti6 pronto en un clésico
de la l6gica.

Con respecto a las paradojas, Russell argument6 que surgen de un circulo
vicioso que consistia en suponer totalidades ilegitimas. Not6 que la auto-referencia
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Légica matemdtica 9

estd presente en todas las paradojas y sugiri6 estratificar al lenguaje para evitar
que una expresion predique sobre si misma. Esta es la 1lamada teoria de tipos.

Esta teorfa influy6 mucho en Zermelo, quien en 1908, produjo una teoria
axiomdtica para la teoria de conjuntos de Cantor que eliminé todas las paradojas
conocidas de la teorfa.

2. La propuesta intuicionista

Un enfoque mds radical fue adoptado por Brouwer y su escuela intuicionista.
Ellos creian que la raiz de las paradojas estaba en el concepto del infinito, y que
el problema estaba en generalizar del caso finito al caso infinito. Para ellos no
tenfa sentido hablar de totalidades infinitas. También rechazaron la universalidad
de ciertas leyes légicas, como la ley del tercero excluso: P o no P. Heyting
hizo un estudio sistematico de los principios 16gicos clédsicos que los intuicionistas
aceptaban y esta escuela dio origen a un tipo de 16gica no-clasica conocida como
légica intuicionista.

3. La propuesta formalista

Es la propuesta del matemadtico aleman David Hilbert y su escuela. Hilbert estaba
tan interesado como Frege en el método axiomatico, pero, a diferencia de él, no le
daba ninguna importancia a la interpretacién de los simbolos de un formalismo.
Para €l la matemdtica era una coleccién de sistemas formales sin significado y
la tarea del matemadtico era demostrar que estos sistemas eran consistentes, es
decir, sin contradicciones. La disciplina que se ocuparia de la demostracién de la
consistencia de las teorias matemadticas no seria la matemética propiamente, sino
una nueva disciplina que él llamé metamatemdtica.

Su proyecto era, pues, el desarrollo de un sistema l6gico-matemético dentro del
cual estuvieran inmersas todas las mateméticas y que fuera consistente.

Este programa recibi6 un fuerte golpe a manos del matematico austriaco Kurt
Godel, quien en 1931 demostré que cualquier sistema formal lo suficientemente
fuerte como para contener a la aritmética o es incompleto (es decir, existen verdades
no demostrables en el sistema) o es inconsistente (i.e. contradictorio).

Pero aunque el trabajo de Godel destruyd el programa de Hilbert, ayudé al
desarrollo de un campo descuidado en matemaéticas: el de determinar qué métodos
son vélidos en la resolucién de problemas.
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10 1 Introduccion

Godel en ese trabajo desarrollé el concepto de funciones recursivas, las cuales
fueron posteriormente propuestas como la contraparte formal de 1a nocién vaga e
intuitiva de funcion calculable.

Otros matemdticos y légicos estaban tratando de hacer precisamente esto,
dar una respuesta satisfactoria a la pregunta sobre qué queremos decir cuando
afirmamos que una funcién es efectivamente calculable. De aqui surgieron varios
conceptos, aparte del de las funciones recursivas de Godel: las funciones A-
definibles de Church y las funciones Turing-computables de Turing.

En 1936, se demostré que todos estos conceptos, aunque superficialmente
diferentes, eran equivalentes.

Con la proliferacion de las computadoras, los estudios en légica y teoria de
algoritmos han adquirido nuevo impetu.

Originado por estudios para modelar el funcionamiento del cerebro, surgi6 el
concepto de autdmata; y posteriormente se hall6 su interrelacién con los lenguajes
formales. La versién mds general de automata es la mdquina de Turing.

De un tiempo a la fecha se han desarroliado otros vinculos con la 16gica dentro
del campo de la denominada inteligencia artificial, como son la demostracién
automdtica de teoremas, la programacion légica, etc.
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Capitulo 2

Preliminares de teoria de
conjuntos

Una falacia de ambigiiedad:

Si todo fuera expresable en la teoria de con-
juntos entonces el conjunto vacio tendria la
cualidad de omnipresencia, pues estd en todo
conjunto; de lo cual se sigue que Dios, siendo
el tnico Ser omnipresente, seria el vacio. Por
lo tanto, Dios no existe.

Cultura matematica popular

Este es un capitulo de referencia, cuyo objetivo es uniformizar terminologia y
notacién en todo el texto. Una exposicién intuitiva y detallada sobre estos temas
se puede leer en el libro de Halmos [Ha].

2.1 Definiciones basicas

Podemos pensar en los conjuntos como colecciones de objetos totalmente deter-
minadas por sus elementos. Generalmente denotaremos a los conjuntos con letras
mayusculas y a sus elementos con letras mintsculas.

La relacién bdsica es la de pertenencia. Si x es un elemento de un conjunto S
decimos que x pertenece a S y escribimos x € S. De no ser asi, escribimos x ¢ S.

11
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12 2 Preliminares de teoria de conjuntos

Dos conjuntos son iguales si y s6lo si tienen exactamente los mismos elementos.
Hay dos formas de describir a los conjuntos:

1. Por extensi6én. Dando una lista de todos los elementos del conjunto. Asi,

A = {s1, ..., S, } quiere decir que A es el conjunto cuyos elementos son s, . .
s, y s6lo ellos.

(R

2. Por comprehensién.  Dando una propiedad satisfecha por todos los elemen-
tos del conjunto y s6lo por ellos. Si P es una propiedad, A = {x : P(x)} quiere
decir que A es el conjunto de todos aquellos objetos que tienen la propiedad P.

Ejemplos:

a. ac€f{a}
b.  {x,y}={y,x}={x,xy}
{2,3,5} = {x : xesprimoy 1 < x < 7} = {x : x*~10x2+31x—30 = 0}.

Al conjunto que no tiene elementos se le conoce como conjunto vacio y se
denota por @. Una manera de definirlo por comprehensién es @ = {x : x # x}.

Definicién. Sean A y B dos conjuntos. Decimos que A estd contenido en
B o que A es un subconjunto de B si y s6lo si todo elemento de A es a su
vez un elemento de B. Notacién: A C B.

Proposicion 2.1. Para cualesquiera dos conjuntos Ay B se tiene que A = B si
ysolosiAC By B C A.

Notacién. Si A C B pero A no es igual a B entonces escribimos A C B,y
decimos que A es un subconjunto propio de B.

Proposicion 2.2. Sean A, B y C conjuntos arbitrarios. Entonces

1. g CA
2. ACA.
3. SiACByBCCentonces A CC.

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Auténoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccién de esta obra asi como la distribucion y venta fuera del &mbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



Légica matemdtica 13

Ejercicios
1. Demuestre la proposicién 2.1.

2. Demuestre la proposicién 2.2.

3.  Pruebe que el conjunto vacio es tnico.

2.2 Operaciones con conjuntos

Definicién. Si A es un conjunto entonces el conjunto potencia de A es el
conjunto #(A) = {X : X C A}. Es decir, que para toda X, X € #(A)siy
s6lo si X C A. En particular @ € #(A)y A € L(A).

Definicién. Sean A y B dos conjuntos arbitrarios. Se definen los siguientes
conjuntos:

AUB:={x:x€ Aox € B}(launibnde Ay B)
ANB :={x:x € Ayx € B} (laintersecciéon de Ay B).
A\ B:={x:x € Ay x ¢ B} (ladiferencia)

AAB := (AU B) \ (A N B) (1a diferencia simétrica)

En general, si & es una familia de conjuntos se definen | J # y (| & como:

U.@':: {x : x € Bparaalgin B € ¥}

ﬂg :={x : x € Bparatodo B € #}.
Definicién. Dos conjuntos A 'y B son ajenos siy sélosi A(|B = .

Muchas veces es conveniente introducir un conjunto fijo % tal que todo
conjunto considerado sea subconjunto de #. A este conjunto se le llama el
conjunto universal. Entonces se puede hablar del complemento de un conjunto A,
denotado por A€ o por A’, que es el conjunto de todos los elementos (de %) que
no pertenecen a A. Estoes, A’ = & \ A.
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14 2 Preliminares de teoria de conjuntos

Teorema 2.3. Sean A y B dos conjuntos contenidos en algin conjunto .
Entonces:

AUMBUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC (Asociatividad)

AUB=BUA, ANB=BNA (Conmutatividad)
AUMBNC)=(AUB)N(AUOC), N
AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (Distributividad)
A\B=ANB
AAu = A’
A =A (Idempotencia)
(AUBY =A'NB (De Morgan)
(ANBY =A"UB’ (De Morgan)
Demostracion.
Ejercicio para el lector. O

2.3 Relaciones

El par ordenado (a, b) se define como {{a}, {a,b}}. Paran € N, la n-ada
ordenada (ay, ..., ay—1, a,) == (a1, ..., a_1), a,) (aqui, (a;) se define como a;).
Esta definicién estd dada por recursion, véase seccién 2.5.

La definicién dada (usando el lenguaje de la teoria de conjuntos) se debe a
Kuratowski. Es posible dar otras definiciones, a condicién de que rescaten la idea
de sucesion ordenada, expresada en la proposicion siguiente.

Proposicion 2.4. (ai,...,a,) = (b1, ...,bp) siysolosiparatodai,1 <i <n,
se tiene que a; = b;.

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B, denotado A x B, es el
conjunto A X B := {(a,b) : a € Ayb € B}. A x A también se denota
por A2, También por recursién se puede definir, para n € N, el conjunto
A" :=A"1x A={(a1,...,an) 1 a1,...,a, € A}.

Definicién. Sean A y B dos conjuntos. Una relacion de A en B es un
subconjunto de A x B. Notacién: Si R es una relacién escribimos a Rb en
lugar de (a, b) € R.
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Légica matemdtica 15

Definicién. Si R es unarelacién de A en B el dominio de R es el conjunto
domR = {x € A : Jy € B((x,y) € R)}, el rango de R es el

conjunto rang R := {y € B : 3x € A((x,y) € R)} y el campo de R,
cam R := dom R Urang R.

Una relacion n-aria en un conjunto A es un subconjunto de A”.
Ejemplos:

. @ esunarelacion n-aria en A para todo A.

1

2 La identidad en A, I4 := {(x, x) : x € A} es una relaci6n binaria en A.
3. A" es una relacién n-aria en A.
4

. Las relaciones unarias en A son los subconjuntos de A.

Definiciones. Sea R una relaci6n binaria en A, decimos que R es:

a.  Reflexiva,siy s6lo si Va € A (aRa)

b.  Antirreflexiva, siy s6losiVa € A ((a,a) € R)

C. Simétrica, siy s6losiVa,b € A (aRb = bRa)

d. Antisimétrica, siy s6losiVa,b € A (aRbybRa = a =b)
e.  Transitiva, siy s6losiVa,b,c € A (aRbybRc = aRc)

f. Conexa, siy s6losiVa,b € A(aRbobRaoa = b).

Definicién. Sea A un conjunto. Un orden parcial en A es una relacién
reflexiva, antisimétrica y transitiva en A. Un orden total en A es un orden
parcial conexo. Notacién: <, o simplemente <.

Dado un orden parcial en A, <, podemos definir una relacién binaria < en A
comoa < bsiys6losia < bya #b. < esun orden estricto.

Los drdenes parciales pueden ser representados graficamente mediante drboles
(Figura 2.1).

El diagrama anterior representa un orden parcial en el conjunto A =
{a,b,c,d, e} tal que a es el elemento mdximo, d y ¢ son incomparables, b es
incomparable con d y c, pero es mayor que e y menor que a.
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16 2 Preliminares de teoria de conjuntos

Figura 2.1

Las ramas de un 4rbol representan 6rdenes totales, pues en una misma rama
todos los elementos son comparables entre si. Un orden total se representa como
un drbol con una sola rama.

Ejercicios

1.  Probar la proposicién 2.4, usando la definicién dada.
*2.  Analice la definicién siguiente de n-ada ordenada:

@, ....a,) :={{ar,....an}, {a1,...,ap1}, ..., {a1}}
= ({al, . ,a,,}, (al, ...,a,,_l))

3.  Definir un orden parcial pero no total en N, el conjunto de los nimeros
naturales.

4.  Definir seis relaciones binarias en alglin conjunto A de forma tal que
cada relacién satisfaga dnicamente una de las condiciones (a)—(f) de las
definiciones de la p4gina anterior.

Definicion. Una relacién binaria en un conjunto A es una relacidn de
equivalencia (releq) si y s6lo si es una relacién reflexiva, simétrica y
transitiva.

Definicién. Si A es un conjunto y R es una relacién de equivalencia en
A, para cada a € A definimos la clase de equivalencia de a bajo R ([a]g)
como el conjunto [a]g := {x € A: xRa}. Sia,b € A entonces aRbsiy
sélo si [a]R = [b]R
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Légica matemdtica 17

Las clases de equivalencia bajo R constituyen una particion de A, esto es:
1.  Cada clase de equivalencia es no vacfa.
2. Dos clases de equivalencia distintas son ajenas.
3.  Launibn de todas las clases de equivalencia es A.

Ejercicio
Probar esta tltima afirmacion.
Ejemplos:

1. Laidentidad en A es una releq en A. Cada clase de equivalencia contiene
un tinico elemento.

2. A x Aesunareleq en A, que tiene una sola clase de equivalencia, a saber,
todo A.

3. EnNlarelacién de congruencia médulo n es unareleq que tiene exactamente
n clases de equivalencia.

2.4 Funciones y cardinalidad

Definiciones. Sean A y B dos conjuntos. Una funcién f de A en B es una
relacién de A en B tal que dom f = A y para cada a € A existe un tnico
b € B tal que (a, b) € f. Notacién: f: A — B. Si(a, b) € f, escribimos
f(a)=b.

Si f:A — By g:B — C entonces se define la composicion de f y g,
go f:A — C por medio de laregla g o f(a) = g(f(a)), paraa € A.

Definicién. Una operacién n-aria sobre un conjunto A es una funcién de
A" en A.

Definiciones. Sea f: A — B una funcién. Entonces decimos que:

a. fesinyectivaol-1siysblosiVa;,a; € A(f(a1) = f(a2) = a1 = az)
b.  f es suprayectiva o sobre siy s6lo si Vb € B3da € A(f(a) =b)

c.  f esbiyectivasiy sélosi f esinyectiva y sobre.
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18 2 Preliminares de teoria de conjuntos

Si existe una funcién biyectiva entre A y B entonces los elementos de A estin
en correspondencia con los elementos de B de forma tal que a cada elemento de
A le corresponde uno de B y viceversa y por tanto tienen el “mismo nimero de
elementos”.

Definiciones. Se dice que dos conjuntos tienen la misma cardinalidad si 'y
s6lo si existe una funcién biyectiva entre ellos. Un conjunto A es finito si y
sblo siesvaciooexisten € Ntalque {1, ..., n} tiene la misma cardinalidad
que A. Un conjunto que no es finito es infinito.

No todos los conjuntos infinitos tienen la misma cardinalidad. Un conjunto es
numerable siy s6lo si es biyectable con N. Un conjunto es contable si y sélo si es
finito o numerable.

Ejemplos:

1. El conjunto de los enteros, Z, es numerable.
2. Q, el conjunto de los niimeros racionales es numerable.
3. R, el conjunto de los nimeros reales no es numerable.

Proposicién 2.5. La union de una familia numerable de conjuntos numerables
es numerable. Cf. [Ha].

Ejercicios
1. Probar que la composicién de funciones inyectivas (resp. suprayectivas,

biyectivas) es inyectiva (resp. suprayectiva, biyectiva).

2. Probar quesi A C By A es infinito entonces B es infinito.

2.5 Induccion matematica

A fines del siglo XIX, cuando se trataba de fundamentar la matemadtica por
medio de sistemas axiomaéticos, Giuseppe Peano (1858-1932) formul6 un sistema
axiomatico para los nimeros naturales. Los conceptos primitivos (es decir, no
definidos) de su teoria eran los siguientes: “conjunto”, “sucesor” y “pertenece a”.
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Légica matemdtica 19

Los 5 axiomas de Peano son los siguientes:

. 0esun nimero natural.!

0 no es el sucesor de ningtin niimero natural.

Todo niimero natural tiene un sucesor.

Dos niimeros naturales con el mismo sucesor son iguales.

N N FCR S R

Si S es un conjunto de niimeros naturales tal que el O pertenece a S y cada
vez que un niimero natural pertenece a S también su sucesor entonces S
contiene a todos los niimeros naturales.

El quinto axioma de Peano se conoce como el Principio de Induccién Mate-
mdtica, y puede expresarse de la siguiente manera:

Principio de induccion matemdtica

Sea N el conjunto de los nimeros naturales. Sea P una propiedad de nimeros
arbitraria y sea S = {n € N : P(n)}. Supongamos que:
i O0eSy

i) YVneN meS=n+1€0).
Entonces S = N.

El principio de induccién matemética proporciona un método para demostrar
que una propiedad P es satisfecha por todos los niimeros naturales. En efecto, si
queremos probar que todos los naturales satisfacen una cierta propiedad P basta
con probar:

(i) Que O satisface P. (Base inductiva)

(ii) Que cada vez que un niimero n satisface P también n + 1 satisface P. (Paso
inductivo)

Si definimos a § := {n € N : P(n)}, por el principio de induccién matemdtica
tendremos que S = N, esto es, todo nimero natural satisface P.

Cuando se estd demostrando algo por induccién, para probar (ii) se supone que
un nimero arbitrario n satisface P (ésta es la hipétesis de induccién o HI1.) y a
partir de esta suposicién se demuestra que n + 1 también satisface P.

De manera indistinta se puede tomar 0 0 1 como primer elemento, nosotros, por convencién,
elegiremos al 0.
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20 2 Preliminares de teoria de conjuntos

Ejemplo Probar que para todo n € N, n3 + 2n es divisible entre 3.
Base inductiva.

Tenemos que probar que la propiedad es satisfecha por 0, esto es, que 0> 4 2(0)
es divisible entre 3. Pero 0% + 2(0) = 0.

Paso inductivo.

Suponemos que la afirmacidn es verdadera para algin nimero natural arbitrario
m, esto es:

H.I. m3 + 2m es divisible entre 3.
A partir de esta hip6tesis tenemos que probar que (m + 1) + 2(m + 1) es
divisible entre 3.
m+1P+2m+1)=m>+3m> +3m+1+2m +2
=m?+2m+3m?+3m+3
=(m®+2m)+3m*> +m+1)

Por H.I. el primer sumando es divisible entre 3 y por tanto la propiedad es
verdadera para m + 1. Esto concluye la prueba. a

En l6gica se utiliza més otra versién del método de demostracién por induccién
matematica, que esta basado en el siguiente teorema.

Teorema 2.6. (Principio de Induccion Matemdtica Fuerte).

Sea S C N tal que:

(i)0e S

(ii) Para m € N arbitrario, si k € S para toda k < m entonces m € S.

Entonces S = N

Demostracion.

Supongamos que existe un conjunto S que satisface las hip6tesis del teorema
pero no la conclusién, es decir § C N. Entonces N \ S no es vacio. Sea m el
menor elemento de N\ S. Por (i), m > 0y ademés, sin < m entonces n € S (por
eleccién de m). La hipétesis (ii) implica que m € S. Esta contradiccién concluye
la prueba. |
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Nétese que el paso crucial en la demostracién anterior fue el hecho de asegurar
la existencia del menor elemento de N \ S a partir de que este dltimo conjunto es
no vacio. Esto se debe a que los naturales estan bien ordenados. De hecho, se
puede demostrar que el buen orden de N es equivalente al principio de induccién.
Ver [Ha] para una demostracién de esto.

Para probar que una propiedad es satisfecha por todos los nimeros naturales
usando el principio de induccién matemdtica fuerte se procede exactamente igual
que para demostraciones por induccién normal, la unica diferencia es que la
hipétesis de induccién en el paso inductivo es distinta:

H.I. Supongamos que toda k < m satisface P
A partir de H.I. se prueba que m satisface P.

El principio de induccién matemética también puede usarse para definir fun-
ciones con dominio N. Este tipo de definicién se llama por recursién.

Proposicion 2.7.  Si se quiere definir una funcién f con dominio N es suficiente
con:

1. Dar una regla para calcular f(0)y

2. Dar una regla para calcular f(n) en términos de { f(m) : m < n}. [ ]

Nota: El principio de induccién enunciado en esta seccién puede ser modificado
para demostrar que una propiedad P es satisfecha por todo nimero natural mayor
oigual auncierton € N. Para hacer esto basta probar, como base de la induccién,
que n satisface a P.

A lo largo del texto se encontrardn muchos ejemplos de demostraciones por
induccién y definiciones por recursidn.

Ejercicios

1. Enel Teorema 2.6 la hip6tesis (i) es innecesaria. ;Por qué?
2.  (Qué estd mal en la prueba siguiente?
(i) O es un ndmero interesante;

(ii) Supongamos que n es un nimero interesante, entonces n + 1 también
lo es; pues en caso contrario, éste serfa el primer nimero que no es
interesante, lo cual lo convertiria en un niimero realmente interesante.
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22 2 Preliminares de teoria de conjuntos

Por tanto, por el principio de induccién matemética, “todos los niimeros
naturales son interesantes”.

3. Demuestre que cada ser humano es un descendiente de Ad4n y Eva. Para
esto, use induccién matemdtica fuerte y especifique qué se entiende por
la relacién de “descendencia” sobre la raza humana. (Sugerencia: defina
cldusulas para descendencia, como “todos, excepto Adén y Eva, tienen
padres”, etc.; y asigne un rango a cada persona).

4.  Pruebe por induccién matemética que paratodo n € N, n* —4n? es divisible
entre 3.
5.  {Qué estd mal en la prueba siguiente?
Teorema. Paratodon € N,a" = 1.

Prueba. Denotemos con h(k) a la expresion: “sin < k,a" =1
Base inductiva: parak = 0,a% = 1.
Paso inductivo: Supongamos que la afirmacién es valida para un k € N.
Entonces,
ak+1=a"><a"‘1 _Ix1 _

a-2 1 !
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Capitulo 3
Lenguajes y sistemas formales

Una interrogante de la mayor importancia serd
el que si es tedricamente posible igualar el nivel
de nuestras capacidades mentales, a través del
empleo de algiin sistema formal.

Douglas R. Hofstadter

3.1 Introduccion

La l6gica matemdtica moderna tiene sus origenes en el suefio de Leibniz de
un célculo simbélico universal que comprehendiera toda la actividad mental de
naturaleza légica rigurosa, en particular todas las matematicas. Para Leibniz, este
calculo simbélico universal seria una ciencia limitada inicamente por la necesidad
de obedecer las leyes de la 16gica. Esta ciencia general proveeria, antes que nada,
un lenguaje racional universal que se adaptaria al pensamiento. Sus conceptos,
simplificados en conceptos primitivos y distintos, se podrian combinar de una
manera casi mecdnica. También pensé que un simbolismo seria necesario para
evitar que la mente se confundiera. Este suefio fue demasiado ambicioso para que
Leibniz lo realizara. Sin embargo, Boole, Frege, Peano, Russell, Hilbert, Skolem,
Tarski y otros, con métodos abstractos més poderosos y motivados, algunos de
ellos, por problemas en los fundamentos de la matematica, lograron realizar una
parte significativa del suefio de Leibniz.

Durante muchos siglos los Elementos de Euclides fueron considerados como
el paradigma del pensamiento riguroso en matemadticas. Euclides intent6 derivar

23
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24 3 Lenguajes y sistemas formales

todos los teoremas conocidos de la geometria a partir de un mimero relativamente
pequefio de nociones comunes (proposiciones fundamentales verdaderas para
todas las ciencias) y postulados (proposiciones geométricas evidentes). Y si bien
es cierto que no logré cabalmente su propésito, pues en algunos lugares supuso
proposiciones que no estaban entre los postulados ni se seguian de ellos, su intento
fue magistral y los Elementos quedaron como el mejor ejemplo de un sistema
deductivo.

Cuando surgié el problema de la fundamentacién de la matemética a fines
del siglo pasado y principios de éste, el ideal de muchos matemaéticos fue el
de reescribir todas las teorias matematicas conocidas como sistemas deductivos,
siguiendo el ejemplo de los Elementos. Muchos matematicos empezaron a
reconsiderar la relacion entre la matemética y la 16gica, y algunos de ellos incluso
llegaron a sugerir que la matemética se podria fundamentar en lalégica. Fue a partir
de esta idea que la 16gica simbdlica fue desarrollada como un sistema deductivo
por Russell y Whitehead (Principia Mathematica), principalmente. La 16gica
matemdtica fue, pues, en un principio un modelo matemadtico del pensamiento
deductivo. Pero, al igual que muchas disciplinas, ha crecido més alld de las
circunstancias de su nacimiento.

3.2 Lenguajes formales

La matemdtica siempre ha utilizado simbolos particulares para expresar sus
resultados: + para representar a la suma, | para la integral, € para denotar
la pertenencia a un conjunto, etc. Este lenguaje particular de la matemdtica
es un lenguaje semiformalizado, que toma de los lenguajes naturales (como el
espafiol o el inglés) lo que necesita y agrega simbolos para hacer los resultados
més precisos. Pero estos simbolos tienen “reglas gramaticales” precisas, de
tal modo que “3 + 4 = 7” es una expresién que tiene sentido, mientras que
“++4+ = 8-—"nolotiene. En el intento de formalizar la 16gica se estudiaron estos
lenguajes semiformalizados de la matemética y surgié el concepto de lenguaje
formal. Un lenguaje formal estd dado por un conjunto de simbolos que se
combinan entre si para formar expresiones bien formadas mediante reglas de
Sformacion especificadas de antemano. Las expresiones bien formadas son todas
las expresiones “gramaticalmente correctas” del lenguaje formal.
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Légica matemdtica 25

Hay muchos lenguajes formales, cada uno con simbolos y reglas de formacién
distintos. Cada teorfa matemética requiere de un lenguaje formal propio, con
simbolos adecuados para expresar los teoremas de la teoria. Pero es importante
notar que los simbolos de un lenguaje formal carecen de significado. Se les
puede asignar un significado, si se quiere, pero no tienen ningin significado
fijo de antemano. Las manipulaciones de simbolos para formar expresiones bien
formadas son puramente mecénicas.

La l6gica matemdtica se dedica, entre otras cosas, al estudio de los lenguajes
formales. Para estudiarlos y hablar sobre ellos se requiere, evidentemente, de un
metalenguaje, que puede ser el espaiiol o algin lenguaje semiformalizado (véase
seccién 1.3).

En los capitulos siguientes tendremos oportunidad de estudiar varios lenguajes
formales, algunos capaces de formalizar el pensamiento deductivo. Por el
momento nos conformaremos con dar un ejemplo de un lenguaje formal sencillo
al que llamaremos %y (cf. [Ho]).

Ejemplo.

Simbolos de %y: las letras M, I, U.

Reglas de formacién de %y:

Sélo una regla, R: Toda sucesién finita de simbolos de %, es una expresion
bien formada de %y.

Con estos dos elementos, los simbolos y la regla de formacién, tenemos

perfectamente definido a %,. Como ejemplos de expresiones bien formadas de
%, tenemos:

vuvuu, U, I, M, MII, MIU, MUU, etc.

Evidentemente, éste es un lenguaje formal que no parece tener mucha utilidad
para estudiar estructuras matematicas, pero es un lenguaje formal bien definido.

O

Supongamos ahora que deseamos buscar expresiones que puedan representar
integrales de funciones.

Ejemplo. Consideremos el alfabeto «# = {[,a, f,x,d,),(, o}. Entonces las
reglas siguientes nos permiten obtener expresiones bien formadas (ebf) sobre .«Z,
que de ser interpretadas tendrédn sentido para nosotros:
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26 3 Lenguajes y sistemas formales

R1: [xdxy [ f(x)dx sonebf’s.

R2: Sia! es una ebf, entonces [ & dx es una ebf.

R3: Si o es una ebf, entonces [ acdx y a [ o dx son ebf’s.

R4: Sia es una ebf, entonces [ f oadxy [ f(a)dx son ebf’s.
RS5: Sélo son ebf’s aquéllas construidas con base en R1-R4.

Asi, serdn expresiones bien formadas las siguientes:

a) [ f(x)dx

b) [ [ f(x)dxdx
oa/f [ f(x)dxdx

d) [ ([ x dx)dx, etcétera.

Pero no lo serdn las expresiones: ) f [(dxa, [ f(x)d,dx [ [ [)af, etcétera.
O

A partir de estos ejemplos procedemos a dar una definicién de un lenguaje
formal en general.

Definicién. Un alfabeto ¢ es un conjunto contable de simbolos.

Definiciéon. Una expresidn es cualquier sucesion finita de simbolos cons-
truida sobre un alfabeto .«¢, incluyendo a la palabra vacia, A. Asi, si
o* = {expresiones sobre &}, £* = |J;cn ', donde &' = X ... X A
(i veces) y 0 = {A}.2

E.g.,si = {a, b}, entonces /> = {aa, ba, ab, bb}, etc.

Definicién. Un lenguaje formal £ es una pareja ordenada (#, &), donde
£ es un alfabeto y & C .« es el conjunto de expresiones bien formadas
(ebf) sobre ..

10bserve que a no es un simbolo del lenguaje, sino del metalenguaje.
2En este caso, por simplicidad, se identifica la pareja ordenada (a, b) con ab.
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3.3 Calculos asociativos y el problema de las
palabras

La primera impresién, de plantear un lenguaje formal para el que toda cadena
de simbolos de su alfabeto sea “gramaticalmente correcta” (i.e., una ebf), puede
parecer un tanto ocioso (e.g., el lenguaje dado por %y). En esta seccidn,
consideramos precisamente “sistemas” cuyos lenguajes formales son de este tenor
trivial. Estos sistemas constituyen cdlculos dado que estdn provistos de ciertas
reglas que permiten obtener “nuevas expresiones” a partir de expresiones dadas
de antemano. La razén para estudiar estos célculos surgié de la necesidad de dar
precisién al concepto intuitivo y vago de algoritmo. Originalmente planteado por
Thue (1914), el problema de las palabras se convirti en el punto de partida por
medio del cual varios matematicos (Markov, Post y Novikov) se abocaron a esta
tarea de formalizar lo que significa un algoritmo. Desde una perspectiva intuitiva,
un algoritmo es un procedimiento mediante el cual obtener una solucién a un
problema especifico partiendo de un conjunto de datos (entradas) y a través de un
nimero finito y determinado de pasos>. Esta nocién de algoritmo es satisfactoria
si lo que se pretende es dar una respuesta positiva a si determinado problema
es soluble algoritmicamente. Para el caso, basta con exhibir un algoritmo que
lo resuelva. Sin embargo, cuando no exista tal procedimiento, esta versién no
es adecuada y se requiere de una definicién formal. Esto es, porque dar una
respuesta negativa significa, no sélo que no se ha hallado el algoritmo que resuelve
el problema sino, jque jamds podra encontrarse, pues no existe tal algoritmo!

En esta seccidn, si consideramos un lenguaje formal £, éste constard de un
alfabeto finito .« y el conjunto de sus expresiones bien formadas serdn todas las
expresiones construidas a partir de ., i.e., & = £*. Por tanto, podemos obviar
al lenguaje formal & y hablar sélo del conjunto generado sobre su alfabeto, .«£*.
A las cadenas de simbolos de .« las denominamos palabras.

Definicién. Si una palabra « es parte de una palabra B, i.e., la sucesién de
signos de & es una subsucesién de la sucesién 8, decimos que en 8 hay una
ocurrencia de .

*En contrapartida, un procedimiento que pueda llevar a una solucién de un problema, pero
sin garantia de que la halle (termine) se denomina heuristico

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Auténoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccién de esta obra asi como la distribucion y venta fuera del &mbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



28 3 Lenguajes y sistemas formales

Las reglas para las transformaciones de una palabra dada en otra se dardn
mediante las siguientes sustituciones, que se llaman sustituciones admisibles.

Definicion. Sean o, 8 y y tres palabras de .«£*. La sustitucion dirigida
(denotada) @ — B en la palabra y consiste en sustituir con 8 alguna de las
ocurrencias de « en y (siempre y cuando « ocurra en y). La sustitucién no
dirigida (o simplemente sustitucién) « — f en y consiste en sustituir o
por una ocurrencia de 8 en y o viceversa.

Ejemplo. Consideremos el alfabeto .4 = {a, b, c}. La sustitucién ac — bac
podemos aplicarla a la palabra bbaccb de varias maneras:

1. bbac cb — bb bac cb
2. bbaccb — bacch

y de éstas, segundas aplicaciones darén:

3. bbbaccb — bbb bac cb
4. baccb — accbh

respectivamente, etc. No asi la palabra ccba, que no admite aplicacién alguna de
esta regla. O

Definicion. Un cdlculo asociativo es un conjunto «* formado con todas
las palabras sobre un alfabeto ., provisto de alguna coleccién finita de
sustituciones admisibles.

A continuacién, ilustraremos en qué consiste el problema de las palabras.

Definicién. Dos palabras « y B sobre . se denominan adyacentes si
pueden transformarse una en la otra aplicando una sola sustitucién admisible.

Definicién. Una cadena deductiva de palabras de «; hasta ¢, 1o constituye
toda sucesion de la forma:

1,02, ...,0,
tal que «; es adyacente a ot; ), parai = 1,...,n — 1.

Definicién. Dos palabras o y B son equivalentes si y s6lo si existe una
cadena deductiva con la propiedad de que oy = a y a0, = B. Notaci6n:

o~ B.
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Teorema 3.1. La relacion definida por la equivalencia entre palabras es, en
efecto, una relacion de equivalencia. ]

Para realizar un célculo deductivo es de particular interés el resultado siguiente.

Teorema 3.2. Sea 8 ~ y; entonces si B ocurre en una palabra n, al aplicar
en 1 la sustitucion B — y se obtiene una palabra equivalente a 7.

Demostracion.

Sea 7 la palabra aBw (donde o y w pueden ser vacias, y si ambas lo son, el
resultado es trivial), y probaremos que es equivalente a ay w.
Como B ~ y, existe una cadena deductiva:

ﬂ=ﬂ1’521'~-15n=y'

Consideremos ahora la sucesion:

afio, afo,...,afw

la cual es evidentemente una cadena deductiva (dado que cualesquiera dos
palabras consecutivas son adyacentes) que parte desde m = afw hasta la palabra
transformada oy w, que es equivalente a . ]

Del ejemplo anterior, tenemos que accb ~ bbbbacch, mientras que la palabra
ccba no tiene ninguna otra palabra equivalente a ella, siendo asi el Gnico elemento
de su clase de equivalencia.

De esta forma, dado un célculo asociativo podemos plantear su problema de

equivalencia de palabras o, como es usualmente denominado, problema de las
palabras:

(PP) Dada una pareja de palabras cualquiera en el cdlculo, determinar si son
0 no equivalentes.

Para un célculo existe un conjunto infinito de palabras posibles, y, por ende,
toda una gama infinita de problemas de esta indole. La solucién del PP se presenta
en la forma de un algoritmo que decide la equivalencia o no de cualquier pareja
de palabras.
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Bajo la apariencia de ser un acertijo artificial (jtal vez sea mds interesante
resolver un crucigrama o ver T.V.!) y de que resolverlo carezca de importancia,
segtin Trakhtenbrot [Tr], “nada mds lejos de la verdad —el problema es bastante
comiin y tiene importancia tanto tedrica como prdctica, que justifica por completo
el esfuerzo desarrollado para hallar un algoritmo™.

Para algunos célculos asociativos es posible dar con un algoritmo que resuelva
su PP asociado. Para ello, una técnica radica en construir un algoritmo auxiliar:
el algoritmo de reduccion. Este consiste en transformar cualquier palabra en
una palabra equivalente de una forma particular: su palabra reducida, mediante
aplicaciones de una coleccién ordenada de sustituciones dirigidas. De tal manera,
se tiene que para o, una palabra arbitraria dada, se le aplica la primera sustitucién
de la coleccién, al resultado (que puede ser & misma, si no fue posible aplicarle
esta sustitucién), se procede con la segunda sustitucién, etc. Eventualmente, se
obtendré una palabra a la cual ninguna de las sustituciones resulta aplicable: es la
palabra reducida. Asi, y permitiendo ahora que las sustituciones sean no dirigidas,
tendremos que dos palabras serdn equivalentes si y sélo si tienen la misma palabra
reducida, haciendo ésta las veces de representante de la clase de equivalencia. Para
que este procedimiento sea vélido, s6lo restaria probar que, en efecto, las palabras
reducidas no son equivalentes. De [Tr], tenemos el célculo asociativo siguiente,
cuyo PP asociado se puede resolver via el algoritmo recién expuesto.

Ejemplo. Consideremos el cilculo asociativo con alfabeto .« = {a, b, c} y cuyas
sustituciones admisibles son:

()b — acc (B)aa — A
(2) ca — accc @) cccc — A

donde A representa la palabra vacia.
De tomar las sustituciones dirigidas (leidas de izquierda a derecha) a partir de
(1)—(4), resultan como tnicas palabras reducidas las ocho siguientes:

A, c,cc,cec,a,ac,acc 'y accc.
de las cuales, ninguna pareja es equivalente. a

Lo interesante de este ejemplo en particular, reside en que si le afiadimos
la operacién de concatenacién entre palabras puede darsele una interpretacién
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geométrica en términos de automorfismos* sobre un cuadrado. Aquf los simbolos
adquieren los siguientes significados:

A — identidad
a < reflexion sobre un eje vertical que pasa por 0.
b «—— reflexion sobre un eje horizontal que pasa por 0.

¢ +—— rotacion de 90° en torno a 0 en sentido antihorario.

donde, O es el centro del cuadrado en cuestién.

De esta manera, la concatenacién viene a ser un producto (composicion)
entre estas transformaciones sobre el cuadrado, operacién que, aunque no resulta
conmutativa, provee al célculo asociativo de la estructura algebraica de grupo,
facilitando asi la decisi6n sobre su PP (cf. [Tr]-[Se]).

Una manera alterna (y a la vez equivalente, [Po]-[K11]) de resolver un
problema de palabras es seleccionando un conjunto determinado de palabras, a
las cuales se les denominard axiomas, y limitar la aplicabilidad a sustituciones
dirigidas admisibles, cuya coleccién se denomina diccionario, a actuar sobre
este conjunto de axiomas. El objetivo es caracterizar las palabras producidas
a partir de los axiomas. Este enfoque fue el adoptado por Post para abordar el
PP, mientras que el de los célculos asociativos se debe a Markov. Los resultados
de estos dos matemadticos, via una necesaria precision del concepto de algoritmo,
condujeron a que el PP (o en términos mas técnicos, el problema de las palabras
para semigrupos) “es irresoluble; de hecho existen un alfabeto particular y un
diccionario de tal forma que no existe algoritmo alguno para decidir si dadas dos
palabras (formadas sobre el alfabeto) son equivalentes (por ese diccionario)™
Por consiguiente, el problema general es irresoluble.

Un ejemplo sencillo para ilustrar un sistema de produccién de Post (que
asi se llaman estos sistemas) viene presentado en [Ho]® Este sistema tiene por
alfabeto al conjunto {M, I, U}, su tinico axioma es la palabra M I, y contempla 4
sustituciones o reglas de produccion:

Rl: ¢ — alU
R2: Ma — Ma«a

*Transformaciones geométricas que transforman al cuadrado en si mismo.
5Cita de Kleene [K11]

®Bajo 1a forma de un acertijo con fin de motivar los temas siguientes de su libro.
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R3: alllw — aUw
R4: aUUw — aAw = aw

El acertijo que propone el autor es ”; Puede usted producir MUT"
Ejercicios

1.  Pruebe el Teorema 3.1.

2.  Resuelva el problema de palabras para el cilculo asociativo con alfabeto
« = {a, b} y sustituciones admisibles: bb — a y bbb — A.

*3.  Resuelva el problema de palabras para el célculo asociativo con alfabeto
« = {a, b, c} y sustituciones admisibles:

b —acc (3)aa —A
(2) ca — accc (4) cccc — A

4. Considere el sistema de produccién de Post dado arriba. Verifique si se
pueden producir las palabras: a. UIIMI, b. MIIUIIU, c. MUIU,
d MIUIIL.

3.4 Sistemas formales

Como dijimos anteriormente, la tarea de reescribir las teorias matemaéticas como
teorias deductivas fue muy importante a principios de siglo. En esta tarea nos
pueden ayudar los lenguajes formales. Dado un lenguaje formal, con sus simbolos,
reglas y expresiones bien formadas, podemos empezar a construir teorias formales
en ese lenguaje. Para obtener una teoria formal en un lenguaje formal dado
se seleccionan, de entre las expresiones del lenguaje, algunas que serdn los
axiomas. Se especifican también las llamadas reglas de inferencia, que nos
permiten deducir ebf’s nuevas a partir de ebf’s anteriores. A las ebf’s asf deducidas
se les denomina teoremas. Dicho de manera més breve, una teorfa formal J para
un lenguaje formal £ est4 dada cuando se especifican los axiomas y las reglas de

"Se invita al lector leer simultineamente el libro de [Ho] con el presente texto.
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inferencia. Intuitivamente, los axiomas representan enunciados cuya verdad no
se cuestiona; y las reglas de inferencia representan maneras correctas de inferir
nuevas afirmaciones de afirmaciones que ya se tienen. Pero debe quedar claro que
esto es s6lo una ayuda heuristica, que los simbolos del lenguaje formal carecen
de significado en si, y por lo tanto los teoremas de una teoria formal, también
carecerdn de significado, serdn férmulas a las que llegamos por medio de una
manipulacién mecénica de simbolos.

Las teorias formales también son objeto de estudio de la l6gica. Veremos
en capitulos siguientes que es posible construir teorfas formales, relativamente
simples, que rescaten el pensamiento deductivo.

Como un primer ejemplo de una teoria formal contamos con el sistema de
produccién de Post, M1U, descrito en la seccién anterior. De esta teoria formal
ya mencionamos que su lenguaje es trivial al considerar como ebf’s a todas las
expresiones sobre {M, I, U}.

Definicién. Una teoria o sistema formal es una estructura matemaética
definida por la tema (2, ., 92), donde

i) £ = (A, &), es el lenguaje formal sobre £, con & = {expresiones
bien formadas};
(i) . C &, es llamado el conjunto de axiomas del sistema; y

(ili) 4R, es la coleccién de reglas de inferencia (derivacion, deduccién o
produccidn).

A continuacién presentaremos otros sistemas formales relativamente sencillos,
para los cuales sus lenguajes formales no son triviales.

Ejemplos:

1.  El sistema formal %,, (debido a [Ho]). Consideremos a , 8, y como
cadenas que constan s6lo de guiones. Ellenguaje formal £ = (£, &), donde
& = {—, p,q} y & estd constituido con todas las expresiones generadas
por la regla de formacién siguiente:
RF: Las ebf’s son las expresiones de la forma apBqy.

Aqui tenemos un tnico axioma:
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Al ap —qa—;
y una tnica regla de inferencia:
RI: Si apBqy es un teorema en %,,, entonces apf — qy — €s un teorema en
Fg-
Pq

Una interpretacién para %,, viene dada mediante las asignaciones a sus
simbolos:
p «— la operacion de suma : +

q «— la relacion de igualdad
— «— uno

—— «—— dos

En otras palabras, el sistema formal .%,, jsimplemente nos ensefia a sumar!

2. Elsistema formal &, (de Hofstadter [Ho]). De nueva cuenta, consideremos
que o, By y son cadenas que constan exclusivamente de guiones. Como
lenguaje formal tenemos a & = («, &), donde.«# = {—,1,q} y & se genera
mediante la regla de formacién:

RF: Las ebf’s son las expresiones de la forma azBqy.
Su tnico axioma es:

Aot —qa

y a manera de regla de inferencia:

RI: Si atBqy es un teorema en %,, entonces ot — gy« €s un teorema en
Hiq-

Bajo la interpretacién de los simbolos:

t «— la operacion de multiplicacion :
q <« la relacion de igualdad
— «— uno

—— «— dos

tenemos que con este sistema formal, #,, se ha aprehendido, y el lector con
su uso habré aprendido, el concepto de multiplicacién.
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3. Consideremos ahora un sistema formal (debido a Quine [Qu]) para repre-
sentar a la resta. El lenguaje formal consta del alfabeto .« formado con:

i las letras con o sin subindices: x, y, z,..., x1, ¥1, 21,... Las
denominamos variables.

ii.  los simbolos: — , &~

iii.  paréntesis: ), (

y el conjunto de expresiones & se genera de la manera siguiente:

RF1: toda variable es ebf;

RF2: Si « y B son ebf’s, asi también lo son:

L (@-B)

ii. a=x§p

RF3: Algo es ebf si y sélo si se generé usando RF1 o RF2.

Ahora se requieren de dos axiomas:

Al:x=x—-( -y

ALix—(y—-2)=rz—(y—x)

y de dos reglas de inferencia:

RI1: Si o es un teorema y B es el resultado de reemplazar una o varias
ocurrencias de alguna variable en o por una ebf obtenida por RF1 y RF2i),
entonces S es un teorema.

RI2: Si « es un teorema y B es el resultado de reemplazar el lado derecho
de «a por el lado izquierdo de «, entonces B es un teorema.

E.g., Aplicando RI1, con x — (z — x), y — z, a Al, obtenemos:
Z=-x)=(z—x)—(z—-2)

Mientras que una aplicacién de RI2 sobre A1, sustituyendo su lado derecho
por el izquierdo, produce el teorema:

XX

Este sistema resulta més fuerte que el .%,, al poderse representar x + y mediante
la expresién x — ((y — y) — y). 0
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Una propiedad interesante que posee este tiltimo sistema es que toda ecuacién
que pueda ser representada en su lenguaje y que sea verdadera bajo la interpretacion
resulta deducible en €l. En este sentido, el sistema se dice que es completo [Qu].

Posteriormente volveremos a tratar con mayor amplitud esta propiedad de un
sistema formal, la completud, en lo que respecta a la 16gica. La completud viene a
ser asi una medida del grado de aprehension de un sistema formal para representar
el conocimiento motivo de su creacién.

Otra propiedad importante a cuestionar sobre un sistema formal es la de su
decidibilidad.

Definicion. Decimos que un sistema formal & es decidible si y sélo si
existe un procedimiento efectivo (algoritmo) que decide en un nimero finito
de pasos si una ebf es un teorema o no en &.

Muchos sistemas formales en mateméticas son indecidibles: el problema de las
palabras, el problema de la identidad en teoria de grupos, la 16gica de predicados,
la aritmética formal, etc. Lo interesante del problema de las palabras reside en
que fue el primer sistema formal fuera del &mbito de la 16gica cuya indecidibilidad
se probd. En su oportunidad (Capitulo 6) analizaremos éste y otros temas afines
dentro del contexto de la 16gica proposicional.

Ejercicio

Con base en el sistema formal para la resta, demuestre que:

a z—xx(y—-x)—(-2)

b. x-y=(@E-2)—-p—-x)

¢. x+y=y-+x (el simbolo”+” no es del lenguaje, s6lo es abreviatura).
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Capitulo 4

Laégica proposicional:
enfoque semantico

Investigar las leyes fundamentales de las ope-
raciones de la mente mediante las cuales el
razonamiento es desempefiado, dar expresion
de ellas en el lenguaje simbdlico de un Cdlculo,
y bajo este fundamento establecer la ciencia de
la Légica y construir su método.

George Boole

4.1 Introduccion

En este capitulo vamos a estudiar un lenguaje formal como los definidos en la
seccién precedente. Vamos a dar la lista de sus simbolos, sus reglas de formacién
y hemos de construir una teoria formal para ese lenguaje. También vamos a dar una
interpretaci6n para sus simbolos que nos ayudar4 para estudiar este lenguaje desde
un punto de vista distinto al sintdctico, en el cual se estudian axiomas y reglas de
inferencia. Este otro punto de vista es el llamado enfoque semdntico, que es muy
importante cuando uno estudia formalizaciones de teorias matematicas.

Como hemos dicho anteriormente, un lenguaje formal puede ser estudiado como
objeto abstracto, sin asignarle ningtin significado a los simbolos, y estudiando a
las teorias formales como sucesiones de expresiones de un lenguaje que obedecen
ciertas reglas. Sin embargo, cuando se utilizan los lenguajes formales para

37
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reescribir teorfas matemadticas o de otro tipo, es conveniente construir un lenguaje
formal que pueda ser interpretado de tal forma que sus férmulas bien formadas
expresen los enunciados de la teorfa original. Asi, un lenguaje formal tendra
una doble dimensién: la puramente sintactica, sin significado, pero cuyo estudio
nos proporciona més elementos para conocer a la teoria original; y la dimensién
semdntica, en la cual se tiene en mente el significado que se pretende dar a los
simbolos, y cuyo estudio determina, de alguna manera, la teorfa formal que se
construird en el lenguaje formal dado. Estos dos enfoques se complementan y se
enriquecen mutuamente, como se vera en éste y el siguiente capitulo.

Recordemos que nuestro objetivo es la construccién de un modelo formal del
pensamiento deductivo. El modelo que presentaremos en este capitulo es un primer
intento, no rescata totalmente el pensamiento deductivo humano, pero tiene las
caracteristicas esenciales de modelos mds sofisticados y es facil de manejar, por
eso lo presentaremos con cierto detalle.

Una buena manera de definir a la 16gica es definirla como el estudio o andlisis
de los métodos correctos de razonamiento. El razonamiento deductivo se presenta
en forma de argumentos: listas de proposiciones relacionadas de tal manera que
la dltima, llamada conclusién del argumento se sigue de las anteriores, llamadas
premisas del argumento. A un légico no le interesa si las premisas o conclusién de
un argumento son verdaderas o no, lo importante para un légico es si la verdad de
la conclusién se sigue de la verdad de las premisas. De modo que para un lgico
los siguientes dos argumentos son correctos:

(1) Todos los hombres son mortales
Sdcrates es hombre
Luego, Sécrates es mortal.

(2) Todos los niimeros son verdes
El 5 es un niimero
Luego, el 5 es verde.

El argumento (2) es correcto aun cuando su conclusién sea falsa, pues si
ambas premisas fueran verdaderas, estariamos obligados a aceptar la verdad de la
conclusion.

Antes de continuar es conveniente detenernos a pensar en lo que generalmente
se entiende por “proposicién”. Una proposicién es lo que se dice de algo. Lo
esencial de una proposicién es que expresa algo que puede ser verdadero o falso.
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Si consideramos la siguiente expresion en espafiol:
“Asomate, luz de mis ojos, para admirar tu belleza”

vemos que no le podemos asignar un valor de verdad, no tiene sentido afirmar que
sea verdadera o falsa. Sin embargo, consideremos la siguiente expresién:

“Meéxico es la capital de China”

ésta es una oracion de la cual podemos afirmar que es falsa, por tanto es una
proposicién.

Ejercicio

Determine si las oraciones siguientes son proposiciones o no:

i Si una funcién es continua, entonces es derivable.

ii. = Todo ser de nariz larga es Pinocho.

ili. En un lugar de la Mancha, de cuyo nombre no quiero acordarme.
iv.  Rob6, huyé y lo pescaron.

V. Yo miento.

vi. Esta oracién es falsa.

4.2 Lenguaje formal de proposiciones

Las proposiciones pueden ser combinadas entre si para obtener nuevas proposi-
ciones. Asi, si A es una proposicién, No A también lo serd; y si A y B son
dos proposiciones, podemos combinarlas de muchas maneras para formar nuevas
proposiciones, por ejemplo:

AyB

AynoB

Si A entonces B

Ni A, ni B

AoB
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Definiremos a continuacién un lenguaje formal que nos servir4 para el an4lisis
de ciertos tipos de argumentaciones correctas. A este lenguaje lo llamaremos %,
y consta de los siguientes simbolos:

1) Letras maydsculas del alfabeto, con o sin subindices:

AaB’Cy---1A11Blicla---1A21B21C21---1AruBn;Cn’---

A estos simbolos les llamamos letras proposicionales.
2) WAV, e
A estos simbolos les llamamos conectivos ldgicos.

3) Paréntesis: ), (. Siendo éstos simbolos de puntuacién.

Todos estos simbolos pueden combinarse para formar expresiones del lenguaje

%. Una expresion de %, es una sucesion finita de simbolos de %,. Como ejemplos
de expresiones, tenemos:

Ay, A1A2A;, -Ay, P Q),(P & Q)

Las reglas de formaci6n para este lenguaje determinaran cuéles expresiones son
férmulas bien formadas de %,. Antes de dar estas reglas serfa conveniente
recordar que este lenguaje se estd definiendo para dar un modelo de cierto tipo
de argumentaciones, de forma tal que las férmulas bien formadas “representen”
proposiciones. Las letras proposicionales representan proposiciones arbitrarias
y los conectivos serdn utilizados para obtener proposiciones mas complejas. El
significado de los conectivos es el siguiente:

- no
AN
\% o
= implica
& es equivalente a
Esto es, ~A, representard a la negacién de la proposicion representada por A.

Como en el estudio de la16gica no nos interesa lo que las proposiciones dicen en
sf, sino c6mo se relacionan unas con otras, no asignaremos un significado especifico
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a las letras proposicionales, s6lo pensaremos en ellas como proposiciones que
pueden ser verdaderas o falsas.

Lasreglas de formacién paralas férmulas bien formadas, con esta interpretacién
en mente, son naturales:

1) Toda letra proposicional es una f6rmula bien formada.

2) Si ¢ y ¢ son férmulas bien formadas arbitrarias, también lo son las
siguientes expresiones:

(=), DAY, (V) (@=V)y(d & V).

3) Las dnicas férmulas bien formadas son aquéllas que se obtienen por medio
de (1) 0 (2).

De aqui en adelante, debido a que las dnicas férmulas que hemos de tratar son
las férmulas bien formadas, nos referiremos a ellas simplemente como férmulas
o bien con su abreviatura fbf.

Las férmulas con esta interpretacién, representan a proposiciones simples o
complejas. Las proposiciones mas simples serdn representadas por las letras
proposicionales, mientras que las complejas se obtendran aplicando la regla (2)
para combinar letras proposicionales con conectivos. Las férmulas atdmicas son
las letras proposicionales, las otras férmulas se llaman compuestas o moleculares.

Resulta relativamente sencillo discernir dentro del conjunto de las expresiones
de %, las que son férmulas de las que no. Para ello, dada «, verificamos primero
si es una letra proposicional, si si lo es, « es una fbf, y terminamos; caso contrario,
identificamos al conectivo principal de la expresién (aquél que al eliminar los
paréntesis externos concatena bien sea (i) otras dos expresiones, digamos a1 y
aj2, o (i) una sola, a; (si no hubiera paréntesis externos, @ no serfa fbf). En el
caso (i), lo comparamos con: A, V, == 6 <, mientras que en (ii) con —. Si no
es alguno de estos casos, la expresién no era fbf, y terminamos. Si la respuesta es
favorable, analizamos a su vez las expresiones o y a2 (por separado) o biena a;,
(segiin el caso): procediendo de manera similar que para con . Si el proceso es
siempre favorable, debemos obtener eventualmente las letras proposicionales que
ocurren en «, implicando que « es una fbf. Si esto no es asf,  no es una fbf. Este
proceso es representable mediante drboles, tal y como haremos a continuacién. !

'El procedimiento aqui presentado es implementable como un algoritmo recursivo. Para
justificar que estd bien definido, cf. [En].

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Auténoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccién de esta obra asi como la distribucion y venta fuera del &mbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



DERECHOS RESERVADOS €

42

4 Légica proposicional: enfoque semdntico
Ejemplos:

Analizar si las expresiones siguientes son férmulas o no:
I. a=({(P=(Q=R)=({(P= Q)= (Q = R))), entonces
HPé(Q$RHTHP$Q)$(Q#RH)

I L
(P3(Q3R)) ((P3Q)3(Q2R))

P (Q3R) (P=>Q) (Q>R)

[ ll1
Q R P Q@ Q R

luego si es una férmula.

2. B =({(P-R)A Q),entonces

((P-R)AQ)

(P-~R) Q
I

?

Figuras 4.1

no es una férmula, pues — es un conectivo unario. 0O
Observacién. Los paréntesis son simbolos a los que no les asignamos un

significado. Sirven para evitar ambigiiedades, pues una férmula sin paréntesis
como “~P = Q” se puede interpretar como (—(P = Q)) o como ((—P) = o).
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Ejercicios

Determinar si las expresiones siguientes son férmulas o no:

i.(A & B) & Q), ii.((QVP) & —P), iii. (P & ((Q—-R)= (SAT))),
iv.(PACQ)=(CCP) & 0), v.(P & (RVSHA—-(P = Q)

4.3 Semantica de proposiciones

Para analizar si un argumento dado es correcto o no, lo que se verifica es si la
verdad de la conclusién se sigue de la verdad de las premisas, por tanto debemos
tener una manera precisa de saber cudndo una férmula bien formada es verdadera.
Si la férmula bien formada es atémica, puede ser verdadera o falsa, ya que toda
proposicién en un lenguaje natural es verdadera o falsa. El valor de verdad de una
fbf molecular se puede calcular a partir de las letras proposicionales que aparecen
en ella por medio de las siguientes tablas:

P | (—P)

A\ F

F Vv
PIlOQ|(PAY)|(PVY|(P=Q|(P & Q)
VIV Vv Vv Vv A
VIF F Vv F F
F|V F Vv Vv F
F |F F F Vv \'4

Tablas 4.1

En realidad estas tablas de verdad definen lo que vamos a entender por las
palabras “no”, “y”, “0”, “implica” y “es equivalente a”.

La negaci6n significa, para nosotros, un cambio de valor de verdad. Si una
proposicién es verdadera, su negacién es falsa y viceversa.

Cuando se afirma una conjuncién, se afirman ambas componentes de ella. Cabe
mencionar que esta definicién de conjuncién no representa adecuadamente todos
los casos que se presentan en el lenguaje natural, como en: “Mat6 y tuvo miedo”,

proposicién que no resulta equivalente a “Tuvo miedo y mat6”, aqui la palabra *y”
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tiene un sentido temporal y causal. Esta propiedad conmutativa si resulta valida
para la conjuncién que hemos definido.

La tabla de verdad para la disyunci6n sélo es verdadera cuando ambas com-
ponentes son verdaderas. Este no siempre es el caso en espaiiol, por ejemplo,
cuando afirmamos que todo ser humano es hombre o mujer estamos excluyendo
la posibilidad de que ambas opciones ocurran al mismo tiempo, a este uso de la
palabra *“0” se le denomina “exclusivo”; en l6gica estamos trabajando con una “0”
inclusiva, que en algunos documentos legales se escribe y/o. Esta eleccién de la
“0” no representa una pérdida, como veremos maés adelante. (Cf. seccién 4.6). El
simbolo V empleado para la disyuncién proviene de la palabra vel del latin que
significa precisamente “0” inclusiva.

Quizés la tabla de verdad que més problemas presenta al principio es la tabla de
la implicacién o condicional. Si observamos los dos iltimos renglones de dicha
tabla para la implicacién notamos que si el antecedente en una implicacién es falso,
la implicacion es verdadera, sin importar el valor de verdad del consecuente. Ast,
las siguientes dos proposiciones son verdaderas:

Si2+2=3entonces2+2=4
Si2+2=3entonces4+1=0

Esto puede parecer contradictorio a primera vista, pero si analizamos lo que
queremos decir con “si P entonces Q”, vemos que estamos grarantizando que
se da Q siempre y cuando se tenga P. Si no se da P, no nos hemos comprometido
en nada respecto de la verdad o falsedad de Q. El hecho que estamos trabajando en
una légica bivalente (con sélo dos valores de verdad: V y F) nos obliga a decidir,
dada una proposicién, si es verdadera o falsa. Si en estos dos dltimos renglones
no le quisiéramos dar el valor V al condicional, tendriamos que darle el valor F, y
esto si serfa erroneo. Imaginemos que un candidato a la presidencia afirma: “Si
llego a ser electo presidente, reduciré todos los impuestos a la mitad”. Si no resulta
electo, ;estaria justificado afirmar que dijo una falsedad?

El bicondicional “P < Q” es una manera de abreviar (P = Q)A(Q = P),
de modo que su tabla de verdad estd determinada por las de implicacién y
conjuncién.

Veamos ahora algunos ejemplos de cémo construir tablas de verdad para
férmulas con varios conectivos.
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L a=((=P)VQ

|2 P) [ (-P)V Q)

PO
vViv
V|F
F|V
F |F

<<mm
<<m<

—
=

a=(-P)VOAR)

©Q

EP) PV O | (P VOIAR)

TTHTmT<< <<l
m<Tm<m<m<|™

TmTTm<<TTI<g
<< <<mmmm
<< <<mm<<
m<m<TTm<

Tablas 4.2

La construccion de las anteriores tablas de verdad, dependi6 de tres factores,
dados a manera de convencién.

1.  De laforma de la férmula pues, por ejemplo, la tabla de verdad de (P V Q)
no es igual que lade (P A Q). Sin embargo, si se van a dar casos de férmulas
distintas que tengan la misma tabla de verdad.

2. Del nimero de letras proposicionales distintas que figuran en la férmula.
Asi, si n es este niimero, la tabla de verdad constara de 2" renglones.

3. Delorden en que se asigna a cada letra su valor de verdad. En la elaboraci6n
de las tablas anteriores hemos adoptado un orden lexicogréfico.

Observacion. Debido a que resulta equivalente representar con 1 al valor V y
con O al valor F, introduciremos esta innovacién a partir de aqui. La importancia
de este reemplazo se haré patente en el curso de este capitulo.

Al construir tablas de verdad para férmulas més complejas se hace evidente que
los paréntesis de nuestro lenguaje son importantisimos. Las tablas para ((-P)A Q)
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y (=(P A Q)
Pl Q| ((-P)AQ)| (=(P A Q)
1|1 0 0
110 0 1
011 1 1
010 0 1
Tabla 4.3

son distintas, y por tanto, desde el punto de vista de la ldgica, estas dos
férmulas tienen que ser diferentes y los paréntesis no se pueden quitar sin generar
ambigiiedades. Sin embargo, puede resultar incémodo escribir tantos paréntesis
y hay convenciones para simplificar la notacién. Las que adoptaremos aqui seran
inicamente las siguientes.

1.  Se pueden omitir los paréntesis externos de una fbf.

2. Lanegacion es el conectivo mas débil, de modo que si se aplica a una sola
letra proposicional pueden omitirse los paréntesis correspondientes. Estoes,
por ejemplo, en vez de ((—P) V Q) se puede escribir simplemente —P V Q.

3. Cuando en una férmula s6lo aparece un mismo conectivo binario y éste es
A u V, se pueden omitir los paréntesis. Ejemplo: en vez de (A A B) A C)
se puede escribir AA BAC yenvezde (mP)V Q)V R) se puede escribir
-PV QVR.

Otra cosa que es evidente después de haber construido varias tablas de verdad
es que toda fbf de nuestro lenguaje tiene una tinica tabla de verdad. Este hecho es
enrealidad un teorema de 16gica formal, pero su demostracién rigurosa requiere de
algunos teoremas fuertes de la teoria de conjuntos, y por tanto no lo demostraremos
aqui.

Las letras proposicionales de nuestro lenguaje representan proposiciones con-
cretas en algin lenguaje, pero ya hemos explicado que al 16gico no le interesa
lo que una proposicién dice en si, sino la estructura formal de los argumentos, y
que para saber si un argumento es correcto o no, lo importante es determinar si
de la verdad de las premisas se sigue la verdad de la conclusién. Por tanto, para
interpretar las letras proposicionales, basta darles un valor de verdad, ya que al ser
proposiciones, éstas serdn verdaderas o falsas. De ahi la siguiente definicién:

Definicién. Una valuacion para el lenguaje formal %, es una funcién
v: @ — {0, 1}, donde & es el conjunto de letras proposicionales de %,.
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Esto es, una valuacion asigna a cada letra proposicional un valor de verdad, 0
si es falsa, 1 si es verdadera.

Si tenemos una férmula compleja y una valuacién v, siempre podremos calcular
el valor de verdad de la férmula dada, bajo esa valuacién. Una valuacién
corresponde a algiin renglén de la tabla de verdad para la fbf en cuestién. Este
valor de verdad asignado a las férmulas es inico una vez fijada la valuacién, pues
s6lo hay una manera de calcular los valores correspondientes en la tabla de verdad.
Por ejemplo, supongamos que tenemos una valuacién v definida como sigue, si X
es una letra proposicional,

0 si X no estd indexada
v(X) = . o
1 si X esta indexada

Con esta valuacién fija, podemos calcular el valor de verdad de cualquier fbf bajo
esta valuacion, al que denotamos por ¥:

D(~A)=1, yaquev(A)=10
p(—A) =0, yaquev(4d;) =1
P(A < B) =1, yaquev(A)= v(B), etcétera.

Para extender una funcién de valuacién v y sea aplicable a férmulas moleculares,
primero observamos que los conectivos légicos pueden ser introducidos como
operadores (funciones), pues requieren de férmulas de entrada (inputs) para
proporcionar una férmula resultante (output). Asi, si F es un operador légico
binario, por ejemplo A, tenemos que F envia una pareja de férmulas («, 8) en una
nueva férmula y = F(w, B). (Noétese que aqui, si F' = A, por ejemplo, la férmula
y = A(a, B) estd expresada en notacién prefija y no en lainfija, y = o A 8, que
es la usual). De esta manera, la forma de extender una valuacién v radica en que
el valor de verdad de la férmula resultante puede ser determinado conociendo los
valores de verdad de las proposiciones de entrada (@ y B, en este caso) y de qué
operador F esta siendo empleado. Y esto es precisamente el propésito de una
tabla de verdad o funcidn de verdad, que denotaremos con f.

Notacién. Sea ®(#) el conjunto de férmulas producidas a partir del conjunto
de letras proposicionales & de .%,.

De la discusién en curso, tenemos que si F = A: ©(P) x P(L) — (L), esla
conjuncidn, sus valores de verdad correspondientes pueden ser hallados utilizando
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la operacién numérica f(x, y) = min{x, y}. Obsérvese que con la funcién min
se sintetiza la tabla de verdad de la conjuncién. Asi, para o, B € P(&), si
y = N\(a, B), tenemos

i(y) = v[A(e, B)] = min{(a), (B)}

De aqui, para obtener el valor de verdad de y mediante la valuacién extendida v se
requiere conocer los valores de verdad de v(a) y ¥(B); pero a su vez « y B pueden
ser férmulas moleculares, y por tanto los valores de ¥(«) y ¥(B) se obtendrdn en
términos de sus férmulas componentes, implicando asi un proceso recursivo de
valuaciones hasta llegar, en un nimero finito de pasos, a tener que evaluar las
letras proposicionales que aparezcan en y. Por ejemplo, consideremos la férmula
siguiente:
y=(PAQ)AP

Entonces, ¥(y) = v((P A @) A P) = min{d(P A Q), ¥(P)} = min{min{v(P),
v(Q)}, v(P)}, dedonde, al asignar valores de verdad a v(P) y v(Q) obtendremos el

valor correspondiente de ¥(y ). De esta manera, hemos obtenido una representacién
funcional para la tabla de verdad asociada a la férmula y:

v(P) | v(Q) | W(PAQ) | W(PAQ)AP)

1 1 1 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0
Tabla 4.4

Asi, dados «, B € P(F), un operador 16gico F y una valuacién v, la valuacién
de la férmula y = F(c, B) se obtendrd mediante la expresiéon v(F(c, B)) =
f((a), ¥(B)). Gréficamente, esto se interpreta como la conmutatividad del
diagrama dado por la figura 4.2.

Si ahora la férmula y cuenta con algunos de los operadores logicos: -, V,
=y < , para poder evaluar ¥(y) se necesitan de otras funciones numéricas
asociadas, que sinteticen apropiadamente las tablas de verdad correspondientes a
estos operadores. El teorema siguiente nos garantiza que este enfoque funcional
para obtener los valores de verdad de férmulas moleculares a partir de los valores
asignados a las letras proposicionales que en ellas aparezcan, siempre puede
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®(P) x o(P) F » O(P)

\:

{01} x {01} f »{0,1)

Figura 4.2

realizarse de manera recursiva y con un resultado univocamente determinado para
una valuacién dada.

Teorema 4.1. Seana, B € O(P) y v una valuacion definida sobre . Entonces
existe una tnica funcién v: ®(#) — {0, 1} v

(es una extension de v al dominio ®()), tal que

Para toda P € &, v(P) = v(P)

b(—a)=1- V()

b(a V B) = max{b(a), ¥(B)}

P(a A B) = min{d(a), D(B)}

b= B)=1-v(a)+ v(a)v(B)

va & B)=v(@)v(B)+ (1 - v(@)(1 — v(B)).

IS R

El aspecto destacable de este teorema radica en que justifica una técnica alterna
para hallar los valores de verdad de las férmulas, transformando un problema del
“mundo 16gico” a un “mundo aritmético” que consiste del conjunto {0, 1} y las

operaciones numéricas correspondientes. Para la prueba de este teorema cf. [En]-
[Ma].

Notacién. Debido a la similitud que guarda la valuacién v con la funcién valor
absoluto, 1a denotaremos con | - |, siempre y cuando esto no cause confusiones.

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Auténoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccién de esta obra asi como la distribucion y venta fuera del &mbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



50 4 Ldgica proposicional: enfoque semdntico

Aun cuando existe una infinidad de valuaciones para %, dado que hay una
infinidad de letras proposicionales; para el caso de una fbf en particular, un nimero
infinito de valuaciones coinciden en las letras que aparecen en la fbf, que son las
relevantes para calcular su valor de verdad. Por esto la tabla de verdad de una
férmula cubre todas las posibilidades, dindonos asi todos los valores de verdad
de esa férmula bajo todas las valuaciones. Ademas, haciendo una analogia con
las tablas numéricas de las funciones reales no algebraicas, como son las tablas
de logaritmos, trigonométricas, etc., tenemos que si contdramos con la tabla que
nos diera los valores asociados a cualquier nimero en el dominio de la funcién,
tendriamos perfectamente caracterizada la funcién. Sin embargo, dado que la
cardinalidad de cualquier intervalo de los reales no es numerable, tal tabla no existe
fisicamente (el nimero de renglones serfa no sélo infinito, sino no numerable),
conformédndonos con una distribucion discreta de valores (suficiente para fines
practicos). A diferencia, como los valores asignados por valuaciones a las férmulas
son sélo 0 6 1, si tenemos, por ende, caracterizada la funcién de verdad de una
férmula mediante su tabla de verdad.

Ejemplos:

Determinemos las funciones de verdad de algunas férmulas:

L |P=(@=P)|=1-|P|+|P||Q= P
=1-|P|+|P|(1 -|Q| +|Q||PD
=1-|P|+|P|—|P||Q| +|P||P||Q]
=1-[PllQ|+|P||Q]=1

2. |AV(-R = Q)| = max{|A|,|[-R = Q[}

= max{|A|,1—[~R| + |-R||Q}
= max{|A[, 1 — (1 — [R])+ (1 — [RD|Q[}
= max{|A|, [R| + (1 — |R)|Q]}

3. Laley de De Morgan «(P A Q) < (—P V Q). Para ésta, verificaremos
que las formulasa = ~(P A Q) y B = (=P V Q) tienen el mismo valor de
verdad bajo cualquier valuacién. Para el efecto, usaremos las expresiones
siguientes para determinar el méximo y el minimo de dos nimeros reales:

1 . 1
max{x,y} = s +y+lx =y y mm{x,y}=§(x+y—llx~yll)
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Para evitar confusiones, hemos denotado con || - || al valor absoluto. Asi,
por una parte

] =|=(PAQ)=1—|PAQ]|
=1-—min{|P|, |Q|}

1
=1-s(P[+1C[- 1P| -1QlD
Mientras que para 8, tenemos

] = |=P v =Q| = max{|-P|, |-Q|} = max{1 - |P|, 1 - |Q|}
1
=5 (A=[Ph+ A —~]QP+ |1 — [P~ ~[CDI

1
=@ =(pl+Ieh + 1P| =12l

1
=1-2dPI+1l- P -2l -
Ejercicios

1.  Supdngase que se quiere tener un nuevo conectivo V que represente el uso
p
exclusivo de la palabra “o” en espaiiol. Constrilyase una tabla de verdad que
rescate ese significado.

2.  Calcular las tablas de verdad para las férmulas moleculares siguientes:
i ((=P)AP),
ii. (PAQ)=P),
iii. (P=(QV(EQ)),
ivv. ((QVR)A(-R)= Q).
. (A& OVEA e DONAEQ)),
vi (((HFE)VR) & (KVE)) & E),
vil. (R&® S) & T),
viii. (-(C & (A & B))) AN(BVB)VW)
3. Usando las convenciones establecidas, restablezca los paréntesis en las
expresiones siguientes para que sean férmulas:
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i (QV-R)=(PAQ)VS),

iil. (W(PAQV(RAQ)=—S) =P,

fii. (P& Q)& R)s P,

iv. (@4 PV(@=P) e ((—Q < T)VS),

. ((@=9)=>F=0)ANCRANTVQI) & ~P)A-Q

*4,  Pruebe que la tabla de verdad de una férmula de n letras proposicionales

tiene 2" renglones. (Sugerencia: induccién sobre el mimero de letras de la
férmula).

5.  Verifique que las expresiones (2)-(6) del Teorema 4.1 nos proporcionan las
tablas de verdad de los operadores 16gicos correspondientes.

6. Pruebeque |PV Q| =|-P = Q|ly|PAQ|=|~(P = —Q)|. De aqui,
obtenga expresiones mds sencillas de operar que las funciones min y max
dadas inicialmente.?

7.  Determine las funciones de verdad para cada una de las férmulas siguientes
(puede usar los resultados del ejercicio 6):
ii (P=0Q)VA,
ii. AA-A,
ili. (AVB) & (BVA),
iv. (P=(QVR) & (P=Q)V(P=R),
. (AAND)=0,
vii (—SVT)= Q)AP,
vii. (P=>QDAR=2MHAPV=(QVS).

8. Seax =01 AaxA... Aoy € (). Pruebe que || = minj<i<,{e}
(use induccién matemética). Con base en el ejercicio 6, demuestre que
|oe| = ngign o]

9.  Pruebe a partir de los incisos (4) y (5) del Teorema 4.1, el (6) del mismo.

2La introduccién de las funciones min y max asociadas a los operadores 16gicos A y V,
respectivamente, resultan necesarios cuando se consideran Idgicas polivalentes.
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4.4 Consecuencia tautologica, tautologias

Regresemos ahora a nuestro punto de partida: la l6gica matematica es un
modelo matematico del pensamiento deductivo. Ya tenemos un lenguaje formal
para representar las proposiciones simples y complejas, sobre el cual estamos
construyendo una teorfa formal, como las descritas en el capitulo anterior. La
relacién que nos interesa rescatar es aquélla que se da entre un conjunto de
proposiciones (premisas de un argumento) y otra proposicién (conclusién del
argumento) cuando esta dltima es una inferencia l6gicamente vélida de las
anteriores, esto es, cuando el argumento es correcto. Con la definicién siguiente
se rescata la nocion de un argumento correcto para nuestro lenguaje.

Definicion. Sean I' C ®(£), un conjunto de férmulas, y ¢ una fbf.
Decimos que ¢ es consecuencia tautolégica de T si y sélo si para toda
valuacién | - | que hace verdaderas a todas las férmulas de I" se tiene que

¢ =1.

Nétese que esta definicién si rescata el concepto de argumentaci6n correcta.
En efecto, si ¢ es consecuencia tautolégica de I', cada vez que los elementos de
I" (las premisas del argumento) sean verdaderos, también ¢ (la conclusién del
argumento) tiene que serlo.

Notacién. T' Fr ¢.

SiT = {Y1,v¥2,..., ¥}, se escribe Y1, ¥,..., ¥, Fr ¢, en lugar de la
expresion: {1, ¥, ..., ¥n} Fr ¢.

Ejemplos:

1. P = -Q, Q Fr —P. En efecto, sea | - | cualquier valuacién para la cual
tengamos ambas premisas verdaderas, esto es |[P = ~Q| = 1 = |Q|;
entonces |[=Q| = 0y por lo tanto | P| = 0, o sea, |-~P| = 1.

2. PV Q,-PFr Q. Sea| - | una valuacién arbitraria tal que |[PV Q| =1y
|~P| =1, entonces, |P| =0y |Q| = 1.

Definicién. Dos férmulas ¢ y v son tautoldgicamente equivalentes si 'y
sélosi¢ Fr ¥ y ¥ Er ¢. Notacién: ¢ H ¢.
T
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Definicion. Una fbf ¢ se denomina una tautologia o férmula vdlida si y
sélosi & Fr .

Notacién. F .

Teorema 4.2. Sea ¢ una fbf. Entonces = ¢ si y sélo si para toda valuacion | - |
se tiene que |¢p| = 1. u

Definicién. Una férmula ¢ es contradictoria si y s6lo si F —¢.

Teorema 4.3. ¢ es una formula contradictoria si y sélo si para toda valuacion
| - | se tiene que |¢| = 0. [

Teorema 4.4. Seana, § € ®(P). Entonces, a Fr B siy sélo sikF (a = B).

Demostracion.

=) Supongamos que o =7 B y sea | - | una valuacién arbitraria. Asi, si |¢| =0
entonces, @ = B| = 1. Ysi |a| = 1, por hipétesis, |8| = 1, luego | = 8| = 1.
En ambos casos, F (o = ).

<) Supongamos ahora que F (¢ = B) y sea | - | una valuaci6n arbitraria.
Por lo tanto, | = | = 1, i.e., no es el caso que || = 1 y |B| = 0, de donde
a }:T ﬂ |

La importancia del teorema siguiente, generalizacién de anterior, radica en
que permite traducir todo problema de argumentacién (en el metalenguaje) en
simplemente verificar si la férmula que se obtiene es 0 no una tautologia (i.e., un
problema en el lenguaje). En otros términos, transforma reglas del metalenguaje
en férmulas del lenguaje; razén a la que debe su nombre, como se hara patente en
el préximo capitulo sobre la axiomatica.

Teorema 4.5. (de la Deduccién). Sea I' U {a} C ®(#P), donde T =
{a1,a2,...,0,}. EntoncesT Er asiysolosi E (a1 AagA...Noy) = a. |

Teorema 4.6. (Modus Ponens). Seana, B € ®(P). SiF ayF (¢ = B),
entonces = B.
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Tabla de algunas Leyes Ldgicas o tautologias especiales

identidad:

el tercero excluso:
no contradiccion:
doble negacion:
asociatividad:

conmutatividad:

distributividad:

De Morgan:
simplificacion:
eliminacion:
transitividad:
la implicacion:

el dilema:

contrapositiva:

reduccion al absurdo:
afirmacion del antecedente:
exportacion:

modus ponens:

modus tollens:

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Auténoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccion de esta obi

P=P

P& P

PvVv-P

-(P A=P)

-—P=P
(PV(QVR) & (PVQ)VR)
(PA(QAR) & (PANQ)AR)
(PVQ) & (QVP)
(PAQ) & (QAP)
(PA(QVR)) & (PANQ)V(PAR))
(PV(QAR) & (PVQ)A(PVR))
(P=(QVR) & (P=Q)V(P=R)
(P=>(QAR) & (P=Q)AN(P=R)
“(PVQ) & (-PA-Q)

(PAQ) & (=PV~-Q)

P=(PVQ

(PANQ)=>P

(PAQIVO) & 0

(PVOINQ) & Q

(P= Q)N (@ = R))=(P=R)
(P& ONQ & R)=(P & R)
(P=>0Q) & (-PVQ)

(P=>0) & (PAN-Q)
(P=DAR=>SHAN(PVR)Y=(QVS)
(P=0) & (mQ=~P)
(QA-Q)=>P

P=(Q=P)
(PANQ)=R) & (P=(Q=R)
P=>=QAP)=0
(P=QA-Q)= P

Tabla 4.5
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Demostracion.

Sea | - | una valuaci6n arbitraria. Por hip6tesis tenemos || = | = 8] = 1, de
donde, |8| = 1, luego, por definicién, F 8.

Los siguientes dos teoremas nos permiten obtener nuevas tautologias a partir de
las ya conocidas por medio de i) el principio de sustitucion uniforme de expresiones
dentro de férmulas (Teorema 4.7) y ii) la denominada regla de intercambio
(Teorema 4.8 b), de tal manera que podremos saber si una determinada férmula es
una tautologia tan sélo apelando a su estructura (¢f. [Me]-[Th]).

Teoremad.7. Seana unatautologiacuyas letras proposicionalesson Py, Py, . . .,
P,, y B unaférmula que se obtiene a partir de a sustituyendo Py, P, .. ., P, porlas
formulas ay, a0y, . . ., a,, respectivamente. Entonces B es una tautologia. En otras
palabras, la sustitucion uniforme en una tautologia proporciona otra tautologia.

Demostracion.

Sea v una valuacién arbitraria. P.D. ¥(8) = 1. Sea u una asignacién definida
en {Pl, P,,..., P,} talque u(P;) = v(ey;). Entonces, ji(a) = v(B). Ahora, como
F «, entonces |¢| = 1. Por tanto, |8| = 1, i.e., E B.

Gréficamente, se tiene el diagrama 4.3.

=a(Py,..., P,) — B=a(Pi/ay,..., Py/cty)

! !

(P, ..., P)=1 — v(Blay, ..., )
Figura 4.3

donde, P;/«; significa la sustitucién de P; por «;, 1 < i < n. La demostracién de
este teorema se traduce como la conmutatividad del diagrama 4.3. ]

Definicién. Decimos que « es una subférmula de una férmula ¢ si y sélo
si o es una parte de ¢ que es a su vez una férmula.
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Teorema 4.8. Sean ¢, Y y B tres formulas y a una subférmula de ¢. Entonces:

a. Si Y se obtiene de ¢ mediante la sustitucion por B para una o varias
ocurrencias de a en @, entonces E (@ < B) = (¢ & ¥)).

b.  Si, ademds, a H B, entonces ¢ H .
T T

Demostracion.

a. Consideremos una valuacién arbitraria | - |. Si |e| # |B|, entonces
| = ¢¥| =0,luego (¢ & B) = (¢ & )| = 1. Por el contrario, si
|| = |Bl, entonces |¢| = ||, pues y difiere de ¢ s6lo por contener B en algunos
lugares donde ¢ contiene . Asi,enestecaso|e < B|=1yl|¢p & ¥|=1,de
donde (@ & B)=(¢p & ¥)|=1

b. Inmediato de la demostracién de a. |

Ejemplo. Sean ¢ = PV QO AR, =PV Q,yB =P = (Q, luego
¥ = ¢(a/B) = (P = Q) A R. Ahora como & H B, se sigue que ¢ H V.

Ejercicios

1.  Pruebe que ¢ F7 v para cada uno de los pares siguientes:

() 4
P=(Q=R) PAQ=R
(PVR)A(QV —R) PVQ
PAQ o
P PVQ

2. Pruecbequed H ¢ siysdlosiF¢ < .
T

3.  Pruebe que la equivalencia tautolégica es una relacién de equivalencia.
4.  Pruebe los teoremas 4.2 y 4.3.

5.  Verifique si el bicondicional es conmutativo y asociativo.
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6. Seal'U{a, B} C ®(#). Pruebe o refute mediante un contraejemplo:
i Si'Er a o' E B, entonces I F7 (o V B).
ii. Si'kFr(aVvpB),entonces'Eraol Er B.
iii. Sil E7 —a,entonces ' H#r a.

7. Sea B € ®(&). Si para toda valuacién | - |, se tiene que || = O, entonces
paratoda @ € O(P), B Fr a.

8. Sea B € ®(#). Si para toda valuacién | - |, se tiene que |B| = 1, entonces
paratodaa € O(P), a Fr B.

*9,  Pruebe el Teorema 4.5.

4.5 Formas normales y el problema de sintesis

Definicién. Una funcién de verdad n-aria (para n € N) es una funcién

f:{0, 1} = {0, 1}.

Ejercicio. Pruebe que paracadan € N, hay exactamente 22" funciones de verdad
distintas. (Sugerencia: Induccién sobre n).

Sean Py Q dos letras proposicionales y formemos las férmulas siguientes, que
denominaremos elementales:

ay=PAQ, aa=PA-0, a3=-PAQ y ay=-PA-Q

Construyamos ahora todas las disyunciones posibles con estas férmulas ele-
mentales en combinacionesde 4 a4,3a3,2a2,1a1y0a0,y calculemos sus
valuaciones. Obtendremos los 16 casos ilustrados en la tabla siguiente (cf. [Pi]).
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combinaciones | nimero disyunciones vector de valuaciones
4a4 1 gy VayVasVay 1111
2 ayVaVas 1110
3a3 3 o) Vay V a4 1101
4 o VazVag 1011
5 a Va3 Vay 0111
6 a) VvV ay 1100
7 [+3] Vay 1001
2a2 8 ay Va3 1010
9 [+7) V ay 0101
10 o Vas 0110
11 az Vay 0011
12 aj 1000
lal 13 a; 0100
14 a3 0010
15 o4 0001
0a0 16 0000
Tabla 4.6

Observacion. Existe una similitud entre la distribucién (ocurrencia) de las
«;’s en las disyunciones y el vector de las valuaciones correspondientes: donde
aparece una ¢; en la férmula, aparece un “1” en el vector, mientras que su ausencia
se corresponde con un “0”.

Definicién. Una férmula es una forma normal disyuntiva (FND) si es una
disyunci6n cuyas componentes consisten de conjunciones de literales, donde
cada literal consta de una letra proposicional o su negacién. Una FND es
completa si ninguna componente contiene dos ocurrencias de una misma
letra proposicional, y si una letra ocurre en una componente, ocurre en
todas.

Ejemplos:

Las siguientes férmulas son FND’s:

1. (PA=QAR)V(—QAS),2. (WA-YA-Q),3. (AAN-T)V(EA-AA-T),
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60 4 Légica proposicional: enfoque semdntico

4. (QAT A=P)V(T A=Q A P)V (=T A —Q A —P) es ademds completa.

Consideremos ahora una férmula « con n letras proposicionales: Py, P, ...,
P,. Entonces a determina una funcién de verdad n-aria, f,, definida de la siguiente
forma

fl!(xl’x25 LA ,x") = l_)(a)

donde » es la valuacion tal que v(P;) = x;, para 1 <i < n.

Las férmulas con 2 letras proposicionales determinan funciones de verdad
binarias. Del ejercicio anterior, hay 2% = 16 funciones tales. Estas funciones
estdn representadas por los 16 casos de la tabla 4.6, por tanto toda férmula
con 2 letras proposicionales es equivalente a una FND. De aqui conjeturamos
que dada cualquier funcién de verdad n-aria existe una FND completa que le
es tautolégicamente equivalente; por lo que cada forma normal viene a ser un
representante de cada clase de equivalencia definida por la relacién de equivalencia
tautoldgica }T{ Por consiguiente, aunque el nimero de férmulas (aun considerando
s6lo las de dos letras) es infinito, el andlisis se remite a unas cuantas férmulas
representativas.

Veamos los 16 casos de la Tabla 4.6:

1) es una férmula valida.

2)es P V Q. Explicitando,

(PANQV(PA=Q)V (=P AQ),
FE(PVA=(PAQV(PA-Q)V (P AQ).

3)esQ = P.

4)es P = Q.

5) es P|Q, que significa “ni P ni Q”. Esta es la operacién de incompatibilidad
o negacion alterna (Sheffer 1913),

FWP|Q) & ((PA-Q)V(=PAQ)V (=P A-Q))).

Debido también que F ((P|Q) < (=(P A Q))), es mds frecuente llamarle
operacién NAND.

6)es P.

Tes P = Q.

8)es Q.

9)es - Q.

10) es PV Q. Es la disyuncion exclusiva, y equivale a =(P < Q). Suele
denominarse también XOR.
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11)es —P.

12) es ; obien P A Q.

13) es ap o bien ~(P = Q).

14) es a3 o bien ~(Q = P).

15)esay 0 P | Q. Esta operacién se conoce como negacion disjunta (Pierce).
Equivale a ~(P V Q), por lo que suele llamarse NOR.

16) es una férmula contradictoria.

En un problema de andlisis, una fbf « es dada y el objetivo es (viendo a @ como
una ‘“caja negra”) investigar la respuesta (output) de a bajo todos los posibles
valores de verdad (inputs) asignados a las letras proposicionales que ocurren en «.
Esto lo llevamos a efecto mediante la construccién de la tabla de verdad asociada
a « (i.e., hallamos la funcién de verdad f,). De manera reciproca, la observacién
hecha respecto a la tabla 4.6 nos permite extraer un procedimiento para, dada la
tabla de verdad, encontrar una férmula «; con los valores de verdad apropiados.
Esto se denomina problema de sintesis.

El procedimiento para sintesis es el siguiente:

De la observacién hecha resulta que s6lo es necesario considerar las formulas
a;’s que se corresponden con los valores “1’”’s. Y como cada ; es una conjuncién
de literales, o; es verdadera sélo cuando todas sus literales lo son y viceversa.
Finalmente, la disyunci6n de estas «;’s proporciona la férmula o en FND completa
deseada. Este proceso resulta susceptible de generalizaci6n, y tenemos:

Objetivo: asignar a toda funcion n-aria f una férmula « tal que la funcién de
verdad n-aria g asociada a la férmula ¢, g4, , sea precisamente f, i.e., go, = f.

En efecto, sea f una funcién de verdad n-aria, con n > 1. Tenemos dos casos:

i) Si f = O, ie., para toda n-ada (x;,x5,...,%,) € {0,1}" se tiene
f(x1,x2, ..., %) =0, hacemos ¢y = P A —=P.

i) Si f # 0, sean x!, x2, ..., x* una enumeracién de todas aquellas sucesiones
x = (xl,xi, ..., xl) € {0, 1}" tales que f(xi) = 1,paral < i < k. Asf, para
1<i<k,sea; =x{ Py Ax3Py A... Ax, P, donde escribimos

0 sz“Pj .

y finalmente, definimos oy = o) Vaz V...V ag.
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62 4 Légica proposicional: enfoque semdntico

Ejemplo. Determinemos una férmula « ¢, dada la funcién de verdad f. En efecto,
sea f ={(1,1,1;0),(1,1,0;1),...,(0,0,0; 0)} una funcién de verdad de aridad
3. En forma tabular, tenemos:

[Pl [ |Po| [ [Ps] | SR P2 ], |Ps)

1 1 1 0

1] 1] o 1 — xI =(1,1,0)
1 0 1 0

1 0 0 1 — x2=(1,0,0)
0 1 1 1 — x=(0,1,1)
0 1 0 0

0 0 1 1 — x*=(0,0,1)
0 0 0 0

Tabla 4.7
Aqui, n = 3 y k = 4. Luego, si hacemos:

a1 =PiANP,APs
ay=PiA-P, AP
a3 =P LAP, AP
as="PIAN-P, AP,

entonces definimos la FND completa buscada como oy = a3 Vaa Var Vg, O

De este proceso de sintesis se sigue el siguiente teorema, cuya demostracion,
omitida por ser un tanto engorrosa, se reduce basicamente a probar que dos
funciones de verdad son iguales.

Teorema 4.9. La férmula en FND completa o obtenida mediante este proceso
de sintesis es tal que su funcion de verdad asociada es precisamente f. |

Aungque laforma a ¢ hallada con este procedimiento no suele ser minima desde el
punto de vista de su longitud, sf resulta normal (canénica) en el sentido de que
el algoritmo empleado para hallarla siempre da el resultado deseado.

La figura 4.4 ilustra los procesos de analisis y sintesis:
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Pi= a(Py, ..., Py Py —x
. « )| P, xy | ——————=— fax1,..., xm)
Pnﬁ Pno:’ xn :
P——
o o
Pn'—:_‘)
P — x; :
fxy, ..., xp) ———— Pz.—:xz
Py — xn : a(P,..., Pn)
Figura 4.4

Definicién. Una férmula es una forma normal conjuntiva (FNC) si es una
conjuncién cuyas componentes consisten de disyunciones de literales. Una
FNC es completa si ninguna componente contiene dos ocurrencias de una
misma letra proposicional, y si una letra ocurre en una componente, ocurre
en todas.

De lo expuesto en esta seccidn, se tiene un algoritmo para realizar sintesis, el
cual puede ser usado para hallar la FND completa asociada a una férmula: Dada
a, se construye su tabla de verdad, y de ésta obtenemos la FND completa. Sin
embargo, este proceso resulta ineficiente cuando el nimero letras que ocurren en
la férmula es grande. A continuacién presentamos un procedimiento alterno al de
las tablas de verdad conocido como reduccion a formas normales, el cual se basa
en la nocién de equivalencia tautoldgica entre férmulas.
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Algoritmo para transformar formulas a las formas normales:

Paso 1. Use las leyes:

Do & pH@=>HAB=>a)

i)a =8 H ~aVp

Paso 2. Aplique cuantas veces sean necesarias las leyes de la doble negacién y
de De Morgan. Para llevar los signos de negaci6n hasta las letras proposicionales.

Paso 3. Aplique repetidamente las leyes distributivas, asi como las demds

tautologias de la Tabla 4.5, para obtener la forma normal deseada.

Ejemplo. Obtengamos las FN’s disyuntiva y conjuntiva para la férmula
QA(Q = P)
OAN(Q= P) ]?{ Q A(—Q V P) es una FNC, mientras que
Q/‘\(Q=>P)|T1Q/\(—\Q\/P)H(Ql\ﬂQ)V(Q/\P)esunaFND. O

Observacion. Las FN’s obtenidas no son necesariamente tinicas. No asi las

FN’s completas que si son tinicas, salvo permutaciones de sus componentes o de
sus literales.

Asi, para el ejemplo anterior, como (Q A —Q) V (Q A P) H (Q A P), entonces
T
(Q A P) es la FND completa asociada.
El algoritmo para obtener las FN’s completas se sigue del esbozado para FN’s
en general, anexando los pasos siguientes:

Paso 4. Las componentes que contengan fbf’s contradictorias de la forma
P AP son eliminadas para las FND’s, mientras que las que contengan tautologias
en P V —P lo serdn de las FNC'’s.

Paso 5. Las componentes idénticas también se eliminan.
Paso 6. Las componentes se completan introduciendo los factores faltantes.
De la unicidad de las FN’s completas se sigue que para verificar si dos férmulas

son tautolégicamente equivalentes, podemos comparar si las FN’s respectivas son
idénticas.’

INétese la similitud entre este proceso y el algoritmo de reduccién empleado en la seccién
3.3.
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Ejemplo. Probemos que para las formulas o y 8 siguientes « H B:
T
a=PAC-Q=>P) y B=P
En efecto,

a=PAQ=P)HPAG-QVP)
lf{P/\(QVP)H(PV(Q/\—'Q))/\(QVP)
ifl((PVQ)/\(PV-'Q))/\(QVP)
H(PV—'Q)/\(QVP)

Mientras que

B=PHPV@A-QHPVOAPV-Q).

Ejercicios

1.  Halle una férmula que corresponda a la tabla de verdad dada:

a)_|P| | Q|| Rl | f(PLIQI.IRD b)_|P|||Q]|IR] | f(P|.|QI|R])
111 1 I[1]1 0
1| 1]0 0 1{1]0 0
1101 0 1]0]1 1
1|00 1 1|0]o0 1
0|11 1 0|11 0
0| 1]o0 1 0|1]o0 1
0|0 |1 0 001 1
0jo0]o 1 0]o0]|o0 1

2.  Proporcione un algoritmo para determinar la FNC completa que corresponda
a una tabla de verdad dada.

3.  Pruebe que paraa € ®(L), ¢ V(P A —-P) i:T:{ ayquea A(PV-P)H .
T

4. Transforme a una FN cada una de las férmulas siguientes:
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ii (Q & P)A(=P=1R)
ii. (PI-@)=-(PAQAR)
iii. (P & R)V({(—Q= P)A—-R)
iv. (FPVR) & (P=>(C0AQ))=-(-PV-0Q)
*5.  Pruebe que para cada n € N, hay exactamente 2% funciones de verdad
distintas. (Sugerencia: Induccién sobre n).

*6. Pruebe el Teorema 4.9.

4.6 Conjuntos funcionalmente completos de
conectivos, légica combinacional

De la seccion anterior podemos concluir que toda férmula o es tautolégicamente
equivalente a una FND completa, lo cual es traducible a que o la podemos
representar usando sélamente tres conectivos l6gicos: negacidn, disyuncién y

conjuncion. Este nimero de conectivos es aun reducible a dos (uno unario y el
otro binario) [Me].

Definicién. Un conjunto de conectivos es funcionalmente completo si y
s6lo si cualquier funcién de verdad se puede corresponder con una férmula
en la que s6lo aparecen los conectivos del conjunto.

Corolario 4.10. Las parejas {—, A}, {—, V} y {=, =} son conjuntos funcional-
mente completos de conectivos.

Demostracion.

Tenemos que E (P V Q) < —(—P A —Q)), de donde por la parte b del
Teorema 4.8, toda fbf en la que ocurren los conectivos -, Ay V es tautolégicamente
equivalente a una férmula en la que ocurren sélo — y A (obtenida reemplazando

todas las expresiones (& V B) por ~(—a A —8)). Los demds casos se siguen de las
tautologias:

F(PAQ)=~(-PV~0Q)
F(PVQ)=(P= Q)
EW(PAQ)=~(P=-Q) n
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Pero inclusive podemos ir més lejos y usar un solo conectivo 16gico binario
para para dar cuenta de todos los demds conectivos (operaciones), pudiendo, por
tanto, realizar el proceso de sintesis con un tinico conectivo.

Corolario 4.11. Los #inicos conectivos binarios que pueden ser empleados sélos
para la representacicn de todas las funciones de verdad son | y |.

Demostracion.

Consideremos la tabla siguiente de equivalencias:

Conectivo| PV Q | PAQ | -P
! l ‘(Plp)l(QlQ) PlP
| (PIP(QIQ) | P|P

Tabla 4.8

De aqui que, por el corolario 4.10 (anterior), cualquier férmula es tautolégica-
mente equivalente a una que sélo involucre los conectivos | 6 |.

Para terminar la prueba resta demostrar que éstos son tnicos. Para ello
postulemos la existencia de otro conectivo binario con esta propiedad. Sea
H(P, Q) el conectivo adecuado y denotemos con h(x,, x3) su funcién de verdad
correspondiente. Asi, si (1, 1) = 1, entonces la férmula contruida usando sélo
H tomaria el valor de verdad 1 cuando todas sus letras proposicionales tomaran
el valor 1 (e.g., para la férmulaa = H(H(Py, P;), H(H(P,, P3), Ps)), su funcién
fo(X) = 1,81x; = x5 = x3 = x4 = 1). Pero de esta manera, — P no seria definible
en términos de H, luego h(1, 1) = 0. De manera andloga, #(0,0) = 1. Asi, la
tabla de verdad para el conectivo H es hasta el momento:

x1 | x2 | h(x1x)

1|1 0
1|10 ?
0|1 ?
0|0 1
Tabla 4.9

Abhora, si el segundo y tercer renglones fuesen “?,?7” = “0,0" 61,17, tendriamos
g y g
que H es precisamente | 6 |, respectivamente. De no ser asi, tenemos dos casos a
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considerar:
i) “0,1”, y entonces F (H(P, Q) & —P)
ii) “1,0”, y entonces F (H(P, @) < Q)

En ambos casos, H serfa definible en términos de la negacién “—"; pero ésta
no es adecuada por sf sbla, porque las tinicas férmulas definibles con ella son la
identidad “P” y la propia negacién, mientras que una férmula cuya funcién de

verdad sea la constante 1 (i.e., cualquier tautologia) no serfa definible. [ |

Los métodos de andlisis y sintesis suelen aplicarse en una técnica conocida
como Ildgica combinacional [DG]. Para este efecto, los valores l6gicos “0” y “1”
son interpretados fisicamente como dos voltajes diferentes en un circuito eléctrico,
y los conectivos proposicionales por medio de dispositivos fisicos conocidos
como compuertas (gates en inglés). Estos dispositivos reconfiguran voltajes de
acuerdo a la tabla de verdad del conectivo que simulan, adquiriendo as{ la misma
denominacién. Por ejemplo, una compuerta AND (y) requiere de dos voltajes de
entrada, dando un tinico valor de salida, y se denota bien sea por el diagrama de
bloque (Fig. 4.5a), el cual da la expresion l6gica en forma proposicional, o bien
el simbolo especial para circuitos (Fig. 4.5 b), el cual especifica operacionalmente
a la compuerta en términos de los valores de verdad de entrada (input) y salida
(output).

. Py
o | r ] rne FEDai
b)

a)

Figura 4.5

La combinacién de estos dispositivos da lugar a representaciones circuitales
que constituyen realizaciones fisicas de férmulas de la 16gica proposicional.

La Figura 4.6, ilustra los diagramas de bloques y los simbolos especiales
correspondientes usualmente empleados en logica combinacional.

Ejemplo. Denotemos la férmula ¢ = (P V Q) = R)A S endiagrama de bloques
y en simbolos circuitales.
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P—| = |—R |P| —-Do— IR| R=-P
- 3 =D
— | R R=PA

0 A |—/™R |0] |R| o
P—1y [—r 7 :D—|R| R=PVvQ
o— 10|
P |P| :D_ _
0| V0| R 10| |R| k= PlQ
P—>1vor| — R IPI:I__>0-|R| R=P|Q
0— |0|

P .
P=>1xor|— R lQll :)D—|R| R=PVQ
o— |

Figura 4.6
Solucion:

Hagamosa = (PV Q)= R,B=-(PVQ)VRyYy =(—~(PVQ)VR)AS.
Asi, yaque @ H B, por el teorema 4.8 (parte b), entonces ¢ H . Por lo tanto, su

representacién en diagrama de bloques estd dada por la Fig. 4.7a), mientras que
en simbolos especiales por la Fig. 4.7b).

Ejercicios

1.  Pruebe que los pares {—, < }y {V, =} no son funcionalmente completos.

2.  Halle la FND que corresponde a la tabla de verdad siguiente y simplifique
esta formula de modo que sélo aparezcan los conectivos 16gicos A y V.
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P— [
NORp——
Qo— vVi—
R—> AN — ¢
S—
a)
|P|
ol 3> % ST=L— Wl
b)
Figura 4.7
Explique.
\PL| 10l ] f(Pl.1QD
1 1 0
1 0 1
0 1 1
01O 1

3.  Represente mediante diagramas de bloques y simbolos circuitales las férmu-
las siguientes:

i (PAQ)=R,

ii. -Q & (=(P= P)VQ),

iii. ~—(-TAS)=(PV-QV-T),
iv. PA-PA-RAT,

V. (FVTVQOV-T) ® (WA-QAT)= ~(-RV (W = -F))

4.  Construyados circuitos representados mediante las férmulas siguientes, bajo
la restriccién de que sélo se dispone de dos compuertas NAND y una NOR:

a=(P=0QA-P)V-Q y B=-PA-(PV-Q)
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4.7 Satisfacibilidad

En la seccién 4.1 definimos a la 16gica como el estudio o andlisis de los métodos
de razonamiento correctos. Desde otra perspectiva veremos que en realidad no
hay ninguna diferencia entre estos dos enfoques.

La légica también puede ser pensada como el estudio de conjuntos consistentes
de enunciados. Pero la palabra “consistencia” en ldgica tiene un significado muy
preciso, el tipo de consistencia que nos interesa en légica es la compatibilidad
de enunciados. Cuando decimos, por ejemplo, que una persona que predica una
cosa y hace otra es inconsistente, o que alguien que apoya a un partido politico
en una eleccién y a otro en la siguiente es inconsistente, en realidad estamos
hablando de sinceridad o lealtad. Cuando en légica decimos que un conjunto de
enunciados es consistente estamos afirmando que los enunciados del conjunto son
compatibles entre si, esto es, que es posible para todos los enunciados del conjunto
ser verdaderos al mismo tiempo en alguna situacién. Veamos algunos ejemplos.

Supongamos que alguien dice: “No importa que haya programas violentos en
la television porque la television no afecta el comportamiento de los jévenes, pero
deberia haber mas programas educativos para que los jovenes se interesaran en los
libros”. Esta persona est4 afirmando dos enunciados que no son consistentes entre
si, pues bajo ninguna circunstancia se podria dar que la television afectara y no
afectara el comportamiento juvenil.

Ademaés, supongamos que alguien dice: “Yo sé todo lo que tengo que saber para
pasar mis exdmenes; todo lo que me han ensefiado lo he entendido y aprendido;
pero en todos los examenes he tenido muy mala suerte y por eso los he reprobado
todos”. Estos enunciados constituyen un conjunto consistente. Es posible (aunque
extremadamente improbable) que sean todos verdaderos.

Analizar si un conjunto de enunciados es consistente o no, para el lenguaje
que hemos estado estudiando es muy facil, pues ya tenemos todas las situaciones
posibles: las valuaciones. Dado un conjunto de férmulas bien formadas, que
son las expresiones que representan a los enunciados, decimos que es consistente
si existe alguna valuacién para las letras proposicionales bajo la cual todas las
férmulas del conjunto sean verdaderas.

Para demostrar que un conjunto de férmulas es consistente basta exhibir una
valuacién bajo la cual todas las férmulas del conjunto sean verdaderas. Si por
el contrario, queremos demostrar que un conjunto de férmulas no es consistente
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tendremos que hacer una demostracién general de que ninguna valuacién hace
verdaderas a todas las férmulas del conjunto.*

A modo de ejemplo probaremos que el siguiente conjunto de férmulas no es
consistente: {P A Q, P = R, =R}. Supongamos que existiera alguna valuacién
| - | para las letras que satisface a todas las férmulas del conjunto, esto es, tal que

|P A Q| =|P = R|=|-R| = 1. Entonces, de la primera férmula, se tiene
que |P| = |Q| = 1; de la segunda, como el antecedente es verdadero, se obtiene
|R| = 1, pero la tercera implica que |R| = 0. Esto es una contradicci6n, por

lo que concluimos que tal valuacién no puede existir y por tanto el conjunto es
inconsistente.

Como la palabra consistencia tiene otro significado en légica, para evitar
ambigiiedades de ahora en adelante llamaremos satisfacibles a los conjuntos
consistentes en el sentido que acabamos de ver.

Definiciéon. Sea I' C ®(#). Decimos que I' es satisfacible si y s6lo si
existe una valuacién | - | que satisface aT’, i.e., paratodac € T, |a| = 1.

Definicion. T es insatisfacible si y s6lo si no existe valuacién | - | alguna
que satisfaga a todas las férmulas de I" al mismo tiempo, i.e., dada cualquier
| - |, existe al menos una & € I" tal que || = 0.

Observaciones:

1) Una férmula & es insatisfacible si y s6lo si a es una férmula contradictoria.
2) E «a si y sélo si —a es insatisfacible.

Teorema 4.12. T es satisfacible si y sélo si existe « € ®(P) tal que T 7 «
(i.e., T no implica cualquier férmula).

Demostracion.

Supongamos que I' es satisfacible, y consideremos cualquier férmula contra-
dictoria, por ejemplo, « = P A—P, entonces I' ¥r «, pues |a| = 0, para cualquier
valuacién que satisfagaaT'.

Abhora si I' ¥y «, el resultado es obvio, ya que esta expresién significa que
existe una valuacién que satisface a I, pero no a «; luego I' es satisfacible. [ |

“Esta es la raz6n de que a los conjuntos consistentes de férmulas se les llama también
satisfacibles.
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Lema 4.13. Sea T = {a;,a,,...,a,}, para algin n € N. Entonces, T es
satisfacible si'y solo si la formula 8 = a; Nay A ... A, es satisfacible.

Demostracion.
I" es satisfacible si y sélo si existe una valuacién | - | tal que paratoda o; € T’

se tiene que |o;| = 1, para 1 < i < n, siy sélo si (por el ejercicio 8, secc. 4.3)
|8] = min{|a1], o], . .., |on|} < || =1, paral <i < n. ||

Definicién. Consideremos un argumento I' Fr «, entonces, el conjunto
contraejemplo estd dado por I' U {—a}, i.e., es el conjunto formado por las
premisas del argumento, I, y la negacién de la conclusién, —«.

Teorema 4.14. T'Er a siy sélo siT' U {—-a} es insatisfacible. En particular, si
T estd dado por T = {ay, 0, ...,0,}, TEasiysélosia; A... Na, A —a es
contradictoria.

Demostracion.

Para el caso de I' insatisfacible, el resultado se sigue de la definicién.

I' Er o significa que para toda valuacién | - | que satisface a T', se tiene también
que |a| = 1, o sea el conjunto I' U {—a} es insatisfacible, ya que |-c| = 0.
Supongamos ahora que I'U {~a } es insatisfacible y que I" es satisfacible bajo una
valuacién | - |, luego || es 0, y por tanto, || = 1,i.e., T Fr a.

Sil'={oy,...,a,}, entonces, I' Fr o siy s6lo siI' U {—a} es insatisfacible,
y esto ultimo equivale, porel lema4.13, aque o; A. .. A, A~ es contradictoria.

|

Observacion. Este teorema implica que el conjunto contracjemplo de un
argumento es insatisfacible cuando es imposible de que todos los enunciados del
conjunto sean verdaderos, esto es, siempre que todas las premisas del argumento
son verdaderas, la conclusién también lo es, y esto se da si y sélo si el argumento
es correcto. El método de demostracién que se basa en la implicacién “si I'U {a'}
es insatisfacible entonces I E7 -« se denomina reduccion al absurdo.

Ejercicio

Pruebe la (in) satisfacibilidad de los conjuntos de férmulas siguientes
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i. F::{P:>Q,—|P:>R,—!Q=>—vR,—|Q}
ii. T'={(-P= Q)= R,-R,(~Q= P),-S}
iii. T={AA-V,(-BAF)=-Q,~(QAF)=5,-V = (A= -B),-S}

4.8 Técnicas semanticas de argumentacion

Como objetivo de esta seccién tenemos la tarea de proveer técnicas que nos
permitan verificar argumentaciones correctas, i.e., para I' U {¢} C ®(9”) dados,
I' finito, si I" F «. Para esto, los Teoremas 4.5 y 4.14 nos proporcionan modos
equivalentes de expresar la consecuencia tautolégica de una conclusién « a partir
de un conjunto I" de premisas. Ahora bien, la manera de verificar que estamos
en posesion de alguno de estos modos equivalentes es mediante las técnicas que
damos a continuacién.

a. Uso de tablas de verdad y de la definicion del condicional

En esta técnica se contemplan dos casos:

1°) Encadenamiento hacia delante (forward chaining). Se verifican todas las
instancias en las que las premisas son verdaderas. Si de aqui tenemos que la
conclusion es siempre verdadera bajo estas instancias, entonces I' Fr «.

2°) Encadenamiento hacia atrds (backward chaining). Si revisando todas las
instancias en las que « es falsa, tenemos que siempre alguna de las premisas es
también falsa, entonces I' F7 .

Estos casos deben sus nombres al hecho de que en el 1° se comienza examinando
los valores de verdad de las premisas y de aqui verificamos los de la conclusién;
mientras que en el 2° es lo contrario, “vamos” de la conclusién a las premisas.

Observacion. De manera implicita hacemos uso del Teorema 4.5 (de deduc-
cién).

Ejemplos:

Verifique si I F7 @ o no para.
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1. T'={o,mxm,a3},cone;y =-P=R,ay=R=Q,a3=-Pya=0Q.

[P 1Ol [ IR] | lon] | lora| | fers| | ||
1 1 1 1 1 0 1
1 1 0 1 0 0 1
1 0 1 1 1 0 0 | «— 2°
1 0 0 1 1 0 0 | — 2°
0 1 1 1 1 1 1 | — 1°
0 1 0 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 0 | «— 2°
0 0 0 0 1 1 0 | — 2°
Tabla 4.10

Para el 1* caso, tenemos:
siempre que |a;| = |az| = |a3| = 1, entonces |a| = 1.
Mientras que para el 2°:
cuando |a| = 0, se tiene que |o;| = 0 para al menos algini = 1,203.

Asi, de ambos casos podemos concluir que I' Fr .

2. T={aj,a},cone;=PAQ,p=-PVQya=-Q.

[P Q] | |e] | lea] | |e]
1 1 1 1 0| 1°y2°
1 0 0 0 1
0 1 0 1 0
0|0 0 1 1
Tabla 4.11
Aqui, tanto el primer como el segundo casos fallan, pues |a;| = |az| = 1,
pero |a| = 0, y viceversa. Por lo tanto I' i1 «, y una interpretacién que
falsea esta implicacién es precisamente la dada. g
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b. Método algebraico

Esta técnica se basa en transformar la argumentacién a analizar bien sea a una FNC
y aplicar asi el Teorema 4.5, o bien a una FND y entonces aplicar el 4.14; para la
transformacion en cuestién hacemos uso del algoritmo presentado en la seccién 4.5
y de los resultados de la Tabla 4.12, que proporcionamos a continuacién.

Notacion. El simbolo 1 (0) representa la funcién de verdad de cualquier
tautologia (fbf contradictoria), y por abuso de notacidn, las identificaremos.

Seaa € ®(2),

aV-aHl|aVIHL [aAlHa®
T T T

aA-aHO|aVOHa |[aA0HO
T T T

Tabla 4.12

Consideremos los dos casos:

1°) Usamos el Teorema 4.5 y transformamos (o; Az A. . .Aatp) = a auna FNC.
Si al final de las simplificaciones obtenemos 1, diremos que F (a1 A. .. Aa,) = @,
ie. I'Er a.

2°) Se usa el teorema 4.14 sobre la insatisfacibilidad de I' U {—a}. Aqui, se
transforma (o Aoz A .. . Aa,) A~ auna FND. Si después de las simplificaciones
obtenemos un 0, entonces (o¢; Az A. . . Aat,) A serd una férmula contradictoria,
de donde, I' U {—a} serd insatisfacible.

Observacion. Este método debe su nombre (algebraico) a la similitud que
guardan los conectivos A y V respecto a la multiplicacién y suma algebraicas,
hecha explicita por la Tabla 4.12 y algunas de las tautologias de la Tabla 4.5.

Ejemplo. Probemos que ' Fr o, siI' = {P = Q,-Q}ya = -P.
Por el 1¥ caso, tenemos:
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(P=>DA-Q)=-PH((P=QA-Q)V~-P

=
H~(PVA-Q) VP
E{ ~(-PVQ)VQV-P
H-~(-PVQ)V(-PVQ)
H 1
SEWP = Q)A-Q)= -P.
Ahora, por el 29,

(P = DA-NDA-CP)H(PVOA-Q)AP
HEPVOAEQAP)
}f{ —~PA-QAP)V(QA-QAP)
IT{(O/\ﬁQ)V(O/\ P)
|71 ovo }71 0
S E(W(P = Q)N-Q)A P esinsatisfacible.

¢. Arboles semanticos

Los arboles seménticos constituyen un método para determinar si un conjunto de
enunciados de un lenguaje proposicional es satisfacible o no.’

Supongamos que tenemos un conjunto de enunciados I' y que queremos ver
si es satisfacible o no. Para probar que es satisfacible tenemos que exhibir una
situacion posible en la que todos los enunciados de I' sean verdaderos. Trataremos
de describir esta situacién utilizando enunciados tan pequefios como sea posible.
Un primer intento para describir esta situacién es I' mismo, lo escribimos y asi
empieza nuestro arbol.

SLos 4rboles semanticos podemos atribuirlos a Smullyan. Los denominaba tableaux
analiticos y con ellos construy6 un calculo tipo deduccion natural [Sm].
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A continuacién seleccionamos algiin enunciado de I', digamos Y, y tratamos de
describir alguna situacion en la que ¥ sea verdadero. Si, por ejemplo, descubrimos
que Y es verdadero cuando otros dos enunciados, digamos Q y R son verdaderos,
entonces debajo de I escribimos Q y R. Nuestro arbol en este caso se veria como
la Fig. 4.8a). Si en cambio descubrimos que Y es verdadero precisamente en el
caso en que alguno de dos enunciados, digamos Q y R sean verdaderos, entonces
escribimos Q y R debajo de I, pero en diferentes ramas, ya que cada una representa
una situacion posible distinta. Nuestro 4rbol en este caso serfa la Fig. 4.8b).

r r

|

Q

R Q R

a) b)
Figura 4.8

Después continuamos la operaci6n con otro enunciado de I, haciendo lo mismo
hasta que no podamos continuar. Nuestro arbol se podria ver en la figura 4.9.

r
Q R

)

|
S
| |
T C

Figura 4.9

Cada rama representa una situacién posible, los enunciados son tan pequefios
que dentro de una misma rama es facil verificar si hay inconsistencias, pues
éstas siempre se presentaran cuando en la misma rama aparezcan enunciados de
forma A y —A. Cuando esto ocurra dibujaremos una linea horizontal al final
de la rama para indicar que esa posibilidad estd cerrada. Si al terminar el drbol
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queda alguna rama abierta esto indicara que existe esa posibilidad y que en esa
situacién todos los enunciados del conjunto original son verdaderos. Con esto
quedaré probada la satisfacibilidad del conjunto. Si, por otro lado, todas las ramas
quedan cerradas, esto indicard que no hay ninguna situacién en la que todos los
enunciados del conjunto original sean verdaderos. Esto demostrard que el conjunto
es insatisfacible.

Ejemplo. Determinemos si el conjunto de enunciados siguiente es satisfacible o
no:I'={PVQ,R= P, 0= R}
PvQ

Q=R
R=P

l
Q
| __ﬂ_\
| |
-||Q R =Q R
| ——
| | B |
=R P =R P 2R P
Figura 4.10

En este arbol se escribieron en primer lugar los tres enunciados del conjunto
cuya satisfacibilidad se desea verificar. A continuacién se abrieron dos ramas que
corresponden a las dos posibilidades para que el primer enunciado de la lista sea
verdadero. Elsiguiente nivel se obtuvo considerando las dos posibilidades para que
el segundo enunciado de la lista sea verdadero. Aqui tuvimos que cerrar una rama,
que contenfa a los enunciados Q@ y —~Q. El tercer nivel se obtuvo considerando
las posibilidades para que el tercer enunciado del conjunto fuera verdadero. Aqui
también tuvimos que cerrar dos ramas, que contenfan a los enunciados R y —R.
Cualquiera de las ramas abiertas define una situacion en la que los tres enunciados
del conjunto son verdaderos, por tanto el conjunto es satisfacible. |

El método de arboles semdnticos también puede ser utilizado para verificar si
una férmula bien formada de algiin lenguaje proposicional es una tautologia o no.
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Si se tiene una férmula ¢ y se desea verificar si es tautologia o no basta construir
un drbol semantico con la férmula —¢ en la parte superior. Si se cierran todas las
ramas quiere decir que no existe situacién posible en la que —¢ sea verdadera y
por lo tanto ¢ es una tautologfa. Si alguna rama queda abierta entonces es posible
que —¢ sea verdadera, en consecuencia ¢ no es una tautologia.

Si recordamos la definicién que se dio de argumento correcto, vemos que
un argumento es correcto precisamente cuando su conjunto contraejemplo es
insatisfacible. Este resultado fue presentado como el Teorema 4.14. De esta
manera, el método de drboles seménticos puede ser utilizado también para verificar
si una férmula « es consecuencia tautoldgica de un conjunto I' de férmulas o no.
Se inicia el drbol listando todos los elementos de I' seguidos de —«. Si quedan
ramas abiertas entonces « no es consecuencia tautolégica de I' y si todas se cierran
entonces « es consecuencia tautoldgica de I'.

Observaciones:

1) Ver alalégica como el estudio de las argumentaciones correctas o como el de
satisfacibilidad de conjuntos de enunciados son, pues, dos enfoques equivalentes.

2) En virtud de que el conjunto {—, V, A} es un conjunto funcionalmente
completo de conectivos, siempre se puede construir el 4rbol semantico de cualquier
conjunto de férmulas.

Debe notarse al construir drboles semanticos, que se pueden dar reglas para
su construccién. Estas reglas pueden ser ejecutadas de manera mecanica y nos
proporcionan un algoritmo para determinar si una fbf ¢ es tautologia o no. No todos
los sistemas formales tienen esta propiedad, en capitulos posteriores estudiaremos
un sistema formal para la 16gica para el cual no existe ningiin algoritmo que
decida en un nimero finito de pasos si una férmula del lenguaje es 16gicamente
verdadera o no. Asi, en la figura 4.11 damos reglas para la construccién de
arboles semdnticos. Se puede ver, analizando las tablas de verdad de las férmulas
involucradas, que en efecto satisfacen las condiciones dadas al principio de la
seccidn para la construccién de los drboles semanticos. Aqui, ¢ y i representan
férmulas bien formadas arbitrarias.

Ejemplo. Determinemos si I' Fr a paraI' = {P = -Q,~(RAT) =
O,P,(RAT)=>-S}ya =S

De la figura 4.12, como todas las ramas se cerraron, concluimos que I' F7 «.

O
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Sugerencias para reducir el tamafio de un drbol semdntico:

1) Introduzca de primera instancia ~«. Porque no necesariamente todas las
premisas en I son requeridas para implicar «.

2) Procure introducir justo después de -« (de ser posible) todas las premisas que
no den lugar a ramas diferentes (e.g., conjunciones, dobles negaciones, etc.), pues
asi disminuimos el nimero de situaciones a considerar en los pasos subsiguientes.

3) De las premisas en I', elija aquéllas que compartan letras con ¢, caso de que
sean negaciones unas de otras. Asi cerramos algunas ramas alternas.

Ejercicios

1. Muestre que I' F7r « en cada caso, empleando las técnicas recién presentadas:

i I'={P=0,0=R}, a=P=R
ii. T={P & 0,0=-R,R}, a=-P
iii. C={P,QVR,-—RAP}, a=(PAQ)V(PAR)

iv T={P=>0Q0,R=S5,-0V-S}, a=-PV-R

v. T={P=Q,R=>S,PVR}, a=QVS

vi '={P=(RAS),(Q=R) =P,RAQ}, «=Q=P
vii. [={P=-R,(SAT)=R,~S§=Q,~(P = Q)}, a=-T

2. Halle una interpretacién que invalide que I" Fr a, si:

i. T={(PAQ)=R,~RAS,-Q}, a=-P
ii. [ ={P=>-0,0=>R R=-S}, oa=-SV-P
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Ejemplo.- Determinemos si T %T a para I' = {P31Q,~(RAT)=Q,P,(RAT)»-S} y « = =S

P=>-Q
2 (RAT)=Q

P
(RAT )»-S

4
}”UM_J
%]

P ~Q
21 (RAT) Q
|
RAT

R

|

T
~(RAT) =S

2R AT

Figura 4.12

Como todas las ramas se cerraron, concluimos que I' |=T o. o
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Capitulo 5

Légica proposicional:
enfoque sintactico

A primera vista puede pensarse que . .. es po-
sible afirmar Q siempre que P sea verdadero
y que implique Q. Pero ese enigma planteado
en “Lo que la tortuga dijo a Aquiles”! muestra
que no es asi ... Necesitamos en realidad la
nocion de por tanto, que es muy diferente de la
nocion de implica, y que vale entre entidades
diferentes.

Bertrand Russell

5.1 Introduccion

En el capitulo anterior vimos que el estudio de la argumentacién correcta en el
lenguaje de proposiciones se puede reducir al estudio de las tautologias, ya que un
argumento con premisas Py, P, ..., P, y con conclusién C es correcto si y s6lo
sila férmula (P; A P A ... A P,) = C es una tautologia.

En este capitulo definiremos un sistema formal, como los presentados en el
Capitulo 3, que sirva como un modelo formal del pensamiento deductivo correcto.
Escogeremos ciertas férmulas bien formadas del lenguaje proposicional para que

'Puede consultarse una reedicién de ese texto debido a Lewis Carroll en [Ho], p. 51.

83
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84 5 Légica proposicional: enfoque sintdctico

sean axiomas de nuestro sistema, daremos una regla de inferencia y una definicién
rigurosa de lo que quiere decir demostracién y teorema. Posteriormente se probaré
que este sistema es adecuado para rescatar todas las tautologias del lenguaje.

En las secciones 5.4-5, daremos otro sistema formal, que no es una teorfa formal
en sentido estricto, pero que tiene la ventaja de ser mucho mas manejable que la
primera, es mas facil demostrar teoremas en ella.

5.2 Una teoria del calculo proposicional

La teorfa formal que veremos en esta seccion se debe a Elliot Mendelson [Me].

Sea 2 el lenguaje formal siguiente:

1. Los simbolos de & son —, =, (, ) y las letras P; donde i es un nimero
natural: Py, P, Ps, ...Los simbolos — y = son los conectivos, las letras P;
son las letras proposicionales y los paréntesis son simbolos de puntuacién.

2. Las reglas de formacién para las férmulas bien formadas en 2 son las
siguientes:

i Toda letra proposicional es una férmula bien formada.

ii. Si @ y 8 son férmulas bien formadas arbitrarias, entonces también lo
son las expresiones (—a) y (¢ = B).

ili. Una expresion es férmula bien formada si y sélo si se puede generar

a partir de letras proposicionales aplicando (ii).

Aligual que en el capitulo anterior, eliminaremos paréntesis cuando esto no dé
lugar a confusién.

En £ definimos una teoria formal, llamada el cédlculo proposicional o de
enunciados, y a la que denotaremos CE.

Axiomas de CE

Sia, By y son férmulas de Z entonces las férmulas siguientes de Z son axiomas
de CE:

Al a=(B=>a)

A2 (@=>B=2yh=>(ae=>B=>@@=>y)

A3 (B=-a)= (-B=a)=p)
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Regla de inferencia de CE

La unica regla de inferencia es el modus ponens (MP):
B es consecuenciade ¢ y ¢ = 8.

Nétese que la teoria CE tiene una infinidad de axiomas, cada vez que se
sustituyan o, 8 o y por férmulas de 2 especificas en Al, A2 o A3 se obtendran
axiomas. A1-A3 son, pues, esquemas axiomdticos.

Definicién. Una demostracién o prueba en el CE es una lista finita de
férmulas de £ cada una de las cuales es un axioma de CE o es consecuencia
de anteriores por MP. La férmula que aparece al final de una demostracién
en el CE es un teorema de CE.

Observacién. En un sentido estricto deberiamos denotar el hecho de que ¢ es
un teorema de CE por medio de Fcg ¢, sin embargo, para simplificar la notacion,
escribiremos simplemente - ¢, sobreentendiendo el sistema formal en el que se
estd trabajando.?

Aqui puede parecer que surge cierta ambigiiedad cuando usamos por un lado
la palabra “teorema” para establecer propiedades sobre el sistema formal (i.e., en
el metalenguaje), y por otro, para designar a las férmulas derivadas en él (dentro
del lenguaje). Esto en realidad no ocurre, pues un teorema es una fbf del lenguaje
y un metateorema se enuncia en espafiol.

Definicién. Si I es un conjunto de férmulas de Z y ¢ es una férmula de
2, decimos que ¢ es demostrable o derivable en CE a partir de T si y s6lo si
existe una sucesién finita oy, o2, . . . , @, de férmulas de Z talesquea, = ¢y
para cada i, ¢; es un axioma de CE, o es un miembro de I" 0 es consecuencia
de anteriores por MP.

Cuando ¢ es demostrable en el CE a partir de I', denctamos este hecho por
medio de I" - ¢. En particular, si I = {oy, ..., a,}, escribimos ey, ..., 0, F ¢

en lugarde {a1,...,a,} F ¢. Nétese que @ F ¢ si y sélo si ¢ es un teorema del
CE.

Esta misma convencién la aplicaremos a los demés sistemas que consideremos, explici-
tando s6lo cuando se cambie de sistema formal.
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86 5 Légica proposicional: enfoque sintdctico

Teorema 5.1. SiAF ¢ yparacadaca € A, T+ o entoncesT' - ¢.

Demostracion.

En la demostracion de ¢ a partir de A sustitilyase cada ocurrencia de los
elementos de A por su demostracién a partir de I'. El resultado es una demostracién
de ¢ apartirde I ]

Antes de probar algunos teoremas de esta teoria observemos que en virtud
de los resultados sobre conjuntos completos de conectivos (seccién 4.6), no se
estd perdiendo generalidad al considerar un lenguaje proposicional con = y =
como tnicos conectivos. Podemos introducir los otros conectivos por medio de
las siguientes definiciones:

(a A B) es una abreviacion de ~(a = —f)
(a V B) es una abreviacién de ~a = 8
(¢ & PB)esunaabreviacionde (¢ = B)A (B = «)

Teorema 5.2. Para toda férmula ¢, ¢ = ¢.3

Demostracion.

Damos a continuacion una demostracién de ¢ = ¢ en CE. A la derecha de
cada férmula que aparezca en la demostracién escribiremos la razén por la que
tiene derecho a aparecer en ella.

D @=>(d==>)=>(d=>0@=>9)=>0@=>9¢) A2

) ¢=>p=9¢)=>9) Al
B3 (@=@=¢)=>0@=>4¢) 1,2 MP
@ o= (p=9¢) Al
) o=9¢ 3,4 MP

Teorema 5.3. Para toda formula ¢, (—~¢ = ¢) = ¢.

3De aqui en adelante, como sélo trabajaremos con el lenguaje &, cada vez que se hable de
férmulas se entendera férmulas de Z.
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Demostracion.

La siguiente lista de férmulas es una demostracion de (—¢ = ¢) = ¢ en CE.

(1) (= -¢)=((—¢=>¢)=¢) A3
2) ¢ = ¢ Teorema 5.2
B)(dp=>¢)=>¢ 1,2 MP

||

Observacion. Aqui es conveniente remarcar que la lista dada no es, en sentido
estricto, una demostracién de (—¢ = ¢) = ¢ en el CE, puesto que en el paso 2
se introdujo una férmula que no es axioma ni consecuencia de anteriores por
MP. Sin embargo esta lista se puede transformar en una demostracién en el CE
si sustituimos el paso 2 por una demostracién de ~¢ = —¢ como la dada en el
Teorema 5.2. (Usar el resultado de un teorema, previamente demostrado, en la
prueba de un nuevo teorema puede considerarse, parafraseando la terminologia
computacional, como el llamado de una subrutina (el teorema previo) dentro de
un programa principal (1a prueba del teorema en curso).)

Teorema 5.4. Si «, B y y son tres formulas arbitrarias entonces @ = B,
B=>yFa=y.

Demostracion.

M a=>p hipétesis
2 B=v hip6tesis
B)B=2y)=>@=>B=>y) Al

@D a=>B=>y) 2,3 MP
G @=B=>y)=>(a=>p)=> (=) A2

©) (= B)=>(x=y) 4,5 MP
N a=>y 1, 6 MP

Cuando uno se enfrenta a la tarea de demostrar que la férmula @ = § es un
teorema del CE es muy tentador suponer « y a partir de esta suposicion probar S.
Esto es lo que se hace en matemdticas y cuando se prueban metateoremas sobre
teorfas formales. Las reglas de CE no permiten hacer esto de manera directa, pero
el siguiente teorema, probado por Herbrand en 1930, justifica este procedimiento
dentro de la teoria CE.
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88 5 Ldgica proposicional: enfoque sintdctico

Teorema 5.5 (de la Deduccién). Sea I un conjunto de formulas de £, o y B
formulas de 2 y supongase que T, o = B. Entonces T+ a = B.

Demostracion.

SiT’, @ I B entonces existe una demostracién de B a partir de ' U {« }, digamos
que B1, B2, - - -» Bu, con B, = B.
Por induccién sobre i probaremos que para toda i € {1,...,n} se tiene

I'a = B;. Sii = 1 entonces hay tres posibilidades para B,: B; es axioma
deCEoestienI oesigualaa.

Caso 1. B; es axioma de CE.
Considérese la siguiente lista de férmulas:

M B axioma
Q) Br=(@=p) Al
3) =B 1,2 MP

Esta es una demostraciéon de « => 8y enel CE y portanto I' - o = ;.

Caso 2. By estienT.

La misma demostracién del caso anterior sirve, s6lo que la justificacién en el
primer paso es que 8; € I'.

Caso 3. By =«
Enestecasoel Teorema 5.2 nos aseguraque - o => o yporlotantoI’ - o = B;.

Supongamos ahora que I' - o« = B paratoda k < i y consideremos S;.

Si B; es axioma o estd en I' 0 es « se procede de la misma manera que en el
caso i = 1. El tinico caso que falta por considerar es cuando B es consecuencia
de férmulas anteriores por MP. En este caso existen dos férmulas anteriores a f;,
Bj ¥ Bm,con j, m < iy tales que B, es de la forma B8; = ;. Por hipétesis de
induccién tenemos que I' F « = B; yI' - @ = (B8; = B). Concatenando las
demostraciones a partir de I" de estas dos férmulas obtenemos una deduccién en
el CE a partir de I, que podemos completar de la siguiente forma:

(P) o = B

@ a==8)

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Auténoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccién de esta obra asi como la distribucion y venta fuera del &mbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



Légica matemdtica 89

@@+ (@=>Bi =)= (= B)=>@=H) A2
q+2) (@ = Bj)) = (@ = B) q,q+ 1 MP
@Qq+3) a= 6 p,q+ 2 MP

PorlotantoI' - o = B;.

Con esto queda completa la induccién y tomando i = r se obtiene la conclusién
del teorema. |

Analizando la demostracion del Teorema de la Deduccién se puede ver que ésta
nos proporciona un método para construir una deduccién de & = B a partir de I"
en el CE basdndose en una deduccién dada de § a partirde I' U {a }.

También se puede ver que los tnicos axiomas que se usaron para demostrar
el Teorema de la Deduccién son Al y A2. El Teorema de la Deduccién es
una consecuencia del significado que tiene el condicional; este significado ha
sido determinado, desde el punto de vista semantico, por la tabla de verdad del
condicional, y desde el punto de vista sintactico, por los Axiomas Al y A2. El
Axioma A3 sirve para determinar el comportamiento de la negacion en este sistema
formal.

El Teorema de 1a Deduccién es muy util porque reduce el trabajo para demostrar
teoremas dentro del CE. Como ejemplo veamos una prueba del Teorema 5.4 usando

el Teorema de la Deduccidn:
N a=>4 hipétesis
2) B=y hipétesis

3 « hipétesis
4 B 1,3 MP
oSy 2,4 MP

Por tanto, « = B, 8 = ¥, a I y, y aplicando el Teorema de la Deduccion se
obtienequex = B, 8 =>y Fa = y.

Teorema 5.6. Para cualesquiera formulas o y B, las siguientes son teoremas del
CE:

(a) —a =«

(b)a = —a

(c) ~a = (a=p)

(d) (B = ~a) = (e = B)
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90 5 Légica proposicional: enfoque sintdctico

(e) (@ = B) = (= = ~a)
(f)a= (B = (e =pB))
(8) (= B)= ((~a=p)=p)

Demostraciones:
(@) o =a
D (o= -a)= (e =>-a)=>a) A3

2) ~a =« Teorema 5.2

3) (=)= a 1, 2 Ejercicio 4, al final de
esta secci6n

@) o = (o = a) Al

o) —a=>a 3, 4 Teorema 5.4

(b)a = ——a
(1) (= = ~a) = (-~ = @) = -—a)) A3

2) o= -« inciso anterior
3) (o = o) = o 1,2 MP

4 a=(—a=a) Al

0 a= o 3, 4 Teorema 5.4

(©) ~a = (« = B)

(1) ~a hipétesis
2) a hipétesis
Ba=>E=a) Al
@) ~a= (=) Al
S B=>a 2,3 MP
6) 8=« 1,4 MP
N (B=>a)=(-B=>a)=p8) A3
@) (B=>a)=58 6,7 MP
) B 5, 8 MP

Por tanto -, @ I B; aplicando el teorema de la deduccién, ~« - o = 8. Con
una segunda aplicacién del Teorema de la Deduccién se obtiene el resultado.

d (=8 = ~a) = (a= )
1) 8=« hipétesis
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2) a hipétesis
B B=>)=(B=a)=p) A3
@ a=ECB=>a) Al
S) B=a 2,4 MP
©6) -=>a)=8 1,3 MP
™ B 5,6 MP

Hemos probado que -8 = -, @ I B. Aplicando el Teorema de la Deduccién
dos veces obtenemos el resultado deseado.

@@= p == a)

Ma=48 hipdtesis

2) o=« inciso (a)

3) ~a=8 1, 2 Teorema 5.4
@ B=-8 inciso (b)

) —a=> -8 3, 4 Teorema 5.4
©6) (-a = -p)= (-8 = —-a) inciso (d)

@) -B=>—« 5,6 MP

Por tanto « = B + —B = -a, aplicando el Teorema de la Deduccién
obtenemos (e).

Oa= 8= = pH)
0 « hip6tesis
QD a=>8 hipétesis
3 B 1,2 MP

Por tanto o, ¢ = B F B. Usando el Teorema de la Deduccién dos veces
obtenemos que - o« = ((@ = B) = p). Por el inciso (e) se obtiene
F ((@ = B) = B) = (B8 = —~(a = B)). Aplicando el Teorema 5.4 a estas dos
dltimas afirmaciones se obtiene el resultado deseado.

@F@=p=((-a=p=4p

) a=p hipétesis
(2) =B hip6tesis
3 (@=B)=>(B=> ) inciso (&)
4) -B=—-a 1,3 MP
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S a=p)= (=) inciso (e)

6) 8= -« 2,5 MP

M) (-8 = —a)= (- = ~a) = B) A3

B (8= a)=8 6,7 MP

9 B 4,8 MP

Con esta lista, junto con dos aplicaciones del Teorema de la Deduccién, se
obtiene (g). ]

Las demostraciones de los teoremas anteriores pueden dejar la impresién en el
lector de haber sido “sacadas de la manga™. Esto resulta asi, debido a que al ser
las més cortas que son directamente derivables de los axiomas y MP (con uso de
pocos teoremas previos), se pierde la “intuicién” con las que se hicieron.

A continuacién discutiremos las pruebas de tres teoremas con la finalidad de

proporcionar sugerencias para guiar la “intuicién” y dar asi cierta habilidad en la
demostracion de teoremas en CE.

Ejemplos:

Demostremos formalmente las leyes siguientes:

(a) Ley de Pierce: (¢ = B)=> at «
Primera version.

ONCENIEX hipétesis

2) ~a= (= 8) Teorema 5.6(c)
QA o=« 1, 2 Teorema 5.4
4 ¢ =« Teorema 5.6(b)
0) o=« 3,4 Teorema 5.4
©6) (o = a) = (o = a) = a) A3

D (a«=>-a)=>a 5, 6 MP

8 —a =« Teorema 5.2

9) « 7, 8 MP

Sin embargo, una versién mds corta seria:

Segunda versién.
@ (= a)=(~a=>a)=a) Teorema 5.6(g)
Oa=a Teorema 5.2
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©6) (a=a)=>a
D «a

93

4,5 MP
3,6 MP

(b) Ley distributiva: (¢ = B)V(a@ = y)Fa = (BV y).

Recuerde que V no es un simbolo del lenguaje £, sino sélo se tiene en calidad
de abreviatura, por lo que hay que “traducir” las férmulas en términos de -y =.
Asi, hemos de probar que: (o = B) = (¢ = y)Fa = (-8 = y)

Primera version.

M A= B)=(@=y)
2) a

(3) -8

@ a= (= (a=p)
S) B=-(a=p)

6) (= B)

M a=vy

® v

hipétesis
hipétesis
hipétesis
Teorema 5.6(f)
2,4 MP

3,6 MP

1,6 MP
2,7MP

El resultado se sigue de aplicar dos veces el Teorema de la Deduccion.

Segunda versidn.

M) ~(x=B)=(@=y)
() a

3) a= (== —(a= B))
4) 8= (= 8)

S) B=>@=y)

6) B=vy

hipétesis

hipétesis

Teorema 5.6(f)

2,3 MP

1,5 Teorema 5.4

2,5 Ejercicio 4, esta seccién

Una aplicacién del Teorema de la Deduccién nos proporciona el resultado

deseado.

(c) Ley de exportacion: (@ AB)=>y Fa = (B =y)

De nueva cuenta, A no es del lenguaje; “traduciendo” vamos a probar que:

“(e=>-f)=>yrFa=>B=y)

Primera version.
(1) ~(e=-B) =y
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94 5 Ldgica proposicional: enfoque sintdctico

2 «a hipétesis

3) a= (=B = (e = —-B))  Teorema 5.6(f)
@) B = (a=—p) 2,3 MP

(5) —B=y 1,4 Teorema 5.4
6) B=--p Teorema 5.6(b)
M B=y 5, 6 Teorema 5.4

Asi, como (¢ = —8) = y,a F (B = ), aplicando una vez el Teorema de
la Deduccién, se obtiene la prueba.

A continuacién, y “traduciendo” a los conectivos — y =, probaremos que:
(=B =>y,akp=>y

Segunda versién.

1) (a=>-B8)=y hipdtesis

Q) a hipétesis

B)a= (B => (= -B) Ejercicio 6(b), esta secc.

4) B = (x=-B) 2,3 MP

S B=>vy 1, 4 Teorema 5.4

Aplicando una vez el Teorema de la Deduccién, el resultado se sigue. |

Al comparar las distintas versiones de las demostraciones de los teoremas dados,
podemos extraer las sugerencias siguientes:

1. Como la unica regla de inferencia que disponemos es MP, procure reconstruir
“en sentido contrario” parte de la prueba, observando que la conclusién, digamos
B, proviene del consecuente de una implicacién de la forma o = B. Asi, la
consigna es hallar un « idéneo que guarde cierta conexion con las premisas.

2. Mientras mds premisas se disponga, es “heuristicamente” mas fécil hacer
la demostracién. Sin embargo, esto puede redundar en una mayor longitud de la
prueba, e.g., la primera versi6n para el ejemplo (b).

3. Demasiadas aplicaciones del MP, asi como el uso de instancias de los axiomas
pueden incidir sobre la extensién de una demostracién. Confronte la segunda
version de prueba para el ejemplo (a).

4. Por el contrario, la utilizacién adecuada de instancias de teoremas ya
probados suele “agilizar” el desarrollo de una prueba. Las segundas versiones
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de las demostraciones presentadas parecen ser mds “elegantes” respecto de las
primeras.

5. Los Teoremas 5.6(f) y 5.6(g) pueden ser particularmente ttiles para las
pruebas de férmulas abreviantes que involucren a los conectivos Ay V.

Observaciones:.

(i) Las sugerencias expuestas tienen un caricter mds bien heuristico que
algoritmico (procedimiento mecanico), pues la intuicion para saber qué instancia
de axioma o de teorema es la adecuada en un paso determinado de una prueba no
es aprehensible por regla (o receta) alguna; depende de la habilidad de quien lleve
a efecto la prueba.

(i) De manera implicita se ha venido manejando el converso del Teorema de
la Deduccién (Ejercicio 5), al considerar que si se tiene I' - o = 8, podemos
contarconque I, o I B, i.e., disponemos de tantas premisas como sean necesarias,
obtenidas del (los) antecedente(s) « de la conclusién o = B.

(iii) La moraleja que podemos tener de la sugerencia (4) es que si disponemos
de suficientes teorema previos, éstos aunados al teorema de 1a deduccidn hacen las
veces de “nuevas reglas de inferencia”, facilitando as{ la prueba que esté en turno.
Este punto es incluso implementable, tal y como se hara en la seccién 5.4.

Ejercicios

1. ProbarquesiA C 3y A ¢ entonces 3 F ¢.
2.  Probar que X I ¢ siy sélo si existe A C 3, A finito, tal que A - ¢.

3. Seana, By y férmulas arbitrarias de #. Probar, sin usar el Teorema de la
Deduccién, que:

a a=>PB=2>yFE=2>@=y)
b. F(EB=-a)=(a=p)

4.  Utilizar el teorema de la deduccién para probar que @ = (8 = ),
Bra=y.

5. Probarquesil'+ a = B,entoncesI', ¢ + 8.

6. Demostrar que para «, 8 y y férmulas de 2, las siguientes férmulas son
teoremas del CE:
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(@e=>p=>a)=>a (me VB) = —(a A B)
.= (B=(@AB) (a2 A=B) = ~(aV B)
(@AB)=>B —(a V B) = (—a A p)
a=(aVp) c(@VB)=((-BVy)=>(@Vy)

(= p)=>«

(= BHAB)=> «a

(@ = B) = (m—a = —7p)
(@Vvp)=(BVa)

(e A B) = (—a V —p)

(=B =>(cAy)=(BAY)
(@=>BAN@=>y)=>@=BAYy)
(@=VB=>y)=>(@AB)=>Y)
(VB =y)=(a=>pYINB=Y)
(@VBVy)=(@V(BVYy))

mER MO AL T
eP e mpETFT

5.3 Validez y completud para CE

El propésito de esta seccién es demostrar que la teoria CE es adecuada para
rescatar a todas las tautologias del lenguaje proposicional en el cual estd formulada.
Probaremos que una férmula de £ es teorema del CE si y s6lo si es una tautologia.

Teorema 5.7 (de Validez de CE). Todo teorema del CE es una tautologia.

Demostracion.

Sea ¢ un teorema del CE, procedemos por induccién sobre la longitud de la
prueba de ¢ en CE.

Si la demostracién de ¢ tiene longitud 1 entonces ¢ es un axioma de CE.
Utilizando cualquiera de los métodos semdnticos del capitulo anterior es facil
verificar que los tres axiomas son tautologias.

Para el paso inductivo es suficiente con probar que la regla de inferencia MP
preserva tautologias, lo cual es cierto en virtud del Teorema 4.6. ]

La demostracion de la otra parte es mds compleja y requiere de un lema
preliminar.

Lema5.8. Sean ¢ unaformulade £y P, ..., P, las letras proposicionales que
aparecen en ¢. Sea |- | una asignacion de valores de verdad fija y arbitraria para

las P;. Paracadai € {1, ...,n} definimos la férmula P! de la siguiente manera:
Pil = P,‘ si lP,‘ =1 y Pi, == —|P,' Si |P,| =0.

Sead' =¢silp|=1 y ¢ =-¢si|p|=0.
Entonces Py, ..., P, ¢'.
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Demostracion.

Por induccién en el mimero de ocurrencias de conectivos de ¢. (Se supone que
¢ esta escrita sin abreviaciones).

Sin = 0 entonces ¢ es una letra P;. Si |P;| = 1 entonces ¢’ = P/ = P;.
En este caso el lema se reduce a demostrar que P; - P;. Si |P;| = O entonces
@' = P! = —P;. En este caso el lema se reduce a demostrar que —P; - —P;.

Supongamos ahora el lema verdadero para toda férmula con menos de n
conectivos. Sea ¢ una férmula con n conectivos. Probaremos que el lema vale
para ¢.

Caso 1. ¢ es —x.

Subcaso la. [x| = 1. Entonces |¢| = O y por lo tanto x' = x y
¢’ = ¢ = ——x. Por hipétesis de induccién se tiene que P{, ..., P} - x’,
estoes, P/, ..., P, I x. Por el Teorema 6(a), tenemos que - x = ——x, por lo

tanto P/, ..., P+ ¢'.
Subcaso 1b. |x| = 0. Entonces |¢| = 1yporlotanto x' = —x y¢' = ¢ = —x.
Por hipétesis de induccién Pj, ..., P, F —x, esto es justamente lo que queremos.

Caso 2. ¢ es de la forma o = B. En este caso tanto & como S tienen menos de
n conectivos, por lo que la hipétesis de induccién garantiza que P/, ..., P! o
yP,...,P.- 8.

Subcaso 2a. |B| = 1. Entonces |¢| = 1 y por lo tanto g/ = By
¢’ = ¢ = a = B. Por hipétesis de induccién P/,..., P, F B. Aplicando
la instancia del axioma 1, 8 = (¢ = 8), y MP se obtiene que P/, ..., P, - ¢'.

Subcaso 2b. || = 0. Entonces |¢| = 1 y portantoa’ = ~ay ¢’ = ¢ =a =
B. Por hipétesis de induccién Py, ..., P, + —a. Aplicando el Teorema 5.6(c) y
MP obtenemos el resultado.

Subcaso 2¢c. |¢| = 1y |B] = 0. En este caso |¢| = 0 y por tanto, ¢’ = «,
B’ =-By¢' =-¢ =—-(¢ = B). Lahipétesis de induccién nos garantiza que
P/,...,PlFayqueP/,..., P, —p. Aplicando el Teorema 5.6(f) y MP dos
veces el resultado se sigue. |

Ahora si estamos en posicién de demostrar el metateorema principal sobre el
sistema CE. La demostracién que presentamos a continuacién se debe a Kalmar.

Teorema 5.9 (de Completudde CE). Toda tautologia en el lenguaje ¥ de CE
es un teorema de CE.
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Demostracion.

Sea ¢ una tautologia y sean Py, ..., P, las letras proposicionales que aparecen
en ¢. Para cualquier asignacién de verdad | - |, el Lema 5.8 asegura que Py, ...,
P) - ¢. (Sabemos que ¢’ = ¢ siempre porque ¢ es una tautologia.) Sea | - |
una asignacién tal que |P,| = 1; por el lema 5.8 se tiene que P|, ..., P, I ¢.
Sea w1 una asignacion que coincide con | - |, con la salvedad de que u(P,) = 0;
por el Lema 5.8 se tiene que P{,...., =P, - ¢. Aplicando el Teorema de la
Deducci6n a estas dos pruebas en el CE obtenemos que Py, ..., P,_, F P, = ¢y
P{,..., P._, F =P, = ¢. Entonces, por el Teorema 5.6(g) de la secci6n anterior,
tenemos que P/, ..., P,_, I ¢. De la misma manera podemos tomar otras dos
asignaciones de verdad iguales con la excepcién de que una haga verdaderaa P,_;
y la otra la haga falsa. Otra vez utilizando el Teorema de la Deduccién podemos
eliminar a P,_; de entre las hip6tesis. Después de n pasos habremos eliminado
todas las hipétesis y tendremos que - ¢. |

Observacion. Toda tautologia en el lenguaje extendido %, usado en el capitulo
anterior es un teorema del CE, pues s6lo tenemos que escribirlo de manera
equivalente usando sélo los simbolos — y =>. El resultado seré una tautologia del

lenguaje del CE y por lo tanto, en virtud del Teorema de Completud, un teorema
del CE.

Para enunciar el siguiente corolario del Teorema de Completud para el CE
necesitamos definir lo que quiere decir que una teorfa formal sea consistente.

Definicion. Una teorfa formal J es consistente si no existe ninguna

férmula ¢ de su lenguaje tal que tanto ella como su negacién sean ambas
teoremas de 7.

Corolario 5.10. EIl CE es una teoria consistente.

Demostracion.

Si el CE fuera inconsistente existiria una férmula ¢ tal que - ¢ y - —¢. Por
el Teorema de Validez tendriamos que tanto ¢ como —¢ son tautologias. Esto es
imposible. ]
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Ejercicios

1.  Verifique en cada caso si la férmula es o no un teorema:

a ao=>(@=a)

b (@=a)=c«

c. @=PB=a)=B=>a)

d (Ca=p)=(Epf=>a)

e. (x=>y)=>(a=p8)

.. ((@=»nNVEB=>y)=Vp)=y)

2.  Pruebe que la consistencia de CE (Corolario 5.10) equivale a que existe una
férmula o de Z tal que I/ «.

3.  Suponga que CE fuera inconsistente. Pruebe que bajo este supuesto, en el
CE podria demostrarse cualquier férmula de 2. (El sistema seria iniitil,
pues serian demostrables todas las férmulas y no sélo las que son vilidas).

5.4 Un sistema de deduccion natural

Aunque el sistema formal que acabamos de estudiar es excelente, en el sentido
de que con tres esquemas axiométicos y una tnica regla de inferencia se obtienen
todas las tautologias, tiene un inconveniente: es demasiado rigido y por tanto es
muy dificil demostrar teoremas en €l.

En esta seccién desarrollaremos un sistema para la l6gica proposicional llamado
deduccion natural. No vamos a obtener una teoria formal en sentido estricto, pues
no tiene axiomas, sélo tiene reglas de inferencia que nos permiten deducir ciertas
férmulas a partir de otras.*

Veremos que es un sistema que rescata mas la manera de razonar en matematicas
y tiene la ventaja adicional de que también tiene la propiedad de que sus teoremas
son precisamente las tautologias del lenguaje de proposiciones.

“En [Sm] se tiene un cdlculo tipo deduccién natural basado en la técnica de arboles
semdnticos (cf. la nota 4 de la seccién 4.8), y cuyo sistema de reglas de inferencia semeja
al ilustrado por la Figura 4.11 para la construccion de drboles.
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100 5 Légica proposicional: enfoque sintdctico

Como no hay axiomas en el sistema, si se quiere demostrar una férmula de
la forma ¢ = 1, se procede exactamente de la manera que uno procederia en
matemdticas: se supone ¢ y a partir de ¢ se trata de llegar a 7. 7 “depende™ de
¢, pero la férmula ¢ = 7 no dependera de ¢.

En este sistema tenemos, pues, el derecho de introducir premisas adicionales,
pero debemos tener cuidado a la hora de derivar, de llevar un control sobre qué
conclusiones dependen de qué premisas adicionales.

Definamos el sistema de deduccién natural para el célculo de enunciados,
denotado CEN. El lenguaje en el que se definird esta teoria serd el lenguaje
proposicional completo, esto es, con los cinco conectivos 16gicos: —, A, V, =
y < . En toda esta seccién %, denotard este lenguaje y a menudo se omitird
mencionarlo, sobreentendiéndose que cada vez que se hable de férmulas se trata
de férmulas de .%,.

Definicién. Una demostracion del CEN es una sucesion finita de férmulas
bien formadas de %,, cada una de las cuales tiene asignado un conjunto
de nimeros (llamados nimeros de premisa) y tal que la sucesién ha sido
construida de acuerdo con las siguientes reglas (siendo «, 8, y y & férmulas
de %):

P (Introduccién de premisas)
Cualquier férmula puede ser introducida en una linea, tomando el nimero
de esa linea como tinico nimero de premisa.

MP (Modus Ponens)

B puede ser introducida en una linea si @ y « = B aparecen en lineas
anteriores; como nimeros de premisa de la nueva linea se toman todos los
nimeros de premisa de esas lineas anteriores.

MT (Modus Tollens)

a puede ser introducida en una linea si 8 y —a => —f aparecen en lineas
anteriores; como niimeros de premisa de la nueva linea se toman todos los
nimeros de premisa de esas lineas anteriores.

C (Condicionalizacion)

o = B puede ser introducida en una linea si 8 aparece en una linea anterior;
como niimeros de premisa de esta nueva linea se toman todos los nimeros de

SEl sentido exacto de la palabra “depende” se vera més adelante, cuando se defina el sistema.
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premisa de § con excepci6n (si se desea) del nimero de linea correspondiente
a lalinea de .

D (Intercambio definicional)

Si B se obtiene a partir de o reemplazando una ocurrencia de una férmula
y en « por una férmula § tal que y y & son definicionalmente equivalentes,
y si « aparece en la lista, entonces puede introducirse 8 en la lista; como
niimeros de premisa, esta nueva linea llevard los niimeros de premisa de «.

Férmulas definicionalmente equivalentes:

(@VB):=(-a=p)
(@A B):i=(a=—p)
(a=>p)=@@=>pHAB=>a)
Definicion. Si se tiene una demostracién en el CEN cuya dltima férmula

es ¢ y siT es el conjunto de férmulas que aparecen en las lineas numeradas

con los niimeros de premisa de ¢, entonces se dice que ¢ es derivable a
partir de T en el CEN.

Deberiamos escribir: I" Fcgy ¢, para precisar el sistema formal CEN; sin
embargo, a fin de simplificar haremos abuso de la notaci6n y escribiremos I' - ¢.

Definicion. Una férmula ¢ es un feorema del CEN siy s6lo si es derivable
en el CEN a partir de @. Notacién - ¢.’

Ejemplos de derivaciones en el CEN

En los ejemplos que siguen «, 8 y ¥ son férmulas arbitrarias.
1. Principio del silogismo
Fla=p=B=>y)=@=7)

{1} DHa=>4 P

SConfréntese la nota 2, dada anteriormente.
TIdem.
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102 5 Ldgica proposicional: enfoque sintdctico

{2} @ B=y P

(3} 3) a P
{1,3} @ B 1,3 MP
{1,2.3} () vy 2,4 MP
{1,2} 6) =y 3,5C
{1} M B=v)=>@=y) 2,6C
) @ (a=p=>(B=>y)=>(@=y)

Observaciones:

1) Notemos que esta lista no es una derivacién en el CEN en sentido estricto,
pues «, § y y no son férmulas del lenguaje. Pero es evidente que si fueran
sustituidas uniformemente por férmulas especificas (¢f. el Teorema 4.7) el
resultado serfa una derivacién en el CEN.

2) A la izquierda de la lista de férmulas, entre llaves, se escriben los nimeros
de premisa de cada férmula; aparte se escriben los nimeros de linea. No hay
que confundirlos, los nimeros de linea van aumentando de 1 en 1, los niimeros
de premisa representan los supuestos de los cuales dependen las f6rmulas de las
lineas correspondientes.

3) A la derecha de la lista de férmulas se pone su justificacién para facilitar la
verificacién de que en efecto se trata de una derivacién en el sistema.

Es importante hacer notar que la regla C, al permitirnos quitar nimeros de
premisas en una derivacién, es el equivalente en nuestro sistema del teorema de la

deduccioén de la teoria formal CE.

@Qa={a=p=p

{1} (1) « P

{2} Q) a=p P

{L2} 8 1,2 MP

{1} @ (@a=p) =B 2,3C

@ G)a=>(@=p=p 14C
Bla=>B=>y)=(a=p)=>(@=>y)

{1} D a=B=>y) P
{2} 2)a=8 P
{3} Q) « P
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{2,3} @ B 2,3 MP
{1,3} S B=>vy 1,3 MP
{1,2,3y (6 vy 4,5 MP
{1,2} D a=y 3,6C
{1} ®) (@=>p)=(@=y) 2,7C
(%] Q) @a=>B=y)=>(=>p=>@@=1y) 1,8C
(G

{1 Ma P

@ Q) a=a 1C

Ga=B=a

{1} 1) « P
{1} 2 B=a 1C
@ Ga=B=>a) 1,2C

En los dos ultimos ejemplos aparecen aplicaciones un poco raras de la regla
C, pero si se leen las reglas con detenimiento se notard que para poder aplicar
la regla C no se requiere que ambas componentes del condicional aparezcan con
anterioridad en la lista, sélo se requiere del consecuente. Cuando (y generalmente
ocurre esto) aparece también el antecedente con anterioridad, entonces tenemos la
ventaja de poder quitar su nimero de linea del conjunto de niimeros de premisa,
si asi se quiere.

En el Ejemplo 4, o fue tomada como antecedente y como consecuente de la
implicacién, por lo que su niimero de premisa fue eliminado al escribir los nimeros
de premisa de ¢ = «.

En el Ejemplo 5, como B no aparecia en la derivacién, al aplicar la regla C a o
para obtener 8 = «, los nimeros de premisa de o y de 8 = o son los mismos.

6) a = (@ = B)

{1} (1) o P

{2} Q) a P

{1} 3) B = —a 1C
{1.2} @ B 2,3MT
{1} G) a=B 2,4C
@ 6) a=(@=p) 1,5C
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N a=(-a=p)
La demostracion es aniloga a la del Ejemplo 6.

Q) o=«

{1} 1) —« P

{2} 2) ~« P

{1} 3) —a = 1C
{1,2} 4) 2,3MT
{1} ) o = -« 2,4C
{1} ©) o 1,5MT
1%} @ —a=>a 1,6C

Es claro que si se tiene una derivacién en el CEN para una férmula bien formada
¢, cualquier otra férmula x que sea una instancia de sustitucién de ¢ podré ser
derivada de la misma forma que lo fue ¢, s6lo necesitamos recorrer paso a paso la
derivacioén de ¢ y efectuar las sustituciones requeridas para transformar ¢ en x, el
resultado serd una derivacién de x en el CEN.

Si una férmula fue introducida en la derivacion por la regla P, cualquier instancia
de sustitucién de la férmula estar4 justificada por regla P para aparecer en la lista.
Las reglas MP, MT, C y D preservan sustituciones uniformes, esto es, si x se
obtuvo de ¢ y ¢ = x por MP entonces x’ se obtiene de ¢’ y ¢’ = x' por MP,
donde ¢’ y x' son instancias de sustitucién de ¢ y x tales que las mismas férmulas
en ambas fueron sustituidas por férmulas iguales.

De este modo, si se empezé con una derivacién en el CEN, al efectuar
sustituciones uniformes en toda la derivacién se termina con una derivacién en
el CEN.

Esta observacién nos permite introducir la siguiente regla al sistema.

Regla TE

Cualquier férmula de %, que sea una instancia de sustitucién de un teorema del
CEN puede ser introducida en una linea, con el conjunto vacio como su conjunto
de nimeros de premisa. Mas generalmente, x puede ser introducido en una linea si
&1, - . ., ¢, aparecen en lineas anteriores y el condicional (¢, = (¢ = ... (¢n =
X) - ..)) es una instancia de sustitucién de un teorema del CEN ya probado; como
nimeros de premisa de esa nueva linea se toman todos los de esas lineas anteriores.
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Laregla TE no es una regla como las reglas bésicas porque cualquier deduccién
que se haga utilizdndola también se puede hacer sin ella, utilizando sélo las reglas
bésicas. El siguiente teorema ilustra el uso de esta nueva regla.

9o = a

(%} (1) o = -« TE Ejemplo 8

2 @« P

{2} () —a 1,2MT

1%/ “4) =« 2,3C
Ejercicios

Demostrar que si o, B y y son férmulas del lenguaje del CEN entonces las
siguientes férmulas son teoremas del CEN:

(o= B)= (B=a) f.a=(B=@ANB)
. (@ = B)= (B = ) g a=(@Vp)
(= B)= (8= —a) h. V-«
i
j

=2 ]

(ra=za)=>a =(a A\ )
. (@ = —a) = o (@=PINB=>y)=>(aVE) =Y

[« =TI <]

5.5 Validez y completud para CEN

En esta seccién demostraremos para el CEN los teoremas demostrados para el CE
en la secci6én 5.3.

Teorema 5.11. (de Completud del CEN). Toda tautologia del lenguaje del
CEN es un teorema del CEN.

Demostracion.

Sea ¢ una tautologia. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que en ¢ los
inicos conectivos que aparecen son = y —, ya que los otros pueden ser eliminados
por medio de equivalencias tautolégicas. En virtud del Teorema de Completud
para el CE, es suficiente con demostrar que todo teorema del CE es un teorema de
CEN.

Como el Modus Ponens es una regla de inferencia de CEN, bastar4 con probar
que los tres esquemas axiomadticos de CE son teoremas de CEN. Los axiomas 1
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106 5 Lédgica proposicional: enfoque sintdctico

y 2 de CE son teoremas de CEN en virtud de los ejemplos 3 y 5 de la seccién
anterior, s6lo nos resta demostrar que el axioma 3 de CE es un teorema de CEN.

Lasiguiente lista de férmulas es una demostracién en el CEN de (—a = —8) =
((ma = B) = a) cuando « y B son férmulas bien formadas del lenguaje:

{1} (1) —~a= - P

{2} 2) =8 P

{3} 3) —a P

{2.3} 4 B 2,3 MP

{1,2,3} (S «a 1,4 MT

{1,2} ©6) o=>a 3,5C

{1} (D (~a = B) = (-a = a) 2,6C

[e] @) (a=>a)=a TE Ejercicio d secc. anterior
{1} O (~a=p)=>a 7, 8 Ejemplo 1

@ (10) (~a = ~B) = (~a = B) = a) 1,9C

Dada una tautologia en el lenguaje del CEN, se puede transformar en una
tautologia en el lenguaje del CE utilizando las definiciones que se dieron al enunciar
la regla del intercambio definicional, el resultado es una tautologfa en el CE y
como toda tautologia es un teorema del CE y hemos demostrado que los tres
esquemas axiomaticos del CE son demostrables en el CEN, la prueba en CE se
puede reproducir en CEN. Por lo tanto toda tautologia del lenguaje del CEN es un
teorema del CEN. |

Teorema$5.12 (de Validezdel CEN). Todo teoremadel CEN es una tautologia.

Demostracion.

Sea ¢ una férmula que aparece al final de alguna derivacién en el CEN,
probaremos por induccién sobre la longitud de la derivacidn que ¢ es consecuencia
tautolégica de las premisas ¢. (Las premisas de ¢ son las férmulas que tienen como
mimero de linea algiin nimero de premisa de ¢.)

Base: ¢ aparece en la primera linea.

Entonces ¢ fue introducida por la regla P y ¢ es su tinica premisa.

Hipétesis de induccién: Supongamos que para toda férmula cuya derivacién
conste de menos de k pasos se tiene que es consecuencia tautolégica de sus
premisas.

Sea ¢ una férmula cuya derivacién consta de k pasos.
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Caso 1. Si ¢ fue introducida por regla P entonces ¢ es su tinica premisa.

Caso 2. Si ¢ fue introducida por MP entonces en la derivacién de ¢ aparecen
dos férmulas anteriores x y x = ¢ y las premisas de ¢ son todas las premisas de
X ¥ x = ¢. Por hipétesis de induccidn, tanto x como y = ¢ son consecuencia
tautoldgica de sus respectivas premisas, por lo tanto, como ¢ es consecuencia
tautoldgica de x y x = ¢, ¢ es consecuencia tautolégica de sus premisas.

Caso 3. Si ¢ fue introducida por MT, el argumento es exactamente igual al del
caso anterior.

Caso 4. Si ¢ fue introducida por regla C entonces ¢ es de la forma x = v,
donde i aparece en una linea anterior. Las premisas de ¢ son las premisas de
¥ con la posible excepcién de x. Sean Py, ..., P,, x las premisas de . Por
hipétesis de induccién sabemos que Py, ..., P,, x E ¥ y lo que queremos probar
esque Py,..., P, E x = V. Sea| - | una asignacién de valores de verdad para
las letras proposicionales tal que |P;| = 1 parai = 1, ..., n. Si|x| = 0 entonces
|x = ¥| =1, ysi|x| = | entonces por hipétesis de induccién tenemos que
x=v|l=1

Caso 5. Si ¢ fue introducida por la regla D entonces aparece una férmula
anterior a ¢ en la derivacién que es definicionalmente equivalente, y por tanto
tautoldgicamente equivalente a ¢, y que tiene las mismas premisas que ¢. Por
hipétesis de induccién se tiene que esa férmula es consecuencia tautolégica de sus
premisas, de lo que se sigue que ¢ también lo es.

Si ¢ es un teorema del CEN entonces aparece en una derivacién con conjunto
de premisas vacio. Por lo que acabamos de ver, entonces ¢ es consecuencia
tautolégica de @, esto es, ¢ es una tautologia. ]

5.6 Teorema de Compacidad

En esta secciéon demostraremos el Teorema de Compacidad® para la 16gica de
proposiciones y algunos de sus corolarios. Este teorema es en realidad un caso
particular del Teorema de Compacidad para la 16gica de primer orden, la cual
estudiaremos en los Capitulos 7 y 8. El Teorema de Compacidad para la 16gica de

8Para aquellos lectores con un conocimiento en matematicas bésicas, cabe mencionar que el
Teorema de Compacidad debe su nombre a que, en términos de una formulacién topolégica,
significa que un cierto espacio topolégico es compacto [Am]-{Eb]-[Ma].
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primer orden es uno de los teoremas de la 16gica que mds aplicaciones ha tenido
en otras ramas de la matematica.

Recordemos primero que un conjunto %, de férmulas bien formadas de un
lenguaje proposicional es satisfacible si existe una asignacién | - | para las letras
proposicionales que aparecen en 3, bajo la cual todas las férmulas de X son
verdaderas.

Sea 3, un conjunto de férmulas. El Teorema de Compacidad nos asegura que: “%,
es satisfacible si y s6lo si todo subconjunto finito de 3, lo es”. Antes de demostrar
este teorema queremos hacer notar que si X es un conjunto finito de férmulas
entonces el teorema es una trivialidad, puesto que 2, C 3. El caso interesante es
cuando 2, es infinito, en cuyo caso el teorema asegura que si para cada subconjunto
finito de 2 existe una asignacién que satisface a todas sus férmulas entonces se
puede encontrar una asignacién que satisfaga a todas las férmulas de 3. Nétese
que las asignaciones que existen para cada subconjunto finito de 3. no tienen por
qué coincidir en las letras que aparezcan en la interseccién de los dominios de las
asignaciones, de manera que no se puede tomar la unién de todas las asignaciones
que satisfacen a los subconjuntos finitos de 3. Por tanto, la demostracién resulta
un poco mas complicada.

Definiciéon. Llamemos a un conjunto 2, finitamente satisfacible si y s6lo
si todo subconjunto finito de X, es satisfacible.

Lema 5.13. Sea 2, un conjunto finitamente satisfacible de formulas. Entonces,
para cualquier formula a, alguno de los conjuntos 2, U {a} o 2 U {—a} es
finitamente satisfacible.

Demostracion.

Supongamos que %, U {—a} no es finitamente satisfacible. Entonces existe un
subconjunto finito de 3 U {—~a} digamos {o1, . . ., 0, =&} que no es satisfacible.
(Sabemos que —e tiene que pertenecer al conjunto porque por hipétesis 3 es
finitamente satisfacible.) Entonces oy, ..., on Fr @y {01, ..., 0,} essatisfacible.

Tomemos ahora un subconjunto finito arbitrario de % U {&} y llamémosle T'.
Sia & I' entonces I' C 2, y es, por lo tanto, satisfacible. Si a € I' entonces I’
es de la forma {y1,..., Ym, @}, con ¥, ..., ¥m € 2. En este caso el conjunto
{¥#1s+-++ Ym>01,--.,0,} es un subconjunto finito de 3, y es satisfacible. Como
o1, ...,0, Er a, cualquier asignacién que satisfaga a {1, ..., Y. 01, ..., on}
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también hard verdadera a «, por lo que I' es satisfacible. Esto prueba que % U {«}
es finitamente satisfacible. ]

El Teorema de Compacidad se puede entonces enunciar de la siguiente forma:

Teorema 5.14 (de Compacidad). Un conjunto de formulas 3, es satisfacible si
y sdlo si es finitamente satisfacible.

Demostracion.

Evidentemente, si 2, es satisfacible todo subconjunto finito de €l lo es, la asig-
nacién que satisface a todos los elementos de . satisface a cualquier subconjunto
finito de 3..

Supongamos ahora que 2, es un subconjunto de férmulas finitamente satisfa-
cible. Primero vamos a extender a % a un conjunto I' finitamente satisfacible y
que sea maximal con esta propiedad. (Esto quiere decir que si existe algin otro
conjunto I" tal que 3, C IV y I es finitamente satisfacible, entonces I" C I'.)

Primero enumeramos todas las férmulas bien formadas de £ y obtenemos una
lista (fija) @1, 2, - - -, @n, - . . Esto se puede hacer porque el conjunto de férmulas
bien formadas de &£ es numerable. Con esta lista vamos a construir una cadena de
conjuntos de férmulas, por recursién sobre los nimeros naturales.

ly=%

.. - Iy U{pnr1} sies finitamente satisfacible
T T, U{~¢ps1} sinoloes.

Entonces cadaI', es finitamente satisfacible, porel Lema 5.13. Seal” = Un I,.
Asi, 3 C Ty I es finitamente satisfacible, puesto que cualquier subconjunto finito
de I es subconjunto de alguna I', y es por tanto satisfacible. Para ver que I" es
maximal es suficiente con notar que dada cualquier férmula ¢ se tiene ¢ € T o
—¢ € I' y por tanto cualquier extensién propia de I' es insatisfacible.

Ahora vamos a definir una asignacién | - | de valores de verdad para las letras de
lasiguiente manera: |P| = 1siysélosi P € T', donde P es una letra proposicional
arbitraria.

Para completar la demostracién probaremos por induccidn sobre el nimero de
simbolos de «, que para toda férmula o, |a| = 1 siy sélosia € T

Si & es una leira proposicional el resultado es justamente la definicién de [
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110 5 Ldgica proposicional: enfoque sintdctico

Supongamos que la afirmacién es verdadera para toda férmula con menos de &
simbolos y sea « una férmula con k simbolos.

Caso 1. « = —B. Entonces |a| = 1siy sélosi|8| = 0siy sélo si (por hipétesis
de induccién) B ¢ I' siy sélo si =B € T (por ser I maximal).

Caso2. @ = (B = y). Si|a| = Oentonces |B| = 1y |y| = 0, por
hipétesis de induccién, entonces 8 € 'y y ¢ I'. Como I' es maximal, -y € T'y
{B, v, B = v} es insatisfacible. Por lo tanto (8 = y) ¢ T.

Por otro lado, si o ¢ I' entonces —« € T, estoes, ~(8 = y) € I'. Como T es
maximal y tanto 8 como —y son consecuencias de (8 = y)setieneque B € I’
y ~y € I'. Aplicando la hipétesis de induccién obtenemos que |8| = 1y |y| =0,
por lo que |a| = 0. u

Corolario 5.15 Si 3 =1 « entonces existe 2, C 2, 3, finito, tal que 2., Fr a.
|

Con base en el Teorema de Compacidad podemos proporcionar una versién
mads fuerte que la expuesta en la seccién 5.3 para CE, para relacionar las nociones
primordiales obtenidas bajo los aspectos semantico y sintdctico:

I' B+ « (implicacién tautolégica) vs. I' Fcg « (derivaci6n).

Corolario 5.16 (Teorema de Completud Fuerte para el CE). Sea I' un
conjunto de formulas y a una férmula cualquiera. Entonces I Et « si y sdlo

siT I—CE .

Demostracion.

' Er asiysélosi I'U {—-a} es insatisfacible, por el Teorema 4.14. Por
el Teorema de Compacidad, esto pasa si y sblo si existen yi,...,y, € T
tales que {1, ..., ¥n, —a} es insatisfacible, y esto es cierto, nuevamente por el
Teorema 4.14, siy s6lo si y1,...,¥, Fr asiysélosikE (y; = ... = (Yp =
«)...). Aplicando ahora el Teorema 5.9 (de Completud) para el CE, podemos
concluir que esto sucede si y s6lo siFcg (1 = ... = (y» = «@)...) lo que
implica que y1, ..., ¥, Fcg @ y por lo tanto I' ¢ a.

SiT Fcg o entonces existen yy, ..., y, € ['talesque yy, ..., ¥a FcE @, yaque

las pruebas en el CE son finitas. Aplicando el Teorema de la Deduccién n veces

obtenemos que Fcg (1 = ... = (Yn = a)...), y por el argumento del parrafo
anterior se obtiene que I' F7 «. |
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Una versién equivalente al corolario anterior viene dada por el resultado si-
guiente, el cual establece el nexo entre los conceptos de satisfacibilidad (semén-
tico) y el de consistencia (sintictico).

Corolario5.17. SeaTl un conjunto de férmulas de %. Entonces, T es satisfacible
si y sélo si T es consistente. |

De haber probado directamente el Teorema de Completud fuerte (ya sea el
Corolario 5.17 o el 5.18) resulta relativamente facil obtener de éste el Teorema de

Compacidad, dado que la versién sintactica del mismo se sigue de la nocién de
derivabilidad.

Teorema 5.18. I es consistente si y solo si cada subconjunto finito de T es
consistente.

Demostracion.

Si I es consistente, entonces todo subconjunto de €l lo es, en particular todos
los finitos.

Supongamos ahora que todo A C T, A finito, es consistente y que I" es
inconsistente, luego existe S en Z talque I' Fcg B y I' Fcg —B. Pero entonces,
por el Ejercicio 2 de la secc. 5.2, existe A’ C T, A’ finito, tal que A’ Fcg By
A’ Fcg —B, i.e., A’ es inconsistente; contradiciendo asi la hipétesis. Por lo tanto,
I" es consistente. ]

Otros resultados sintdcticos que tienen analogos semanticos via compacidad y
completud son los siguientes:

Teorema 5.19. T es consistente si'y sélo si existe B en Z tal que T Vg B. |
Teorema 5.20. I Fcg « siy sdlo si T U {—a} es inconsistente. |
Ejercicios

1. Demostrar el Corolario 5.15.

2.  Demostrar que el Corolario 5.15 es equivalente al Teorema de Compacidad.
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3.  Suponer el Teorema de Completud fuerte y demostrar el Teorema de
Compacidad.

4.  Pruebe que el Corolario 5.16 es equivalente al 5.17.

5.  Pruebe sint4cticamente (i.e., sin el aval del Teorema de Completud fuerte):
a. el Teorema5.19.
b. el Teorema 5.20.

c¢.  (Una version del Teorema de la Deduccién). I' Fcg « si y sélo
si existe A C T, A finito, digamos A = {a1, a2, ...,a,}, tal que
Fee (@i Aaa A ... Aay) = .
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Capitulo 6

Logica proposicional:
enfoque algoritmico

Un hombre tras una gran penitencia religiosa y
en pleno éxtasis, consigue al fin una cita con El
Ser Supremo:
Serior. ;Qué es para Vos un milenio?
— ;jTan solo un segundo!
— ¢ Y un millon de dolares?
— Un simple centavo.
— Sefior. jConcédame un millon de dolares!
— jEspérame un segundo!

Anénimo

6.1 Introduccion

El sistema formal de la 16gica proposicional tiene la propiedad adicional de ser
decidible. Esto significa que hay un procedimiento mecéanico con el cual se
determina en un nimero finito de pasos si una férmula dada es o no un teorema.
Dada una férmula «, para averiguar si — «, preguntamos si E «, la respuesta a
esto se obtiene via las tablas de verdad (que nos proporcionan el procedimiento
mecénico aludido), y al resultado hallado se le aplican los Teoremas de Completud
y Validez, para entonces dar el fallo.

Ahora bien, la condicién de “en un niimero finito de pasos” puede resultar muy
relativa: s6lo compare la “finitud” de un milenio con la vida del hombre del cuento.

El problema de determinar si una cadena de simbolos dada del lenguaje
formal de proposiciones % es o no una férmula bien formada es mdas bien

113
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trivial. De hecho, pueden darse algoritmos que resuelven eficientemente este
problema (cf. laseccién 4.2, y para mayor informacién [En]-[Fr]). Considerando el
tiempo computacional como equivalente al niimero de “operaciones elementales”
realizadas bajo una entrada de longitud n, por eficiencia se entiende cuando el
tiempo empleado por un algoritmo en resolver un problema determinado es de un
orden polinomial, ¢(p(n)). Por otra parte, el problema de decidir ahora si una
fbf en %, es satisfacible o es una tautologia puede involucrar un gran nimero de
manipulaciones (i.e., “talacha”™). De la seccién 4.8, podemos afirmar que, e.g., la
técnica “por tablas” resulta claramente ineficiente, pues para decidir que I Fr «
0 no, si ocurren n letras proposicionales (una entrada de longitud n) en I’ U {a},
entonces se requiere construir una tabla de 2" renglones. El algoritmo asi derivado
es de un tiempo de orden exponencial, €(2").

En términos generales, un problema es tratable si existe algin algoritmo
asociado eficiente; caso contrario se dice intratable.

Ahora bien, cabria preguntarse si existen algoritmos eficientes tanto para la
satisfaccién como para la validez de las férmulas. Sin embargo, la respuesta
respecto de la satisfacibilidad hasta el momento ha sido elusiva, al probarse que este
problema pertenece a una “familia” de problemas “equivalentes entre si”” conocida
como problemas NP-completos. Grosso modo, los problemas .#%-completos son
aquéllos para los que hallar un algoritmo eficiente es un gran problema abierto,
pues esta familia cuenta con la cualidad adicional que de probarse la existencia
de un algoritmo eficiente para alguno de ellos repercutiria en que todos estos
problemas tendrian soluciones eficientes, mientras que una respuesta negativa, de
que el algoritmo 6ptimo es necesariamente de un tiempo de orden no polinomial
para un problema particular, implicaria que todos son intratables. De esta manera,
el descubrimiento de un algoritmo general y eficiente para el problema de decisién
sobre la satisfacibilidad de las férmulas es mds que dificil, si no imposible. En
cuanto al problema de la validez de las férmulas, todo parece indicar que es
un problema aun maés dificil que el de satisfaccién, dado que es un problema
abierto el que si la validez siquiera estd en .#% (menos ha de estar en los A4%-
completos, siendo éste un subconjunto propio de .##). Por consiguiente, a pesar
de que el célculo proposicional sea decidible, desde un punto de vista practico, su
problemdtica es intratable.

Aunque este panorama resulta desalentador (computacionalmente hablando),

existen algoritmos eficientes para el problema de satisfacibilidad en ciertos con-
juntos de férmulas, e.g. las claisulas de Horn. Un algoritmo tal (de complejidad
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de orden cuadritica) lo proporciona la denominada técnica de resolucion. Esta
técnica procede mediante una clase especial de prueba denominada refutacion:
una férmula se prueba verificando que su negacién es insatisfacible.

El hecho que el problema de la satisfacibilidad dentro de un cierto conjunto
de las férmulas sea algoritmicamente tratable hace de la deduccidén automdtica de
teoremas un hecho, y no sélo un aspecto tedrico. Esta caracteristica extrapolada a
lalégica de predicados (considerada como extensién de la proposicional) y aunado
al gran poder expresivo de ésta en la representacién del conocimiento, dio pauta
a la concepcién de la l6gica (entiéndase la de predicados) como un lenguaje de
programacién: la programacion légica. (Cf. [CL]-[Ga]-[Th] para un estudio de
estos temas.)

6.2 Analisis de técnicas semanticas

Anteriormente (secciones 3.3-3.4) se hizo mencién de una versién intuitiva de
algoritmo, asi como su’ conexién con la nocién de decidibilidad. A este respecto,
se concibe un algoritmo como un procedimiento efectivo que se realiza en un
ndmero finito de pasos bien definidos para resolver un problema especifico, y
que consta ademds de dos conjuntos: las entradas (datos iniciales de los casos
particulares del problema) y las salidas (las respuestas por obtener de los casos
particulares distintos del problema).

Sin embargo, esta definicién ha de incurrir en si en su propia falta: la
definibilidad; pues por efectividad' suele entenderse que todas las operaciones
a realizar en el algoritmo deben ser lo suficientemente bdsicas como para ser
efectuadas de manera exacta en un lapso finito de tiempo por el procesador (o
dispositivo) que ejecute el algoritmo. Este concepto no tiene la precisién necesaria
para ser aplicable en todos los casos. Una definicion precisa de la efectividad viene
dada mediante el concepto de recursividad. La relacién establecida entre la nocién
(intuitiva) de algoritmo con la (formal) de recursividad conforma la denominada
Tesis de Church. Esta no es un teorema en si, sino mas bien una cuestién de fe,
dado que relaciona lo que se entiende (informal e intuitivamente) por algoritmo
con el proceso matematicamente formal de recursién (cf. [En]-[Th]).

'Para evitar confusiones, usaremos el calificativo efectivo para referimos a nociones que
involucren la propiedad definida arriba, mientras que el de eficiente serd cuando el tiempo
requerido no s6lo es finito, sino ademds “razonable”.
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La nocidn intuitiva de algoritmo es satisfactoria para dar respuestas positivas
a si determinado problema es algoritmicamente soluble, pues de ser asi, basta
simplemente con exhibir un algoritmo que lo resuelva. Para esta seccién, esto es
lo mds que necesitaremos. Para el caso que no exista tal procedimiento efectivo
para abordar un problema, esta version intuitiva ya no es adecuada, y si resulta
entonces indispensable la definicién formal.

Concretando en las técnicas semdnticas de la seccién 4.8, podemos decir que
el método por tablas tiene la desventaja de que para dar su respuesta se tiene que
explorar todos los casos posibles (2" renglones, para n letras proposicionales),
aunque no todos los renglones sean necesarios. Cuenta como tnico punto a favor
el que evita construir una columna, en virtud del significado del condicional:
se requiere al menos tantas columnas como premisas hayan, mds una columna
adicional para la conclusién. Asi, esta técnica es obviamente ineficiente, y su
implementacidn algoritmica consume un tiempo de orden exponencial.

Ahora cabria preguntarse si el método algebraico resulta mejor al tener “atajos”
en el proceso de reduccién a formas normales. Esto es s6lo aparente. Su problema
reside precisamente en que el algoritmo para reducir a FN’s puede involucrar
demasiadas manipulaciones.

Otras dos técnicas que presentaremos aqui son los métodos de Quine [Qu] y
de reduccidn al absurdo. Estos dos métodos comparten la “versatilidad” que tiene
el algebraico al compararlos con el de tablas. Pero aun asi, no son eficientes, y

presentaremos un ejemplo, después de exponer en qué consisten, para despejar
cualquier duda en el lector.

Método de Quine

En este procedimiento se consideran interpretaciones parciales de las férmulas,
procediendo segtin algin orden sobre las letras proposicionales. La estrategia
radica en que de obtenerse el mismo valor de verdad para una férmula al aplicar
todas las posibles extensiones de una valuacion parcial, entonces resulta irrelevante
construir la rama (o subdrbol) que brote del nodo correspondiente a esta asignacién
parcial. Este proceso guarda cierta semejanza con el de drboles semadnticos,
diferencidndose en que se aplica en “directo” y no por insatisfaccién de férmulas.
Ilustrémoslo con un caso.
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Ejemplo. Analicemos la validez de la fbf:
a=(P=>RANQ=>R)=(PVO =R

Primero establecemos un orden lexicogréfico en las letras: P < Q < R,y
procedemos de menor a mayor. Consideremos una valuacién | - | tal que |P| = 1,
fijemos el valor 1, e identifiquémoslo con la funcién de verdad 1, a fin de, bajo
abuso de notacién, sustituirlo en la férmula (tal y como se hizo en el método
algebraico). Asi, tenemos:

((1:>R)/\(Q=>R)):>((1VQ)=>R))?{(R/\(Q=>R))=>R

De donde, si |Q| = 1, obtenemos (R A (1 => R)) == R H R = R, mientras
T
que si |@| = 0, entonces (RA(0 = R)) = RH (RA1)= RH R = R,
T T

ocurriendo en ambas la férmula vilida R = R.
Supongamos ahora que | P| = 0, luego

((0:>R)/\(Q=>R))=>((0VQ)=>R)H(l/\(Q=>R))=>(Q=>R)
E{(Q:R):(QﬁR)

siendo ésta una tautologia.

Este andlisis revela que la fbf es valida. Graficamente, el proceso es represen-
tado con el drbol dado por la figura 6.1.

Método por reduccion al absurdo (RAA)

Este no es més que una aplicacién del Teorema 4.14. Resulta particularmente
util si la fbf contiene varias ocurrencias del condicional; en cuyo caso se procede
de manera tal que se produzca una eventual contradiccion (absurdo) al suponer
que el consecuente es falso y el antecedente es verdadero, correspondientes a la
implicacién que sea el conectivo principal. En otros términos, si la fbf o por
analizar es de la forma ¢« = B = y, y suponemos que para una valuacién | - |
arbitraria, |y| = 0, entonces se debe conseguir que 8 A —y es insatisfacible (es
una férmula contradictoria). Ilustrémoslo con la misma fbf del ejemplo anterior.
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(P sRIAIQ > Ry (IPVQ) 5 R)

Ipi=1 | 1PI=0
(72 R) AlQ=*R)> ({IVQ)>R) ((0>R)AQ>R)) l (tovQ)»R
(RAIQR)) >/ 3R) (7AQ3>RN>(Q>R)
(RAQ=2R) >R (Q»R)2(Q »R)
lol= | loi=0
(RAU=R)) R (R/\(Om‘;lR
(I{AR)=|>R (RAD -‘I’R
R=>R RsR
Figura 6.1

Ejemplo. Consideremos la férmula:
a=((P=>RAN@=R)=(PVQ)=R)
Sea | - | una valuacién tal que || = 0, es decir,
(P=RAQ@=R|=1y [(PVQ)=R|=0

Asi, dado que [(PV Q) = R| = 0, setiene que [PV Q| = 1y |R| = 0,
ie, |Pl = 10 |Q| = 1, pero |[R| = 0. Por otra parte, debido a que
|(P = R)A(Q = R)| = 1 se obtiene cierta “incoherencia”, pues siendo |R| = 0,
ambos |P| = |Q| = 0 para que se satisfaga el antecedente, mientras que por la
misma valuacién, al menos |P| = 1 o |Q| = 1. De esta manera, es imposible que
exista tal valuacién | - | bajo la cual |a| = 0, i.e., @ es vdlida. O

Presentemos ahora si el ejemplo prometido para exhibir la ineficiencia de estos
métodos. En efecto, consideremos

I'= {V=>—|P, —\(‘|A Vv P), ﬁ(F-_—>B)=>—|Q, ﬁ(Q AN F):}S, ‘1V=>(A:>—|B)}
y a=R=S§.
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y la consigna es verificarque ' F ¢, . ..

Bueno, jaclaremos que s6lo nos comprometimos a presentar, mas no a desarro-
1lar un ejemplo! ;En 16gica, hay que ser cautos y precisos en el uso de las palabras;
y le correspondrd al lector con reservas a que se “aviente la talacha”, si sus dudas
quiere despejar! O

De los métodos presentados, algunos pueden tener dificultades algoritmicas de
aplicarlos a férmulas que no sean teoremas. De hecho, al emplear la técnica por
reduccidn al absurdo pueden darse casos en que el procedimiento nunca termine,
pues la “instruccion de paro” es activada precisamente tan pronto como se obtenga
una contradiccién.

Algoritmo de Wang

Para concluir esta seccidn, esbozaremos un tltimo procedimiento, cuya virtud ra-

dica en que si es un algoritmo, pues termina en un nimero finito de pasos dando el

fallo sobre la correcién o no de una argumentacién y ademds, permite ‘“automati-

zar” la demostracién de los teoremas de la 16gica proposicional. El mismo se debe

a Hao Wang, “Towards Mechanical Mathematics”, (1960). (Cf. [DG]-[TM].)
Consideremos una argumentacién de la forma:

ﬂlvﬂ%'“‘ﬂn FT(X (1)

en la que todas las férmulas sélo contengan —, Ay V. Esto siempre puede realizarse
con reducir todas las expresiones a las formas normales.

Paso 1. Las comas del lado izquierdo de (1) corresponden a conjunciones y
viceversa. De esta manera, (1) es equivalente a la expresién:

BINBAN. ... AB.Fra 2)

Ahora, supongamos que la fbf « se representaen laformao = a; Vo, V.. . Vay,
(cosa siempre realizable en virtud de las FND’s), con lo cual tenemos la siguiente
propiedad, andloga al paso 1.

Paso 2. Las disyunciones del lado derecho de (1) se corresponden con comas
y viceversa. De donde, la expresién (1) queda:

ﬂl,ﬂz,...,ﬁ,,I=Ta],a2,...,a,,, (3)
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Observacion. Si redujéramos las férmulas B;’s (o las a;’s) a FNC’s (resp., a
FND’s), podriamos aplicarles la propiedad 1 (resp., 2), y obtener asi un niimero
mayor de férmulas (las componentes de las §;’s (resp., de las «;’s)) y, obviamente,
mds comas.

La propiedad siguiente se sigue de una reformulacién del teorema de la
deduccién que contempla el empleo de los conectivos l6gicos =, Ay V.

Paso 3. Consideremos la argumentacién (3). Entonces, para cualesquiera
férmulas B;, aj,con1 <i <nyl < j<m,setiene

Bi,Ba.. By BrEr a1, 00, 0, Oy
si y s6lo si
Bi.Ba...,maj,. ..., BpEraj, o, ..., B, ..., 0 4

En otras palabras, toda férmula de un miembro de una argumentacién se
“traslada” negada al otro miembro. En particular, esta propiedad se empleara
procurando que la traslacién tenga el sentido que elimine negaciones.

Paso 4. Instauremos como una regla (usando el teorema de la deduccién) la
tautologia:

F(nVy)=38=(n=38A0=9),

es decir,
Sia,y1Vy, wFrdentoncesa, yj,wFrd y a,»wkEré &)
Observacion. Esta regla no es mas que la conversa (i.e., con el condicional
invertido, <=) del ejemplo dado para ilustrar los métodos de Quine y RAA.
Paso 5. Introduzcamos ahora como regla, la tautologia (ley distributiva):
E(y =Gi1A&) =y =)A= &),
es decir,
SiyFra,8; ANé,wentonces y Fr o, 81,0 'y yFra,é,o 6)
Observacion. En los pasos 4 y 5, los simbolos sin subindices: «, y, 8, y o,

representan sucesiones de férmulas, i.e., cadenas de simbolos constituidos de fbf’s
con o sin comas.
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Resumiendo, la aplicacién recursiva de los pasos 1-5 nos lleva finalmente a un
conjunto (o una conjuncién) de p x g expresiones de la forma:

vi=dparal <i<pyl<j<gq M

donde, y; = £ A... ALl y8; =ml V...V mi, siendo las £’s y mJ’s literales.
Sin pérdida de generalidad, podemos considerar que todas las literales son letras

proposicionales, pues en caso contrario, simplemente aplicamos el paso 3 las veces
necesarias.

Por lo tanto, obtenemos un conjunto de p x g expresiones bdsicas de la forma:
PiA...AP = Qlv...vQ! (8)

mismas que son férmulas vilidas si y s6lo si al menos una misma letra aparece en
ambos lados del condicional. Esto es una sencilla consecuencia de combinar las
leyes de simplificacién: (P A Q) = Py P = (P V R), y generalizarlas.

Por consiguiente, contamos asi con el siguiente teorema.

Teorema 6.1. La argumentacion: By, Bz, ..., Bu ET 1, 2, - .., @,y €5 correcta
siy sélo si en cada una de las p x q argumentaciones bdsicas:

i i J j
P,....,P FrQf,...,0! )]
ocurre al menos una misma letra proposicional en ambos miembros de la expresion.

Demostracion.

Se sigue del planteamiento anterior, validando el paso 3, y aplicando los pasos 1
y 2, asi como terminar la justificacién al “si y s6lo si”, en (8). |

Observaciones:

1. Laineficiencia del algoritmo se deriva de utilizar recursivamente los pasos 4
y 5: para un total de k disyunciones y conjunciones que ocurran en los lados
izquierdo y derecho del simbolo, respectivamente, entonces se obtiene 2* nuevas
expresiones.

2. Las férmulas basicas (8), siendo tautologias (en el caso en que se satisfaga
(3)), pueden usarse en calidad de axiomas, y construir un célculo al implementar
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los pasos 1-5 en reglas de inferencia. Para agilizar este cilculo, se incluyen otras
reglas de inferencia que involucren a los conectivos lgicos = y <, efectuando
asi la reduccién a las formas normales en forma implicita. De esta suerte, resulta
un calculo deductivo cuyos axiomas son todas las expresiones de la forma (8) en las
que ocurra al menos una misma letra proposicional en ambos lados del condicional,
y que participa de la versatilidad de un cdlculo tipo deduccién natural, al estar
provisto de un buen nimero de reglas de inferencia con las que se indica el manejo
(y significado) de los cinco conectivos logicos: —, A, V, =y <« . Ademds,
el célculo resultante se implementa facilmente como un algoritmo (cf. [TM]). En
un sentido estricto, este calculo pertenece a los célculos de secuencias (sequent
calculi) al permitirse que la conclusién sea un conjunto y no una sola férmula,
como sucede en la deduccién natural.

3. Para recuperar sinticticamente a la 16gica proposicional, hemos recorrido un
orden creciente de “mecanizacion” del procedimiento de prueba con detrimento
de la participacion intelectual, realizado a través de tres calculos: 1) un sistema
axiomdtico tipo Hilbert (Mendelson), 2) un sistema de deduccién natural tipo
Gentzen (Mates) y, finalmente, 3) un sistema para demostracion automdtica de
teoremas (Wang). El sistema de Mendelson, con su economia en recursos (sélo 2
conectivos légicos, 3 (esquemas de) axiomas y una regla de inferencia), exige de
mayor habilidad por parte del usuario para obtener un resultado; mientras que, en
el extremo opuesto, tenemos al sistema de Wang completamente “mecanizado” (un
algoritmo), donde los procesos mentales (intuicién) se ven relegados, pudiendo,
por tanto, prescindirse del usuario humano, reemplazdndolo con la “médquina”. En
estos términos, el sistema de deduccién natural es el mas “humano” (a lo cual debe
su nombre), situdndose en una posicién intermedia (algo asi como “ni tanto que
queme al santo, ni tanto que no lo alumbre”).

Ejemplo. Verifiquemos si I' Fr @ o no, paral' = {-PV Q, PV R, QV R}y
a=QV-S.
En efecto, y usando 2,

-PVQ, PVR, QV-REr Q,-S

por 3,
S,"PVQ,PVR,QV-RET Q
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por 4,

S,-P,PVR,QV-RFr Q, y S,[Q] PVR,QV-RFr[Q]

por 3,
S,PVR,QV-RF; Q,P
por 4,
S,[P}@v-RFr @,[P] vy S,R,QV-RFrQ,P
por 4,
S,R[Q]Fr[@] P vy S.R-RFr QP
por 3,
S.[R]Fr 0. P[]
Por lo tanto, por el Teorema 6.1, " Fr a. O
Ejercicios

*].  Proporcione un algoritmo para analizar si dada una expresion en %, es o no
una fbf de la l6gica proposicional.

2.  Construya un algoritmo que genere tablas de verdad para fbf’s.
3.  Complete la demostracién del Teorema 6.1.

4. Pruebe siI" Fr « o no, usando los métodos de Quine, reduccién al absurdo
y el algoritmo de Wang, para:

a. I'={P}, a=-P=Q

b. T ={P,-P, Q}, a=R

¢ T={PVQ P=R Q=S5} a=SVR

d T={R=0,0=>-P,P,RV(TAS)}, a=TAS
eeI'={B=-C,CVQ,~(T=BAQ,~—~T=(SVC),B},a=T
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6.3 Problemas NP-completos y satisfacibilidad

En esta seccion tendremos como objetivo inmediato responder a ;qué significa
decir que “un algoritmo F es mds dificil de computar que uno G”? Para ello, se
requiere una medida del grado de complejidad de los algoritmos. Entre las medidas
de complejidad, parece ser claro que el tiempo y el espacio—principalmente el
tiempo— son de las méds importantes. A la cantidad de memoria usada por un
algoritmo durante el proceso se denomina el espacio requerido por el algoritmo.

El tiempo resulta ser un mejor parametro para medir la bondad de un algoritmo,
ya que el tiempo de ejecucién es equivalente al costo econémico por uso-maquina,
entre otras cosas. Ahora, como el tiempo real requerido por una computadora
es proporcional al nimero de operaciones bésicas realizadas por ella, se suele
llamar tiempo de computacién no al fisico (real), sino al nimero de operaciones
elementales. (Aqui se supone que todas las operaciones basicas toman el mismo
tiempo.)

Presentaremos a continuacién dos algoritmos que resuelven un mismo problema
a fin de calcular y comparar sus tiempos de ejecucién.

Problema (de biisqueda): “Dada una lista de palabras L = {ay,ay,...,an},
averiguar si una palabra X pertenece o no a L. En caso afirmativo, dé ademds su
localizacién en L.”

Solucion 1. Mejorando otros métodos de biisqueda secuencial, daremos una
interpretacién sobre la salida (respuesta) del algoritmo (dada por la localizacién
J del casillero a; en L): si j = 0, significa que la palabra X no se encuentra en
L; mientras que, j # 0 nos reporta no s6lo una respuesta afirmativa, sino ademas
la posicién de X en L. Sobre esta base, extendemos L a una nueva lista L’ que
cuente con la localidad a,, i.e., L' = {a,, a1, az, ..., a,}. Asi, el algoritmo es el
siguiente:

Algoritmo 1.

PROC BUSQSEC(a, n, X, j)

1. HAZ (@, «— X, j «—n).

2. SI (X = a;) ENTONCES (RESPONDE j). FIN.
3. HAZ (j <« j — 1); Y VOLVER al paso 2.
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Notacion. El simbolo “«—” representa la asignacién del valor situado en
la derecha en la variable de la izquierda, e.g., la expresién “j «— j — 17
significa un decremento de la variable j. Aparte de los conectivos légicos
“Y” y “SI...ENTONCES”, hemos empleado las instrucciones “HAZ (...)”, como
orden, “VOLVER”, como retorno incondicionado, “RESPONDE”, como mecanismo
de salida, y “FIN”, como paro.

Andlisis de complejidad: Considerando solamente el tiempo empleado en el
paso 2, en el peor de los casos (a; = X), tenemos qué comparar la palabra X
con las n entradas de la lista antes de que la bisqueda termine. Esto se traduce
en una biisqueda exhaustiva hasta dar con la palabra buscada; para una lista de,
e.g., 109 palabras se requerirfan asi 10° comparaciones (unidades de tiempo) como
méximo.

Solucién 2. Supongamos ahora que la lista L se nos proporciona ordenada,
digamos a; < a; < ... < a,. Podemos explotar esta condicién adicional para
disefiar un “mejor” algoritmo que el anterior. (Un conjunto con estructura provee
de mayor informacién: “El todo es mayor que la suma de sus partes”?.) La
estrategia es: 1. comparar X con la entrada situada a la mitad de L, a,,; 2. si X es
(numérica o alfabéticamente) menor que a,,, se descarta (jpara fines de bisqueda
subsecuente!) la mitad de los elementos de L: @, am+1, - - - » Gy; 3. procediendo
andlogamente con el caso de X mayor que a,,, se descartan entonces las primeras
m entradas de esta lista. De esta forma, una sola comparacién ha reducido el
problema de bisqueda a la mitad. Aplicando esta misma técnica con la mitad
remanente de la lista, y asi sucesivamente, el algoritmo eventualmente dara su
fallo sobre la localizacién o ausencia de la palabra X en L.

Algoritmo 2.

PROC BUSQBIN (a, n, X, j,1,r).

LHAZ( «—O;r —n+1).

2. HAZ (j < (I +r)/2)]) || aqui, | ] es la funcién mayor entero menor que ||
3. SI(j = I) ENTONCES (RESPONDE 0). FIN.

4. SI (X = a;) ENTONCES (RESPONDE j). FIN.

5. SI(X < a;) ENTONCES (HAZ (r «+ j)); Y VOLVER al paso 2.

6. SI (X > a;) ENTONCES (HAZ (I < j)); Y VOLVER al paso 2.

2Frase debida a Aristételes, reinstaurada actualmente por los te6ricos de sistemas.
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Notacion. Idéntica al algoritmo 1, salvo “|| ...
dirigido sélo al usuario, no a la maquina.

,” que significa un comentario

Andlisis de complejidad: Ahora el anilisis es ligeramente mas complicado. El
algoritmo procede eliminando la mitad restante de la lista después de la ejecucién
del paso 4. Enel peor caso (X = a; 0 X = a,), el mdximo nimero de ejecuciones
del paso 4 ser4 k, donde k es el menor entero tal que 2 es mayor que n. De aquf
que la funci6n de tiempo, T'(n), sea proporcional alog,(n), i.e., puesto que 2¢ > n,
entonces k = T (n) = clog,(n), con ¢ > 0, una constante. Con este algoritmo,
para una lista de 10° palabras sélo se requeriran 20 comparaciones como maximo
(sic=1). O

Un analisis comparativo temporal de los dos métodos respecto a una lista
ordenada se “inclina” en favor de la bisqueda binaria. Todo el andlisis se centré
siempre sobre el denominado peor caso; existen otros conceptos para tratar la
complejidad de los algoritmos, como son los casos mejor y promedio. (Para un
estudio mas extenso de este tema y otros afines, consulte e.g. [HS].)

Analizar asi un algoritmo se reduce a un problema de combinatoria. Sin
embargo, como puede resultar dificil hacer el calculo del nimero de operaciones
realizadas, el andlisis se lleva via el comportamiento de la funcién tiempo, T (n),
en lugar de su expresion exacta. El comparar algoritmos sélo resulta ventajoso si
el volumen de datos en grande. De aqui las definiciones que hemos de usar.

Definicién. Sean f, g:N — R dos funciones. Decimos que g domina
asintdticamente a f siy solo si existen constantes k > 0y m > 0 tales que
para toda n > m, se verifica que | f(n)| < k|g(n)|. Notacién: f < g.

En términos de los algoritmos F' y G a comparar, si f y g son las funciones
respectivas de tiempo, tendremos que el algoritmo F tardard k veces mdés que el
G en resolver un mismo problema.

Definicién. El orden de f es el conjunto de todas las funciones dominadas

por f ylodenotamos 0(f) := {g:N - Ryg < f}. Sig € 0(f), decimos
que g es de orden f.

Observaciones:

1) Se tiene que g € #(f), aun cuando k sea una fraccién propia.
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2) La notacién @(f) es un medio para medir el desempeiio de un algoritmo,
siendo una cota superior para el crecimiento de la funcién tiempo.

Ejemplo. Consideremos las funciones: log(n) (en base 2), n, n%, 2" y n. De la
figura 6.2, se observa que existe un valor de n a partir del cual 2" y n™ son siempre
mayores que log(n), n y n%. Estas tltimas funciones tienen un crecimiento més
lento que las primeras dos. Ademas, en términos de los érdenes de complejidad,
no es dificil probar que se dan las contenciones propias:

o(log(n)) C O(n) C 6(n*) C 6(2") C O(n™)

Crecimiento en Tiempo de Ejecucion

101: ha
0%
10¢ =
t{n)
10¢ =
10 —
log(n)
0 - T T T T 1
0 2 4 6 8 Tiempo 10
Figura 6.2

Generalizando la comparacién anterior a todas las funciones, dio pauta para
escindir al conjunto de las funciones en dos grupos:
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128 6 Légica proposicional: enfoque algoritmico

1) las funciones de orden polinomial, constituido por todos los polinomios y
funciones de 6rdenes menores (bajo contencién, C); y

2) las funciones de orden exponencial, todas aquellas funciones de orden mayor
o igual al exponencial.

Ahora, si las funciones representan las funciones del tiempo de ejecucién
asociadas a los algoritmos, tenemos la definicién siguiente.

Definicion. Un algoritmo es eficiente si y s6lo si su funcién de tiempo es
de orden polinomial. Un algoritmo cuya funcién de orden es exponencial
se dice ineficiente.

Otra cota no menos importante es la cota inferior.

Definicién. f € Q(g), y se lee “f pertenece a omega de g”, si y s6lo
si existen constantes k > 0y m > 0 tales que para toda n > m,

|f(n)] > k|g(n)].

Con base en los tiempos de crecimiento, es razonable considerar que un
problema con una solucién algoritmica eficiente sea un problema tratable, mientras
que uno con una solucién ineficiente sea intratable. Esta (controversial) division
parece sustentarse como un hecho mds bien empirico, dado que aunque cualquiera
dudarfa que un algoritmo de un orden n!%® sea mejor a uno de orden 20-%0'# (a]
menos para valoresden < 24,549,171), este tiltimo orden no surge en un problema
natural. Otro punto a favor para esta division, son ciertos problemas para los que
sus cotas inferiores rebasan por mucho la capacidad de cualquier computadora,
aun las no construidas todavia, para resolverlos.

Definicién. La clase de los problemas & (deterministicos Polinomiales)
la constituyen todos los problemas de decisién tratables, i.e., aquéllos que
cuentan con algoritmos deterministicos eficientes.

Hallar una cota superior para la complejidad temporal de un problema es
relativamente fécil de obtener: dar un algoritmo F que resuelva el problema y de
éste determinar @( f), donde f es la funcion de tiempode F. Es mds, resulta comiin
asegurar que un algoritmo F es mejor que otro G, si ¢(f) C @(g). Sin embargo,
hallar cotas inferiores es muy dificil en general (hay muchos problemas abiertos
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al respecto). La dificultad reside en si en que una cota inferior requiere considerar
todos los algoritmos que resuelven el problema, mientras que una cota superior se
obtiene construyendo un algoritmo particular y analizando su desempefio temporal.
Decimos que un problema algoritmico es cerrado cuando sus cotas superior €
inferior coinciden. Caso contrario se habla de un brecha algoritmica, i.e., cuando
la minima (mejor) cota superior conocida difiere de la mdxima (mejor) cota inferior
conocida. De aqui se derivé la necesidad de concebir los problemas A4, clase
para los cuales la brecha algoritmica es muy grande: algunos de estos problemas
tienen {}(n) vs. @(c"), con ¢ > 1. Asi, la meta fijada es minimizar esta brecha.

Hemos corroborado que probar la satisfacibilidad de una férmula es una tarea
non grata, conforme el nimero de letras proposicionales se incrementa. Sin
embargo, supongamos que nos dan de antemano una valuacién asegurdndonos
que si satisface una férmula (e.g., al copiar en el examen); por si las dudas seria
sencillo verificar que si es la respuesta correcta: retomando, e.g., el algoritmo
de Quine, sélo habria que recorrer un camino en el drbol asociado para saber la
respuesta, en lugar de proceder por “ensayo y error” para dar con ella. Asi, al
exhibir una respuesta, ésta certifica la satisfacibilidad de la férmula (problema),
relegando la tarea de verificarlo a un proceso que sélo toma un tiempo de orden
polinomial.

Resulta un hecho el que hay muchos problemas importantes de muy diversas
dreas e intereses, para los cuales el proceso: “si contdramos con la respuesta
correcta, corroborar que en efecto lo es no lleva tiempo”, es comiin a todos ellos.
Pero, aunque suele ser “bonito sofiar”, ;quién nos proporcionard la respuesta en
cuestion?:

(La obtendremos por gracia de la Divina Providencia? jun milagro! o
(invocaremos al Diablo?, y jharemos magia negra!

Independientemente de las preferencias, para el caso es lo mismo, necesitamos
de la magia para dar pronésticos acertados. En términos técnicos, requerimos de
algoritmos no deterministicos. Al calcular el tiempo empleado por un algoritmo
no deterministico para completar su objetivo, se omite el tiempo usado para generar
el pronéstico.

Definicién. El tiempo requerido por un algoritmo no deterministico para
proceder sobre una entrada dada es el minimo nimero de pasos que se
necesitan para alcanzar una ejecucion exitosa, en el supuesto caso de que
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exista una sucesion de decisiones que den lugar a tal ejecuciéon. Ahora, un
algoritmo no deterministico F es de orden f(n) si y sélo si existen ciertas
constantes £k > 0y m > 0 tales que para todas las entradas de longitud n
que producen una ejecucion exitosa, donde n > m, el tiempo empleado es a
lo més kf (n).

Definiendo el tiempo de esta manera, se captura la situacién de un “adivino” que
siempre acierta y que siempre toma la mejor respuesta (el prondstico que permite
a la parte determinista del algoritmo resolver el problema mds rapidamente).

Definicion. La clase de los problemas 4% (No deterministicos Polino-
miales) la constituye todos aquellos problemas de decision para los cuales
existen algoritmos no deterministicos de orden polinomial.

Debido a que los algoritmos deterministicos (D) son un caso particular de los
no deterministicos (ND) (;Por qué?), concluimos que & C A4%. Lo que hasta la
fecha se ignora, y, parafrasendo a Horowitz-Sahni [HS],

“ha venido a ser el mds famoso problema abierto en la ciencia computacional
es Si

P=NP 0 PENPD

Hasta ahora, todo parece indicar que .49 no esté incluido en &, i.e., s poco
probable que existan algoritmos deterministicos efectivos, aun no descubiertos,
paralaclase de los.#2, esto en virtud del enorme (e infructuoso) esfuerzo invertido
en encontrarlos. Sin embargo, una prueba de que & # A4 ha resultado también
tan elusiva, que debe requerir de técnicas todavia inexistentes.

Verifiquemos ahora que el problema de satisfacibilidad estd en A4%. Para ello,
simplemente exhibimos el siguiente algoritmo ND de orden polinomial:

Algoritmo ND para satisfacibilidad.

PROC SAT(E, n)

1. BOOLEANA x(n)

2. PARAI = 1 HASTAn

3. HAZ (x; —ELIGE{1, 0})

4. REPITE

5. SI(E(xy, x, ..., x)) ES 1) ENTONCES (RESPONDE “EXITO”). FIN
6. RESPONDE “FALLO”

7. FIN
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Notacion. Lainstruccién “BOOLEANA” es para declarar que la variable x () s6lo
toma los valores 0 o 1; la instruccién “PARA i = 1 HASTA n ... REPITE” constituye
lo que se denomina un ciclo, e indica que lo que se representa con “...” debe
realizarse n veces; “ELIGE” viene a ser nuestra instruccién no deterministica (jpara
hacer magia!); E(xi, x2, ..., x,) es la férmula a evaluar; las demads instrucciones
fueron mencionadas anteriormente.

Andlisis de complejidad: Con este algoritmo se asigna una instancia al vector
booleano (xy, x2, ..., x,) mediante un ciclo, y se evalia deterministicamente la
férmula E(xy, x3, ..., X,). El tiempo no deterministico es @(n) : @(n) para el
ciclo +&(|E|), donde |E| = longitud de E; los tiempos para las instrucciones
ELIGE y RESPONDE son tomados como #(1).

A la pregunta de c6mo son los problemas mds dificiles en 4%, S. Cook (“The
Complexity of Theorem Proving Procedures”, (1971)) probé que el problema de
satisfacibilidad es tan dificil como cualquier otro problema en A4%. Para aclarar
esta afirmacioén, necesitamos de algunos conceptos previos.

Definicién. Sean P, y P, dos problemas. Decimos que P; se reduce a
Py, y se denota P; x P, si y s6lo si hay una manera de resolver P,
mediante un algoritmo deterministico efectivo usando para ello un algoritmo
deterministico efectivo que resuelve a P,.

Esta definicién implica que de resolverse P; con un algoritmo polinomial,
también P; se resuelve con un algoritmo polinomial.

Observacion. La relacién dada por o es transitiva, i.e.,, si Py < Py P> o< P,
entonces P; o< Pj.

Definicién. Un problema Py es A#%-duro siy sélo si todo problema P, en
AP se reduce a P; (P, & Py). Un problema Py es A%P-completo si y s6lo si
Py € APy Py es N/P-duro.

De esta suerte, la clase de los problemas .##-completos conforman una
especie de élite dentro de la clase A4, por la propiedad de que si uno de ellos
tuviera un algoritmo eficiente, entonces todo problema en 4% podria resolverse
eficientemente.

El problema de satisfacibilidad (SAT) fue el primero en probarse .#-completo
(Cook, 1971); este hecho, debido al gran poder expresivo de la 16gica proposicional
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(como lenguaje) para representar los problemas de decisi6n, revela la importancia
del mismo. Para este efecto, Cook demostré que la computacién realizada por
un algoritmo ND, A, en cada entrada puede codificarse como un problema de
satisfaccion, y que la complejidad del problema de satisfaccién resultante esta
polinomialmente relacionado con el tiempo requerido por A para resolver el
problema. El teorema de Cook establece que:

“El problema de satisfacibilidad estd en & siy sélo si = NP

Dado que el problema SAT estd en .42, la implicacién “Si # = A4 entonces
SAT estd en &” es més bien trivial. El converso se basa en cémo obtener de
cualquier algoritmo ND que esté en 4%, A, y una entrada /, una férmula a(A4, I)
tal que (A, I) es satisfacible si y s6lo si A tiene una ejecucién exitosa con 1.

Veamos un ejemplo sencillo, pero no trivial, para ilustrar cémo se realiza el
proceso de reduccién entre problemas.

Definiciéon. Una férmula « estd en k-forma normal conjuntiva (k-FNC)
si y s6lo si es una FNC cuyas componentes tienen a lo més k literales. El
problema de k-satisfacibilidad (k-SAT) consiste en decidir si una férmula
en k-FNC es satisfacible.

Ejemplo. Reduciremos el denominado problema de los tres colores (3-COL) al
problema 3-SAT. El problema cromdtico general consiste en colorear un mapa
de paises con un niimero fijo de colores de tal manera que dos paises contiguos
no compartan el mismo color. Para el caso de dos colores, es fécil decidir: se
puede siempre que en el mapa no hayan puntos donde un nimero impar de paises
concurran. El problema de cuatro colores siempre tiene solucién positiva, por
lo que ni siquiera es necesario mirar al mapa. (Problema clésico resuelto por K.
Appel & W. Haken en 1976, ¢f. [SK].) Sin embargo, para el problema de tres,
no se ha hallado ningiin algoritmo eficiente que lo resuelva. Este problema esta
en 4%, pues una coloracion correcta del mapa certifica una respuesta afirmativa.
Probemos entonces que 3-COL  3-SAT. En efecto, describiremos un algoritmo
A, cuya entrada sea un mapa M, del que obtendremos una férmula «, tal que M
puede colorearse con tres colores si y s6lo si « es satisfacible. Ademas, el proceso
se realiza eficientemente, lo que implica que el nimero de simbolos en « es una
funcién polinomial del niimero de paises de M. Consideremos los tres colores:
A-azul, R-rojo y V-verde; y un mapa constituido con los paises P;, P, ..., Py.

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Auténoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccién de esta obra asi como la distribucion y venta fuera del &mbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



Légica matemdtica 133

La expresion “P;-es-A”, digamos, representa la proposicién “el pais P; es azul”.
La férmula en cuestién, se construye con la conjuncién de dos subférmulas: la
primera establece que cada pais P; tiene exactamente un color:

/\ (((P;-es-A) A —(P;-es-R) A =(P;-es-V))
1<i<n

V (—(P;-es-A) A (P;-es-R) A —~(P;-es-V))
V (—(P;-es-A) A ~(P;-es-R) A (P;-es-V)))

y la segunda, afirma que dos paises cualesquiera no pueden compartir el mismo
color:

/\ (—((P;-es-A) A (Pj-es-A)) V —((P;-es-R) A (Pj-es-R)) V

—((P;-es-V) A (Pj-es-V)))

La longitud de la férmula es asi @#(n2): pues por la primera expresién es de
orden lineal en n, i.e., ¢(n); mientras que por la segunda es @(n), debido a las
combinaciones de las parejas P; y P; de los paises adyacentes.

Asi, tenemos que 3-COL o 3-SAT. No es dificil probar la reduccién reciproca
3-SAT  3-COL (ejercicio 6). Con base en esto iltimo y de que 3-SAT es A%P-
duro (ejercicio 7), por la transitividad de la relacién o, se sigue que 3-COL es
AP-duro. Por lo tanto, 3-COL es A##-completo, pues estd en N P. O

Por consiguiente, una manera equivalente de determinar que un problema P es
P-duro es probando que el problema SAT se reduce a P. El problema SAT es asi
el representante por excelencia de la clase de los problemas .4#%-completos. Ahora
que, para probar que un problema P es .#%-duro, la mejor estrategia es reducir un
problema A4#-duro, ya previamente probado, al problema P, y entonces aplicar
la transitividad de oc. De exhibir un algoritmo en 4% que resuelva P, bastara
entonces para demostrar que P es A#%-completo. A la clase de los A#FP-completos
pertenece mas de mil problemas de gran interés tanto tedrico como préctico, como
son los problemas de decisién: del agente viajero, del camino hamiltoniano, de la
programacion entera, de los tres colores, etc.
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Practicamente, una prueba de que un problema es A4#%-completo equivale a
expedir un certificado sobre su intratabilidad, i.e., es un argumento fuerte para
abandonar cualquier esfuerzo ulterior por hallarle un algoritmo eficiente para su
solucién.

Poriltimo, a diferencia de SAT, el problema de la validez (VAL) de una f6rmula
puede pensarse como mas dificil, ya que para este problema ni siquiera se ha
probado que estd en AF: cualquier algoritmo (deterministico o no) tiene que
proceder con todas las valuaciones posibles para decidir sobre la validez. Sin
embargo, VAL es importante por otras razones. Una de ellas, similar al teorema
de Cook, establece que “Si VAL estd en & entonces & = AF”; y otra es “Si
VAL ¢ 42 entonces & # A4P”. De aqui se explica todo el esfuerzo invertido en
analizar la complejidad del problema de validez de las férmulas proposicionales.

Ejercicios

1. Dé una argumentacién que respalde la optimalidad del algoritmo de bus-

queda binaria. ;De aqui se sigue que el problema de biisqueda es cerrado?
Justifique.

2. Indique el sentido de la contencién para cada pareja de complejidades:

a. ﬁ(zlologn), ﬂ(n“)
b. o(4log(n™), oO(n)
o((2n)Y), 0%

d. o(2"n!), o(n®))

e 0 (3(1og n)"> 0 (4(1ogn)3)

e

3.  Explique por qué &# C AP

4.  Pruebe que un mapa puede ser coloreado con dos colores cuando en cada
vértice de frontera concurren un nimero par de paises. (Sug. el ‘resto del
mundo’ es considerado como un pais mds; y si un pais toca un punto de
frontera dos veces, se cuenta como doble).
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5.  Construya una férmula satisfacible @ que corresponda al mapa siguiente, en
un problema 3COL:

6.  Pruebe que 3-SAT  3-COL.
*7.  Pruebe que 3-SAT es A4%-completo.
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Capitulo 7

Logica de predicados:
enfoque semantico

La légica matemdtica es una rama de las mate-
madticas cuya relacion con el andlisis y critica
del pensamiento es la misma que la que tiene la
geometria con la ciencia del espacio.

Haskell B. Curry

7.1 Introduccion

Consideremos ahora el argumento clasico:

Todos los hombres son mortales
Sdcrates es hombre
Luego, Socrates es mortal.

Si tratamos de expresar este argumento en un lenguaje formal de proposiciones
como los estudiados en los capitulos anteriores, vemos que la tinica manera de
traducirlo es sustituyendo la primera premisa por una letra proposicional, digamos
A, la segunda premisa como otra letra proposicional, digamos B y la conclusién
como una tercera letra proposicional, C. Es evidente que C no es una consecuencia
tautolGgica de A y B, porlo que tenemos un argumento correcto que no es rescatado
por la 16gica proposicional.

137
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El modelo del pensamiento deductivo que hemos estado estudiando evidente-
mente no es lo suficientemente fino como para reconocer todos los argumentos
correctos en espafiol. Si tenemos un argumento en espaiiol y traducimos todo al
lenguaje del célculo de enunciados obtendremos un conjunto 2, de premisas y una
férmula ¢ que representa a la conclusién. Si ¢ es consecuencia tautolégica de 3,
entonces podemos asegurar que el argumento es correcto, pero si no lo es entonces
no podemos estar seguros, podria tratarse de un argumento como el que dimos al
principio, cuya correccién no es rescatada por la 16gica de enunciados.

El problema con el argumento que dimos es que su correccién no estd basada en
la manera en que se relacionan, desde el punto de vista de funciones de verdad, las
proposiciones involucradas en el argumento. Su correccién se basa en la estructura
interna de las proposiciones y en el significado que tiene la palabra “todos”.

Necesitamos, pues, refinar el lenguaje de proposiciones para construir lenguajes
formales que sean lo suficientemente ricos para expresar, por ejemplo, que todos
o algunos de los miembros de una cierta clase tienen una propiedad dada. Los
lenguajes que vamos a obtener son los llamados lenguajes de primer orden. (El
por qué se llaman de primer orden se vera mds adelante.)

Queremos preservar todo lo que habiamos obtenido con los lenguajes propo-
sicionales, de modo que los nuevos lenguajes formales serdn extensiones de los
lenguajes proposicionales. Para poder reflejar la estructura interna de las propo-
siciones y hablar de individuos y sus propiedades necesitamos introducir nuevos
simbolos que representen individuos, propiedades de individuos, relaciones entre
individuos y a los conceptos “todos” y “algunos”.

Los individuos seran representados por letras mintsculas, las propiedades de
individuos y las relaciones entre ellos serdn representadas por letras mayisculas
y los conceptos “todos” y “algunos” serdn representados por los simbolos V y 3
respectivamente.

Todo esto se hard mdas preciso en la siguiente seccién, de momento sélo
queremos motivar la definicién de estos lenguajes y dar algunos ejemplos, para
que su definicién rigurosa no parezca totalmente arbitraria.

Regresemos al argumento del principio y tratemos de traducir las proposiciones
que aparecen en €l.

La segunda premisa es “Sdcrates es hombre”, que involucra a un individuo y a
una propiedad. Para nombrar al individuo usamos una letra mindscula, digamos s;
y para nombrar a la propiedad utilizamos una letra mayiscula, digamos H. Para
expresar que el individuo denotado por “s” tiene la propiedad denotada por “H”
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escribimos Hs. Si M denota la propiedad de ser mortal entonces la conclusién
puede ser traducida por Ms.

Lo tnico que nos falta traducir es la primera premisa, para lo cual necesitamos el
simbolo V. Decir “todos los hombres son mortales” es asegurar que todo individuo
que tenga la propiedad de ser hombre también tiene la propiedad de ser mortal.
Esto quedard traducido en nuestro lenguaje como Vx(Hx = Mx). Aqui la letra
miniiscula “x” representa individuos, pero no un individuo particular, como en el
caso de “s”, sino un individuo arbitrario. La letra “x” es una variable individual,
mientras que la letra “s” es una constante individual.

Usando estas interpretaciones que hemos dado a las letras y la interpretacién
normal que se da a los conectivos de cualquier lenguaje de proposiciones podemos
traducir las siguientes expresiones:

-Ms Sécrates no es mortal

- Hs Sécrates no es hombre

-Ms A\ —-Hs Sécrates no es ni hombre ni mortal
-Vx(Hx = Mx) No todo hombre es mortal

IxMx Algiin individuo es mortal

Ix(Hx A —~Mx) Algiin hombre es inmortal
Vx(Hx = -Mx) Todo hombre es inmortal

En matemdticas se trabaja con lenguajes muy parecidos con los que trabajare-
mos en éste y el siguiente capitulo. Consideremos, por ejemplo, a los niimeros
naturales como un conjunto ordenado que tiene un primer elemento. Al orden se
le denota tradicionalmente con el simbolo “<” y al primer elemento con el sim-
bolo “0”. Siguiendo las convenciones que hemos establecido para los lenguajes
de primer orden, si estamos hablando de los niimeros naturales los individuos del
discurso seran justamente los nimeros naturales, de modo que para denotar al 0
tendremos que usar alguna letra minidscula, digamos “c” y cuando se escriba Vx
o dx se entenderd “todo nimero natural” o “algiin nimero natural”, respectiva-
mente. La relacién de orden entre los nimeros naturales es una relacién binaria,
de modo que la representaremos por una letra maytscula “ P’ seguida de dos letras
mindsculas de tal forma que “Pxy” se leera: “x es menor o igual a y”. Con estas
convenciones podemos traducir las siguientes afirmaciones acerca de los niimeros
naturales como conjunto ordenado:
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0 es menor o igual que cualquier nimero natural
Vx(Pcx)

No existe un dltimo mimero natural
-dxVy(Pyx)

Para todo ndmero natural hay un natural mayor o igual a él
Vxdy(Pxy)

La relacién de orden en los naturales es transitiva
VxVyVz((Pxy A Pyz) = Pxz)

La relacién de orden en los naturales es reflexiva
VxPxx

También podemos efectuar el proceso inverso, esto es, dada una expresién con
los simbolos que hemos escogido, podemos traducirla al castellano. Por ejemplo:

3xPcx
Hay algiin natural mayor o igual a 0

VxVyPxy
Cualquier nimero natural es menor o igual a cualquier otro

dx3JyPxy
Algiin natural es menor o igual a algiin otro

Aqui se puede observar que si se quisiera expresar la propiedad antisimétrica
de la relacién de orden se necesitaria una letra nueva para expresar la relacién de
igualdad. También serfa conveniente poder hablar de la suma y el producto de
nimeros naturales, que no son relaciones entre niimeros sino operaciones. Ambas
cosas se pueden hacer, se puede introducir una letra que represente la relacién de
igualdad y puede considerar la suma y el producto como relaciones ternarias S y
Q de tal modo que (m,n,r) € Ssiysélosim+n=ry(m,n,r) € Qsiy sélo
simn =r,dondem,n,r € N.

Sin embargo la relacién de identidad y las operaciones son tan importantes en
matemadticas que en la definicién de lenguajes de primer orden que veremos en
la siguiente seccién vamos a introducir un simbolo especial para la identidad y
vamos a introducir simbolos funcionales que representen funciones en el dominio
de discurso.
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7.2 Lenguajes de primer orden
Un lenguaje de primer orden £ consta de los siguientes simbolos:

Simbolos légicos

1.  Un conjunto numerable de variables individuales:

X1y X2y vy Xpy -

2.  Conectivos légicos: ~y =.
3.  Simbolo de igualdad (opcional): ~.
4. Paréntesis: ) y (.

Simbolos no légicos o parametros

1.  Cuantificadores: Vy 3.

2.  Predicados: Paracadan € N, un conjunto (posiblemente vacio) de simbolos

de predicado n-ario P}, P, ...

3.  Constantes individuales: Un conjunto (posiblemente vacio) de simbolos de
constante ¢, ¢y, . ..

4.  Simbolos funcionales: Para cada n € N, un conjunto (posiblemente vacio)
de simbolos funcionales n-arios f7, f7, ...

Observaciones:

1. Los simbolos de & se dividen en 16gicos y no 16gicos porque desde el punto
de vista semdntico hay una diferencia entre ellos: los simbolos 16gicos siempre
seran interpretados de la misma manera mientras que los no 16gicos podran tener
significados distintos de acuerdo con la interpretaci6n en la cual se esté trabajando.

2. El simbolo de la igualdad, aunque es un predicado binario, se ha puesto
como simbolo l6gico porque se quiere que su interpretacion sea siempre como la
relacién de identidad entre los individuos del dominio de discurso. Si se hubiera
puesto como un simbolo de predicado binario cualquiera, aunque se especificaran
axiomas tratando de rescatar las propiedades de la identidad, nunca se podria
garantizar que se interpretarfa como la identidad.
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3. Se han elegido tnicamente dos conectivos porque la l6gica de primer
orden serd una extension de la 16gica de enunciados, de modo que los conectivos
mantendran el significado que se les dio alld (en términos de tablas de verdad).
Por tanto las siguientes equivalencias entre férmulas seguiran siendo vélidas, para
a y B férmulas del (nuevo) lenguaje Z:

aAB:=-(a = -B)
aVpB:i=-a=>p8
a & fi=@=>B/HANB=>a)

De modo que no se estd perdiendo nada al considerar Gnicamente — y = como
conectivos légicos.

4. Los cuantificadores V y 3 son pardmetros porque su significado cambiara
seglin la interpretacion que se esté manejando. Recuérdese que en la seccion
anterior Vx queria decir en un caso “todo ser humano” y en el otro “todo niimero
natural”.

5. No se le exige a un lenguaje de primer orden que tenga simbolos de predicado,
constantes individuales o simbolos funcionales. Tampoco se supone que tenga al
simbolo de igualdad. Pero recordemos que los predicados son los simbolos que
nos permiten hablar de propiedades de individuos y de relaciones de individuos
entre si. Si tuviéramos un lenguaje de primer orden sin predicados y sin igualdad
no podriamos decir nada en €l, por tanto supondremos que todo lenguaje de primer
orden o tiene al simbolo de igualdad o tiene al menos un predicado (jaqui la o es
inclusival).

6. Para definir un lenguaje de primer orden se debe especificar si tiene simbolo
de igualdad o no, y se tienen que enumerar sus predicados y simbolos funcionales,
diciendo sus aridades respectivas, asi como sus constantes individuales.

Damos a continuacién algunos ejemplos de lenguajes de primer orden:

El lenguaje de la igualdad

Tiene simbolo de igualdad y no tiene predicados, constantes ni simbolos
funcionales. Se denota % = {~}.
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El lenguaje de predicados puro

No tiene simbolo de igualdad ni simbolos funcionales, pero tiene un conjunto
numerable de constantes individuales y, para cada n € N, un conjunto numerable
de predicados n-arios. Se denota £ = {{P/"}ien, {¢n}}nen-

El lenguaje de la teoria de conjuntos

Tiene simbolo de igualdad y un predicado binario, €, que denota la pertenencia.
No tiene constantes individuales ni simbolos funcionales. Se denota £ = {=~, €}
o simplemente & = {€}.

Aqui es conveniente anotar que como casi todos los lenguajes de primer orden
con los que se trabaja tienen al simbolo de igualdad, es muy comiin no especificar
que se tiene igualdad. Mds bien se aclara que no se tiene simbolo de igualdad
cuando esto ocurre.

También se habra notado que este Gltimo lenguaje tiene un simbolo, a saber €,
que no es estrictamente un simbolo de predicado, si se fuera riguroso se tendria que
poner una letra mayuscula que representara la pertenencia, pero como un abuso
de notacién se toma a € como predicado binario.

El lenguaje de la teoria de grupos

Tiene simbolo de igualdad, un simbolo funcional binario, f, que representa a
la operacién del grupo, un simbolo funcional unario, g, que representa al inverso
y una constante individual, ¢, que representa al elemento neutro del grupo.

Damos ahora las reglas de formacién para cualquier lenguaje de primer orden
%. Nuevamente, una expresion de Z es cualquier sucesién finita de simbolos
de £. De entre todas las expresiones de & vamos a seleccionar las férmulas
bien formadas de %, pero este proceso no va ser tan sencillo como en el caso de
lenguajes proposicionales, recuérdese que estamos tratando de reflejar la estructura
interna de las proposiciones, de modo que antes de llegar a las férmulas bien
formadas tendremos que pasar por expresiones mas simples que sean importantes
para construir las dichas férmulas. Estas expresiones son los términos de Z, y son
las expresiones que denotan a individuos.

Evidentemente las variables individuales y las constantes individuales denotan
individuos, pero hay otra manera de denotar individuos: por medio de los simbolos
funcionales, ya que una funcién aplicada a individuos genera otro individuo
(recuérdese el caso de la suma en N).
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Definicién. Daremos la siguiente definici6én recursiva para los términos
del lenguaje Z:

1.  Una variable individual es un término de 2.
2. Una constante individual es un término de 2.

3. Sity, ty,...,t, sonn términos de £y f esun simbolo funcional n-ario
de £, entonces f1; ..., es un término de Z.

4.  Una expresion de £ es un término de £ si y sélo si es un término en
virtud de 1,2 0 3.

Si £ no tiene simbolos funcionales entonces los términos de £ son las
constantes y las variables individuales.

Las férmulas bien formadas de & son las expresiones de £ que afirman o
niegan algo acerca de los individuos del dominio de discurso. Para hacer esto
vamos a hacer uso de los predicados n-arios, que representan en el lenguaje
formal propiedades de individuos y relaciones entre individuos. Las expresiones
obtenidas serdn las formulas mds simples, es decir, las formulas atémicas. A
partir de ellas formaremos férmulas mis complejas usando los conectivos y los
cuantificadores.

Definicién. Daremos la siguiente definicién recursiva para las férmulas
bien formadas de Z.

Foérmulas atomicas

1.  Sity yt son términos de & entonces la siguiente expresién de Z es
una férmula atémica de Z: t; =~ 1,.

2. Sin, t, ..., t, son términos de £ y P es un predicado n-ario
de £ entonces la siguiente expresién es una férmula atémica de
Z: Pt ...t,.

3. Una expresién de £ es una férmula atémica de £ si y sélo si es una
férmula atémica en virtud de 1 o 2.

Fdrmulas bien formadas

1. Toda férmula atémica es una férmula bien formada de 2.

2. Si @ y B son férmulas bien formadas de 2, entonces también lo son
las siguientes expresiones de Z: (—a) y (¢ = B).

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Auténoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccién de esta obra asi como la distribucion y venta fuera del &mbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



Légica matemdtica 145

3.  Siaesunaférmula bien formada de £ y x es una variable individual

de £ entonces las siguientes expresiones son formulas bien formadas
de Z: (Vxa)y (3xa).

4.  Una expresién de £ es una férmula bien formada de & si y sélo si es
una férmula bien formada en virtud de 1,2 o 3.

Observacion. De ahora en adelante llamaremos férmulas o fbf’s a las férmulas
bien formadas de £. A las fbf’s no atémicas se les denomina compuestas o
moleculares.

Observaciones:

1. Es posible, en un lenguaje de primer orden, tener predicados 0-arios, en este
caso, si P es un predicado 0-ario, de acuerdo con las reglas de formacion, P es una
férmula atémica de £. P es una férmula que no se refiere a individuos, en este
sentido los lenguajes proposicionales estdn contenidos en los lenguajes de primer
orden. Sin embargo, como ya se ha estudiado la 16gica proposicional en detalle
y lo que nos interesa es hacer de nuestros lenguajes formales instrumentos més
finos, supondremos que todo predicado de £ tiene aridad al menos 1.

2. También es posible para un lenguaje de primer orden tener simbolos
funcionales 0-arios. Estos simbolos pueden ser identificados con las constantes
individuales y de ahora en adelante supondremos que todo simbolo funcional es
de aridad mayor o igual a 1.

Las convenciones adoptadas respecto a los paréntesis para los lenguajes propo-
sicionales las seguiremos adoptando aqui. Por ejemplo, se omitirdn los paréntesis
externos de una férmula, se usardn paréntesis cuadrados tanto como redondos para
hacer las férmulas més legibles y en general se omitirdn paréntesis cuando no haya
riesgo de ambigiiedad. Se agrega la convencidn de que los cuantificadores se apli-
can a tan poco como sea posible, de tal modo que Vxa = B se interpretard como
(Vxa) = By no como Vx(a = B).

Si se observa el caso (3) de la definicién de férmula bien formada de Z se
notard que los cuantificadores se aplican sélo a variables individuales, en estos
lenguajes no se acepta como férmula una expresién como VP, donde P es un
predicado de 2. Por eso se llaman lenguajes de primer orden. Existen lenguajes
de orden superior donde cuantificaciones sobre propiedades son permitidas, pero
esos lenguajes no serén estudiados aqui.
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Ejemplos:

Sea £ el lenguaje de predicados puro. Entonces cualquier variable individual o
constante individual es un término de Z, y éstos son los tnicos términos de Z.
Las siguientes expresiones son férmulas atémicas de £:

2 1
Pixix;, Pici1, Plcicz...cn, PiC1X2...Xp.
Las siguientes expresiones son férmulas moleculares de Z:

2 2 2 2 2
‘ﬂPI X1X2, Pl X1X2 = Pl x1x2, Vxi Pl X1X2, V.X'z()Pl X1X2,
Vx; Picicy . . . Cn, 3x2P1’cl, Vx1P12x1x2 = 3x2P21c1, Vxl(Pllexz = szlecl).

Las siguientes expresiones no son férmulas bien formadas de Z:

P} cicy, porque el predicado es unario y se escribieron a la derecha dos
términos.

3c1 P} c1, porque a la derecha del cuantificador aparece una constante, y debe
aparecer una variable individual.

Como se puede ver en el ejemplo anterior, puede resultar demasiado engorroso
poner subindices a todas las variables, constantes, predicados y simbolos funcio-
nales que aparezcan en una cierta férmula. Nuevamente abusando de la notacién,
se usaran las letras x, y, #, v, w como variables individuales; las letras a, b, c, d
como constantes individuales; las letras P, Q, R, S como predicados y las letras
f, &, h como simbolos funcionales.

Ejercicios

Sea £ el lenguaje de primer orden que tiene un predicado unario P, un predicado
binario Q, un predicado ternario R, un simbolo funcional unario f, un simbolo
funcional binario g, dos constantes individuales, a y b y que tiene al simbolo de
la igualdad.

1.  Escriba 10 términos de %, justificando en cada caso por qué son términos.

2.  Escriba 10 férmulas de £, justificando en cada caso por qué son férmulas.
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3.  Decir si las siguientes expresiones son términos de Z o no. (Justificar su
respuesta): fx, Px, fa, gab, gfaa, a, gfxfy, gz, ay.

4.  Decir si las siguientes expresiones son formulas de £ o no. (Justificar su
respuesta): Pa, Pb, Qax, Qb, - fa, Vx(Px = Qx), Vx(Px = Qxx),
dxVxPc, Px = gxx,dxPx = Vx—Px, Vx3yVz.

7.3 Interpretaciones y satisfacibilidad

Para los lenguajes proposicionales teniamos asignaciones de verdad que nos
permitian decidir cudles férmulas eran verdaderas y cudles falsas. Para los
lenguajes de primer orden vamos a necesitar interpretar (i.e. traducir) todos los
simbolos no 1égicos del lenguaje de manera que podamos decidir cudles férmulas
se traducen como proposiciones verdaderas y cudles como proposiciones falsas.

Realmente los dos procesos no son tan distintos como podria parecer a primera
vista. En un lenguaje proposicional, para saber si una férmula es verdadera o no
se traducen las letras enunciativas que aparecen en la férmula por proposiciones
en algin lenguaje natural, luego se contrastan con la realidad para saber si las
proposiciones obtenidas son verdaderas o falsas y finalmente se utiliza la definicién
de verdad (tablas de verdad) para los conectivos para obtener el valor de verdad
de la férmula bajo la interpretacién dada. Desde el punto de vista de la 1dgica,
c6mo se contrastan las proposiciones de un lenguaje natural con la realidad para
decidir sobre su verdad es irrelevante, lo importante es que cada letra enunciativa
tiene, bajo una interpretacion dada, un valor de verdad determinado, y por eso el
primer paso del proceso se elimina y nos quedamos tinicamente con la asignacién
de verdad, pues ésta nos proporciona toda la informacién requerida para encontrar
el valor de verdad de cualquier férmula.

Cuando se trabaja con lenguajes de primer orden se hace lo mismo: se traducen
todos los simbolos no 16gicos del lenguaje, se contrastan con la realidad (en un
sentido que se haré preciso mds adelante), se decide sobre la verdad o falsedad
de las férmulas atémicas y se aplican ciertas reglas para encontrar la verdad o
falsedad de todas las férmulas bajo una interpretacién dada. Como muchas (en
realidad casi todas) de las interpretaciones que se dan para estos lenguajes son de
caricter matematico es necesario tener una teoria de la verdad que haga posible
decidir cudndo una cierta proposicién sobre una estructura abstracta es verdadera
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y cudndo es falsa. La definicién que vamos a dar aqui, y que es la definicién
“estdndar” para la 16gica de primer orden se debe a Alfred Tarski.!

Antes de dar la definicién rigurosa vamos a considerar un ejemplo.

Sea Z el lenguaje de primer orden con igualdad que tiene una constante
individual ¢, un predicado binario P, un simbolo funcional unario f y dos simbolos
funcionales binarios g y . Vamos a dar significado a los simbolos del lenguaje
para decidir sobre €l valor de verdad de algunas férmulas bajo esta interpretacion.
Podemos denotar a este lenguaje como £ = {P, f, g, h, c}.

Primero tenemos que decir cudles son los individuos de quienes estamos
hablando, es decir, tenemos que fijar el universo de discurso. Sea N el universo de
discurso, esto quiere decir que cuando leamos Vx(3x) entenderemos “todo nimero
natural” (“existe algtin nimero natural”). Este paso equivale a darle significado a
los cuantificadores, que son pardmetros de Z.

Ahora damos significado a los demds pardmetros de 2. La constante “c”
tiene que ser interpretada como un elemento de N, sea 0 la interpretacién de
¢. El predicado binario P representa una relacién binaria entre elementos de N,
interpretemos a P como la relacion de orden estricto <. Los simbolos funcionales
representan funciones en el dominio del discurso, de la aridad correspondiente. O
sea que f deberd ser interpretada como una funciénde Nen N, y g y & deberan ser
interpretadas como funciones de N x N en N. Interpretemos a f como la funcién:

S:N — Ntalque S(n) =n -+ 1 paran € N,

y traduzcamos a g y h como la suma y el producto en N, respectivamente.
Esta interpretacion se denota 91 = (N, <, §, +, -, 0).

Bajo esta interpretacién podemos calcular el valor de verdad de muchas
férmulas de #. También es facil ver que cualquier proposicién que se haga en
espafiol sobre los nimeros naturales y en la que se involucren Gnicamente las
relaciones y funciones que aparecen en puede ser traducida como una fbf de Z.

! Al lector interesado en la justificacién filos6fica de esta definicién de verdad se le aconseja
leer The Semantic Conception of Truth, por Alfred Tarski, [Ta].
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Ejemplos:
Primero traduciremos proposiciones sobre 91 del espaiiol a Z.

(1) La suma en N es conmutativa
VxVy(gxy = gyx)

(2) 0 es el menor elemento de N
VxPcx

(3) Larelacién < en N es transitiva
VxVyVz((Pxy A Pyz) = Pxz)

(4) La relacién < en N es antisimétrica
VxVy(Pxy = —~Pyx) o —~(IxJy(Pxy A Pyx)

(5) El sucesor de cualquier niimero es mayor que él
Vx(Pxfx)

6)m(n +r)=mn+ mr param,n,r € N.
VxVyVz(hxgyz =~ ghxyhxz)

(7) En N no hay un ltimo elemento
Vx3dyPxy o ~IxVy(Pyx V y = x)

(8) 1 es neutro multiplicativo

No tenemos en Z ninguna constante que represente al 1, sin embargo el término
fcrepresentaal sucesorde O en N, que es precisamente 1. Asique podemos expresar
(8) de la siguiente forma:

Vx(hxfc = x)

Pasamos ahora al problema de calcular el valor de verdad de formulas de .2
bajo esta interpretacion.

(1) Seaalaférmulac = c

Esta férmula se traduce como 0 = 0, que es verdadera en 91, este hecho lo
escribimos asi: 91 F a.

(2) Seaqlaférmula Pcc

Esta férmula se traduce como 0 < 0 que es falsa en 91, hecho que se denota:
NH a.
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(B) a=Vx(c=xV Pcx)
« se interpreta como “todo nimero natural es mayor o igual a cero”, por
tanto N F a.

(4) o =dx3dyPxy
«a dice que hay dos nimeros naturales uno de los cuales es mayor que el otro,
por tanto 91 F «.

(5) a=VxVyPxy
« dice que dados dos naturales cualesquiera, uno de ellos es mayor que el
otro, esto es falso y por tanto 9t i «.

(6) o =VxdyPxy
« dice que dado cualquier nimero natural existe otro mayor que él, por tanto
NE .

(7) «a=dyVxPxy
a dice que hay un nimero natural mayor que todos y por tanto 9 i «.

Los Ejemplos (6) y (7) nos muestran que el orden de los cuantificadores es de
suma importancia para analizar férmulas de 2.

8) o=3xVyPxy
a dice que existe un nimero natural que es menor que todos lo cual es falso
(;0 no es menor que si mismo!) y por lo tanto 9t ¥ «.

Si se observa, aunque las féormulas de (7) y (8) son ambas falsas en 1, sus
significados son distintos. No s6lo es importante el orden de los cuantificadores,
también qué variables son afectadas por cada uno.

(9 a = Pxy

«a dice que el nimero natural representado por “x” es menor que el natural
representado por “y”, pero tanto x como y son variables, sin significado fijo
en I, por lo que no podemos asignarle a & ningtin valor de verdad bajo la
interpretacién 1. Sin embargo, cada vez que a “x” y a “y” se le asignen
significados dentro de N, el valor de verdad de « (para esos significados)
podra ser determinado. Supongamos que a “x” le asignamos el nimero 3 y
a “y” el 7, entonces « es verdadera en 0. Esto se denota por 0 F «[3, 7].
Andlogamente I ¥ «[7, 3].

Tenemos, pues, que ciertas formulas de £ tienen valores de verdad fijos bajo 1
y otras necesitan que se especifiquen significados para las variables. La diferencia
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entre las variables que aparecian en los ejemplos (1)—(8) y las que aparecen en
(9) es que las primeras estaban afectadas por cuantificadores y las de (9) no. Las
primeras variables estan “acotadas” o “ligadas” en o, mientras que las de (9) estdn
“libres” en «.

Damos a continuacion una definicion recursiva de lo que significa, para una
variable individual x, decir que x ocurre libre en o, para o una férmula de %
cualquiera.

Definicién. Sea o una férmula de Z y x una variable individual de Z. Se
define recursivamente x ocurre libre en « de la manera siguiente:

1. Si « es atémica, x ocurre libre en « si y sélo si x ocurre en (esto es, x
es un simbolo de) «.

2. Sia = (—pB) entonces x ocurre libre en « si y s6lo si x ocurre libre

en .
3.  Sia = (8 = y)entonces x ocurre libre en « si y s6lo si x ocurre libre
enfoeny.

4. Si @ = Vx; B entonces x ocurre libre en 8 y x no es x;.

Definicién. Si x ocurre en «, pero no ocurre libre, decimos que x estd
acotada o ligada en «.

Esta definicién, que puede parecer un poco obscura, se puede ver de otra manera,
definiendo las ocurrencias acotadas de x en vez de las libres.

Para un cuantificador V o 3 se define su alcance dentro de una férmula como
la férmula bien formada inmediatamente a la derecha de él. Asi, por ejemplo,
el alcance de Vx en Vx(o¢ = B) es ¢ = B, mientras que el alcance de Vx en
Vxa = B es «. El alcance de Vx en Vx3ya es Jyc.

Sea ahora x; una variable que ocurre en una férmula « de #. Una ocurrencia
de x; en « estd acotada en « si y s6lo si x; es la variable de algtin cuantificador Vx;
o 3x; en ¢, 0 estd en el alcance de algiin cuantificador Vx; o 3x; en «.

Ejemplo. Consideremos las siguientes férmulas de Z:
(1) PX1X2
(2) Vxl PX[XZ
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(3) Ix3 Px1x,
) dx | Px1x; = fx1 IS

En la primera férmula las ocurrencias de x; y x, son libres pues no hay
cuantificadores. En la segunda las dos ocurrencias de x; estdn acotadas, la primera
porque forma parte de Vx; y la segunda porque estd en el alcance de Vxj, la
ocurrencia de x; en la segunda férmula est4 libre porque, aunque esta en el alcance
de un cuantificador, éste no tiene a la misma variable. En la tercera férmula x3
aparece ligada y las otras dos estan libres. En la cuarta férmula las primeras dos
ocurrencias de x; aparecen acotadas, mientras que la ocurrencia de x; y la tercera
de x; estan libres.

Definiciéon. Cuando en una férmula o de Z ninguna variable ocurre libre
se dice que « es un enunciado de #. Ejemplos de enunciados: Pcc, fc = c,
VxPxc,VxVyPxfy.

Ejercicios

1.  Traducir las siguientes proposiciones a fbf’s de Z:

a.  El producto en N es conmutativo.

b.  El producto en N es asociativo.

c. Lasumaen N es asociativa.

d. Larelacién < en N es antirreflexiva.

e.  Todo natural distinto del cero es sucesor de algin natural.
f. El cero es neutro aditivo.

g.  Elsucesorde cualquier nimero es el resultado de sumar 1 a ese niimero,
estoes S(n) =n + 1, paran € N.

h. Sin < mentonces n +r < m + r para cualesquieram, n,r € N.

2.  En este lenguaje, y con la interpretacion 91 que se ha estado manejando,
decir si N F « o no, para:

a. a=VxVy(Pxy= Pfxfy)
b. a=(Pcc=c=c)
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¢. o =3IxPcx
d. o =3xPxc
e. o= xVyPxy = VxVyPfxfy)

3 Con base en el ejercicio 2, supongamos ahora que la variable “x” se interpreta

[T 1)

como 5, “y” como 2 y “z” como 1. Decidir si 0 F «[5, 2, 1] o no, para:
f. a=gfzy=x
g oa=3Jw(Pfwx)
h. o =3w(Pfwy)
i. aoa=hzz=y
j o =Vwhwz =~ w
4.  Analizar las ocurrencias de variables en las siguientes formulas. Decir cudl
es el alcance de cada cuantificador que aparezca.
a. Jx3ydz(PxyV Pyz)
b. 3FxPcc
c. Pxfy= VxPcx
d Vxfyxy=Jzgxx~x

7.4 Definicion de verdad de Tarski

En esta seccién se formalizaré lo que se hizo intuitivamente en la seccién anterior.
Daremos una definicién precisa de lo que es una interpretacion para un lenguaje
de primer orden £ y de lo que significa que una férmula sea verdadera bajo una
interpretacion.

Definicion. Sea £ cualquier lenguaje de primer orden. Una estructura
para Z (o Z-estructura) A consta de:

1. Un conjunto no vacio A llamado el dominio o universo de .

2. Unarelacién n-aria R?‘ C A" para cada predicado n-ario P; de Z.

3. Una funcién n-aria fj”: A" — A para cada simbolo funcional n-ario
fj de 2.

4.  Unelemento a}' € A para cada constante ai de 2.
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Notacién: 2 = (A, {R?}, {7}, {a}'})

Una estructura 2 asigna significados a todos los pardmetros de #. Es claro
que 91, como se defini6 en la seccién anterior, satisface la definicién de ser una
Z-estructura para el correspondiente lenguaje de primer orden.

Daremos ahora una definicién precisa de lo que significa que una férmula ¢ de
& sea verdadera en una Z-estructura 2(. Como se vio en la seccién anterior, aparte
de tener significados para los pardmetros de £ necesitaremos asignar significados a
las variables, esto se hace por medio de una funcién s que a cada variable individual
le asigne un elemento del universo de 2. Si ¢ es verdadera en 2 bajo s, este hecho
serd denotado por A F ¢[s].

Sea £ cualquier lenguaje de primer orden, 2 una Z-estructura con dominio A
y s:V — A una funcién del conjunto V' de las variables individuales de Z en A.

Definiremos recursivamente lo que significa que una férmula ¢ es verdadera
en A bajo s. Notacién: U F ¢[s].

Al igual que en la definicién de férmula bien formada, tenemos que proceder
en dos etapas, la primera para los términos y la segunda para las férmulas.

Definicién. Los términos de £ van a denotar elementos del dominio A de
la estructura 2. La siguiente definicién asigna a cada término ¢ de Z un
elemento de A, denotado por 5(¢), que es el individuo nombrado por t en 2
bajo s. La definicion es recursiva.

1.  Sit = x; para alguna variable individual x; de %, entonces 5(t) =
s(x;).

2. Sit = ¢y paraalgunaconstante individual ¢; de 2, entonces 5(¢) = c,?.

Sit = ft,...t,donde f esunsimbolo funcional n-ariode Ly1,..
t, son términos de .2, entonces 5(¢) = fm(i(tl), R ()8

.

Es facil ver que esta definicién rescata la manera intuitiva con que hemos
decidido qué elemento estd nombrado por qué término en la seccién anterior:
la sucesién s sirve para dar sentido a las variables, las constantes mantienen el
mismo significado bajo cualquier funcién s, a saber, el que les fue asignado por
la estructura ; por ltimo, para ver c6mo se interpreta un término complejo, se

interpretan primero los més simples y a las interpretaciones obtenidas se les aplican
las funciones correspondientes en .
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Una dltima observacion: el elemento 5(¢) depende no sélo de s y de ¢, sino
también de %, pero seria demasiado engorroso mencionar a %, se tendria que
agregar un subindice o un superindice; esto sélo se hace cuando se estdn manejando
varias estructuras a la vez y hay riesgo de ambigiiedad.

Definicién. Ahora definimos, para toda férmula ¢ de Z, lo que significa
que ¢ es verdadera en 2 bajo s o 2 satisface a ¢ con s. Lo haremos por
recursion sobre la complejidad de ¢.

1. ¢ esatémica
Caso la. ¢ es de laformat; = t,, cont; y f, términos de Z.
Entonces 2 F ¢[s] si y sélo si §(¢;) = 5(¢2).

Caso 1b. ¢ es de la forma Pt . . .t,, donde P es un predicado n-ario de 2
yt,...,t, sontérminos de Z.

Entonces 2 F ¢[s] si y sélo si (5(t)), ..., 5(t,)) € P2
2. ¢ esdelaforma (—y)

Entonces 2 F ¢[s] siy sélo si A K ¥ [s].

3. ¢esdelaforma(y = &)

Entonces 2 F ¢[s] siy sélo si A ¥ y¥[s] oA E E[s].
4. ¢ esdelaforma Vxyr

Entonces 2 F ¢[s] si y sélo si para todaa € A, 2 F ¥[s(x/a)], donde
s(x/a): V — A es la siguiente funcién:

s = {50 37

5. ¢ esdelaforma Ixyr

Entonces 2 F ¢[s] si y s6lo si existe a € A tal que A F ¥ [s(x/a)], donde
s(x/a) es la misma funcién definida en el inciso anterior.

Nuevamente se puede ver que esta definicién en efecto formaliza la manera

intuitiva en que calculamos el valor de verdad de una férmula en la estructura 1.
La primera cldusula establece que para calcular el valor de verdad de una férmula
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atémica en una estructura hay que traducir los términos y verificar si los individuos
denotados por esos términos estdn en la relacién denotada por los predicados del
lenguaje. El caso la. asegura que el predicado ~ siempre se interpreta como la
igualdad en cualquier estructura. Las cldusulas 2 y 3 establecen que los conectivos
tienen el mismo significado que en la l6gica proposicional. Las cldusulas 4 y 5
definen a los cuantificadores.

La cléusula 4 podria ser interpretada de la siguiente manera: Supongamos
que agregamos al lenguaje £ una nueva constante a para cada elemento a de A,
entonces una férmula Vx¢(x) es verdadera si ¢(a) es verdadera para todo elemento
ade A. En este sentido el cuantificador universal V funciona como una abreviacién
de una conjuncién (generalmente infinita), pues Vx¢ es equivalente a A, ca P(a).
Andlogamente se puede pensar en Ix como una disyuncién.

Otro hecho que es claro a partir de los ejemplos es que para saber si una férmula
es verdadera en 2 bajo s, la tnica informacién de s que es relevante es el valor de
s en las variables que ocurren libres en ¢. En particular, si ¢ es un enunciado, s es
irrelevante. Esto es consecuencia del siguiente teorema, cuya demostracién, que
se hace por induccién, omitimos.

Teorema7.1. Supongamos que s,y s, son dos funcionesde V en A que coinciden
en todas las variables que ocurren libres en ¢. Entonces se tiene que A E ¢[s1] si

y s6lo si A E P[s,]. n
Corolario 7.2. Sea ¢ un enunciado. Entonces 4 E ¢[s] para toda s o A ¢[s]
para toda s. n
Ejemplos:

Aunque lo més importante es ver que la definicién rigurosa lo tnico que hace
es formalizar el procedimiento natural que ya habiamos hecho en la seccién 7.3,
damos a continuacién algunos ejemplos de cémo utilizar la definicién para hacer
una justificacién mas formal de que una cierta férmula es verdadera en una
estructura bajo alguna sucesion.

Retomamos el lenguaje £ = { P, f, g, h, ¢}, donde P es un predicado binario,
f un simbolo funcional unario, g y & son simbolos funcionales binarios y ¢ es
una constante individual. Sea 9t = (N, <, S, +, -, 0), que es una Z-estructura.
Sea s: V — N la funcién tal que s(x;) = i. Usaremos la definicién formal de
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satisfacibilidad en una estructura para decidir si 9t = ¢[s] para algunas férmulas
¢ de 2.

(1) ¢esPcc

Primero notemos que 5(c) = 0. Pero como (0,0) ¢ P™, ya que 0 no es
menor que 0, concluimos que N F ¢[s].

(2) ¢esPxifx
5(x1) = 1y 5(fx1) = fRGx)) = S(1) = 2. Como (1,2) € P" ya que
1 < 2, concluimos que 91 F ¢[s].

(3) ¢esVx;Pcxy
Por la clausula 4, M F ¢[s] siy s6lo si paratodon € N, T E Pcx;[s(x/n)]
siysélosiparatodon € N, (0, n) € P™siysélosiparatodon € N,0 < n.
Esto ultimo es falso para n = 0y por tanto 0N ¥ ¢[s].

4) ¢esdxdyPxy
Por clausula 5 de la definicién, N F ¢[s] si y s6lo si existen dos niimeros
naturales n y m tales que 0N F ¢[s(x/n, y/m)] siy sblosi existenn,m € N
tales que (n, m) € P™ siy sélo si existen n, m € N tales que n < m. Esto
es claramente cierto y por tanto 1 F ¢[s].

Definicién. Sean 2, un conjunto de férmulas y ¢ una férmula de un lenguaje
de primer orden &. Decimos que 3, implica légicamente a ¢, o que ¢ es
consecuencia légica de %, siy s6lo si para toda Z-estructura 2 y toda funcién
s:V — A, si todos los elementos de 2, son verdaderos en 2 bajo s entonces
también lo es ¢. Notacién: 3, F ¢.

Igual que para la 16gica proposicional, se escribe ¢ F ¥ en lugar de {¢} F ¥/;
y se dice que ¢ y ¥ son ldgicamente equivalentes, denotado ¢ H ¥, si y sélo si

PEYVYVES

Definicion. Una férmula ¢ de 2 es universalmente vdlida si es verdadera
en cualquier Z-estructura bajo cualquier sucesién s.

Ejemplos:

(1) Vx1 PX] E Hlexl
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Sea 2 una estructura arbitraria, s una funcién de V en el dominio de 2
talque 2 E Vx; Px[s]. Entonces paratodoa € A,2A F Px;[s(x;/a)].
Sea a € A cualquiera (aqui se estd usando el hecho de que A no es
vacio), como 2 E Px;[s(x;/a)], podemos concluir que & F 3x; Px;.
(2) 3IxVyPxykE VydxPxy

Sean 2 y s talesque 2 F IxVy Pxy[s]; para verque A F Vy3x Pxy[s]
consideremos un elemento a € A arbitrario. Lo que queremos
es probar que 2 F JdxPxy[s(y/a)], es decir, que existe b € A
tal que A E Pxy[s(y/a,x/b)]. Sea b el elemento de A tal que
A E VyPxy[s(x/b)], entonces A E Pxy[s(y/a, x/b)].

Ejercicios

1. Sean £, 91y s como en los ejemplos anteriores. Encontrar 5(t) para los
siguientes términos:

¢, gcxs, xa0, hfcgxixa, gxsc.

2.  Decir si M F ¢[s] para las siguientes férmulas:
Vxi1(x1 = x1)

Jx(Pxx = - Pxx)

Pfcc = VxPfxx

dxPxx = VxPxx

o g P

*3.  Probarel Teorema 7.1.

4.  Probar las siguientes afirmaciones:

JIxPx i Px

Px E 3xPx
Vy3dxPxy i IxVyPxy
VxVyPxy EVyPxy
Si F « entonces F Vxa
IxPx H -Vx-Px
VxPx H ~3x—Px

A
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Capitulo 8

Légica de predicados:
enfoque sintactico

La logica es capaz de justificar las matemdticas
en no mayor grado que la biologia es capaz de
Jjustificar la vida.

Yuri Manin

8.1 Introduccion

En este capitulo se construye una teoria formal para lenguajes de primer orden
cuyos teoremas sean precisamente las férmulas universalmente vilidas. En la
16gica proposicional la existencia de un célculo es un lujo, pues se tiene un método
de decisién para verificar si una férmula dada es una tautologia o no. Aqui la
situacién es diferente, puesto que tal algoritmo no existe; la existencia de una
teorfa axiomdtica que demuestre en un nimero finito de pasos cualquier férmula
universalmente valida tiene pues, una mayor importancia en este contexto.

Presentaremos dos sistemas formales para la 16gica de primer orden: uno axio-
mdtico y uno de deduccién natural. Cada uno de ellos extiende el correspondiente
sistema presentado en el Capitulo 5. No haremos un estudio detallado de estos
sistemas, simplemente los definiremos, daremos algunos ejemplos y probaremos
algunos metateoremas bésicos.

159
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8.2 Un calculo de predicados

El sistema que presentamos en esta seccién se debe a Mendelson [Me].

En todo el capitulo £ denotard un lenguaje de primer orden cuyos simbolos
son los siguientes:

Un conjunto numerable de variables individuales
X1y X2y ovvyXpyooo

Para cada n € N, un conjunto no vacio de predicados n-arios,
P, P}, ..., P ...

Para cada n € N, un conjunto no vacio de simbolos funcionales n-arios
e i

Un conjunto no vacio de constantes individuales

C1,€C2y e v ey Cly o v

Conectivos l6gicos

- y =
Cuantificador universal
v
Simbolos de puntuacién
)y (

El lector observara que se han hecho algunas modificaciones en la definicién
de lenguaje de primer orden.

En primer lugar se ha anulado el predicado binario ~. La razén para hacer
esto es que desde el punto de vista sintdctico este predicado no tiene propiedades
especiales, puede ser cualquier predicado binario; cuando se esté trabajando en un
lenguaje de primer orden con igualdad y se quiera utilizar algitin resultado sintactico
se podra hacer tomando a la igualdad como cualquier predicado binario.
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También se han eliminado algunos conectivos y el cuantificador existencial.
Esto se debe a que, como se probé en capitulos anteriores, los siguientes pares de
férmulas son 16gicamente equivalentes:

aAB y —(a=p)
aVB y ~a=8

a=>p y (@=H/HANB=a)
dxa y —Vx-a

Recuérdese también que en un lenguaje de primer orden los predicados (con
excepcién de un predicado binario para la igualdad), los simbolos funcionales y
las constantes individuales son opcionales; aqui los hemos introducido para hacer
nuestra teoria lo més general posible.

Notacion:
1) Se escribe ¢(xy, ..., x,) para indicar que las variables libres de la f6rmula
¢ estdn en el conjunto {xy, ..., x,}.

2) ¢(t1,...,1,) es el resultado de sustituir en ¢ las ocurrencias libres (si las
hay) de x; por t;, paral <i < n.

La teoria del cdlculo de predicados (CP) tiene los siguientes axiomas, para o,
By y férmulas de Z:

Al a=B=a)
A2 (@a=>B=y)=>(a=>B)=(@=>y)
A3 (-B=-a)=>(~B=>a)=B)

A4 Vxja(x;) = a(t), donde a(x;) es una férmula de £y t es un término
de & libre para x; en a(x;).

A5 Vxi(a = B) = (¢ = Vx;B), donde & es una férmula de Z que no
contiene ocurrencias libres de x;.

Las reglas de inferencia de CP son la siguientes:

Modus Ponens (MP):
Bsesiguedea ya = B
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Generalizacién (Gen):
Vx;c se sigue de o

Igual que en el CE, una férmula ¢ es un teorema de CP si y sé6lo si existe una
lista finita de férmulas de % cada una de las cuales es una axioma de CP o es
consecuencia de anteriores por MP o Gen. Notacién: F ¢. Andlogamente se
define I' I~ ¢.

Observacion. Los primeros tres axiomas tienen la misma forma que los axiomas
del CE y el Modus Ponens es una regla de CP, lo que implica que si tomamos
predicados O-arios en £ y los interpretamos como letras proposicionales (cf.
seccidn 7.2) se puede ver a CP como una extensién de CE. Es importante notar, sin
embargo, que las instancias de A1-A3 en el célculo de predicados no son férmulas
proposicionales, aqui «, 8 y y pueden ser sustituidas por cualesquiera férmulas
de 2, las siguientes férmulas son instancias de A1-A3:

VxPx = (Pc = VxPx)
(Px = (Qxy = Pc)) = (Px = Qxy) = (Px = Pc))
(—VxQxfx = —~Pz) = (-VxQxfx = Pz) = VxQ0xfx)

Se puede verificar facilmente que toda instancia de una tautologia de la 16gica
proposicional es una férmula universalmente vélida, ya que la definicién de verdad
de Tarski conserva el significado de los conectivos 16gicos. (Una instancia de una
tautologia es el resultado de reemplazar uniformemente, en una tautologia, cada
letra proposicional por una férmula bien formada de 2.)

El Axioma 4 define al cuantificador universal: si Vxa(x) es verdadera también
debe serlo a(r) para cualquier término ¢ siempre y cuando «(t) afirme de ¢ lo
mismo que «(x) afirma de x. Esta tltima condicién es rescatada por la restriccién
impuesta al Axioma 4. Consideremos, por ejemplo, la siguiente férmula:

¢(x) = Iy(x £ y),
¢(x) “dice” que algin individuo es distinto de x. En este caso tenemos que:
Vxp(x) = VxIy(x % y),

Vx¢(x) “dice” que existen por lo menos dos individuos.
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Sea ¢ el término y, entonces ¢(y) = Jy(y % y), lo cual es falso siempre.
Cualquier estructura con dos o mas elementos satisface Vx¢(x) pero no ¢(y), con
lo cual se demuestra que la formula Vx¢(x) = ¢(y) no es universalmente valida
en general.

El problema aqui es que mientras ¢(x) “dice” que hay algin elemento distinto
de x, ¢(y) “dice” que hay algin elemento distinto de si mismo. ;Por qué cambid
de significado ¢? Porque ¢ tenia un cuantificador 3y que dejaba a x libre, pero
cuando x fue sustituida por y, el cuantificador Jy alcanzé a y, la cual qued6
acotada. Para evitar esto se restringe el Axioma 4 de acuerdo con la siguiente
definicién.

Definicién. Sea ¢ una férmulade Z y ¢ un término de 2. Se dice que ¢ es
libre para x; en ¢ si ninguna ocurrencia libre de x; en ¢ estd en el alcance
de un cuantificador Vx;, donde x; es una variable de ¢.

Esclaro que al pediren el Axioma4 quet sea libre para x en ¢ se estd impidiendo
que pase lo que pas6 en nuestro ejemplo. Nétese que sélo se habla del cuantificador
V en la definicidn, pues siempre que en una férmula aparezca el cuantificador 3
ésta se sustituird, mediante equivalencias légicas, por otra férmula en la cual sélo
el cuantificador universal aparezca.

Ejemplos:

1. x; es libre para x; en Vx3 Px;, pero no en Vx; Px;.

2. fcxq es libre para x| en Vxqs Px; = Pxy, pero no en Vxs(Px; = Pxy).

3. Paratoda férmula ¢ y toda variable x;, x; es libre para x; en ¢.

4.  Si ¢ es un enunciado entonces ¢ es libre para x en ¢, para todo ¢ y toda x;.
5.

Sit es un término sin variables entonces ¢ es libre para x; en ¢, cualesquiera
dYx;.

La restriccién del Axioma 5 también es necesaria, ya que si no pidiéramos que
x; no ocurriera libre en & podriamos tener axiomas del siguiente tipo:

Vx(Px = Px) = (Px = VxPx) (aqui @ y B fueron sustituidas por Px y x
ocurre libre en Px).
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Sea 2 una estructura tal que P? no es vacio ni todo A, es decir, existen a,
be Atalesquea € P*yb ¢ P%. Entonces A E Vx(Px = Px), AK VxPxy
2 E Px[a]. Por tanto 2 ¥ Vx(Px = Px) = (Px = VxPx)[al.

Esta situacién no puede ocurrir si x no ocurre libre en a ya que en este caso
A F afs] siy s6lo si A F Vxa[s] para cualquier estructura 2A y sucesién s. (Cf.
Teorema 7.1).

La regla de Gen puede sorprender un poco a primera vista: tal pareceria que
se esta permitiendo el paso de lo particular a lo general. Pero debemos tomar en
cuenta que no estamos afirmando que la férmula & = Vxo sea una teorema de
CP, sino que si o es una teorema de CP entonces Vxa también lo es. Estas dos
afirmaciones no son equivalentes, en la préxima seccién veremos que el Teorema
de la Deduccién para el CP requiere de ciertas restricciones.

La regla Gen, a diferencia de MP, no preserva la verdad, pues es posible que
« sea verdadera en alguna estructura 2( bajo alguna sucesién s sin que Vxa lo
sea. Sin embargo Gen preserva validez universal, es decir, si @ es universalmente
valida, también lo es Vxa. Esto es suficiente para nosotros, pues si el CP va a
servir de modelo del pensamiento deductivo correcto, todos sus teoremas seran
férmulas universalmente validas (este hecho se demostrara en la seccién 8.4).

Teorema 8.1. Sea ¢ una fbf de L. Si ¢ es instancia de una tautologia, entonces

F 9.

Demostracion.

Sea o la tautologia que genera a ¢, esto es, ¢ se obtuvo de o sustituyendo
uniformemente las letras proposicionales de  por férmulas de Z. Por el Teorema
de Completud para el célculo de enunciados, « es un teorema de CE. En la prueba
de o sustitiyanse las letras proposicionales de o que aparezcan en la prueba por
las férmulas de & que se usaron para obtener ¢ y las demads letras proposicionales
por alguna férmula de 2 arbitraria. El resultado es una demostracién de ¢ en
CP. |

8.3 El Teorema de la Deduccion

El Teorema de la Deduccién tal y como se enuncié6 en el Capitulo 5 (Teo. 5.5) no va
a ser verdadero en general para el CP, pues aplicando Gen se tiene que Px + Vx Px
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y sinembargo, I/ Px = Vx Px yaque no es una férmula universalmente valida. No
obstante, con ciertas restricciones, el Teorema de la Deduccién se puede demostrar
para el CP.

Definiciéon. Sea I un conjunto de férmulasde Ly ¢ €T'. Sea ¢y, ..., ¢,
una deducci6n en el CP a partir de I, junto con la justificacién de cada paso.
Se dice que ¢; depende de ¢ en esta deduccion si y sélo si:

(a) ¢; = ¢ y lajustificacién para ¢; es que pertenece a I, o

(b) ¢ se justificé en la deduccién como consecuencia de férmulas ante-
riores por MP o Gen y alguna de esas férmulas anteriores depende de
¢ en la deduccién.

Ejemplo. 8 i- Vx(a = B)

1) B hip6tesis
2 B=>@@=p Al
Ba=>p 1,2 MP
@ Vx(x = B) 3, Gen

En esta deduccién todas las férmulas, excepto la segunda, dependen de 8.

Teorema 8.2. SiT',a - B y en esta deduccion B no depende de «, entonces
' B.

Demostracion.

Este teorema justifica el uso de la palabra “depende” en la definicin anterior.
Si B no depende de o en una deduccién, esto quiere decir que « era irrelevante y
por tanto se puede obtener B aun si eliminamos a ¢ del conjunto de las hip6tesis.

Sea By, ..., B» = B una deducci6n de 8 a partir de I' U {a} en la cual 8 no
depende de «. Probaremos que I' - 8 por induccién sobre n.

Base inductiva: n = 1

En este caso 8 = f; y por tanto 8 es un axioma de CP o 8 € I' (8 no puede
ser & porque S no depende de « en la deduccién). En ambos casos se tiene que
'~ 8.

Supongamos que el teorema es verdadero para toda deduccién de menos de n
pasos y supongamos que la deduccién de 8 tiene n pasos.
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Si BesaxiomaoestienI’, entonces I' F B. Si B es consecuencia de anteriores
por MP o Gen entonces, por definicién, esas férmulas tampoco dependen de o y
por hipétesis de induccién se pueden deducir a partirde I'. PortantoI" - 8. |

Teorema 8.3 (de la Deduccién). Supdngase que I'ya + By que en la
deduccion, si se aplica Gen a una férmula que depende de o, la variable
cuantificada en la regla no aparece libre en a. EntoncesT' - o = B.

Demostracion.

Sea By, ..., B» = B una deducci6én de B a partir de I' U {«} que satisface las
hipétesis del teorema. Probamos por induccién sobre n que I' + o = B;, para
todai € {1,...,n}.

Base inductiva: n = 1

Entonces B; es axiomao estien I  oes «.

Si B; es axioma o esta en I entonces, como B; = (@ = B;) es una instancia
de Al, aplicando MP se obtiene I' - o = B;.

Si i = o entonces ¢ = B; es @ = «, que es un teorema de CP por ser
instancia de tautologia y en consecuencia b ¢ = .

Supongamos ahora el teorema cierto para toda i < n y consideremos a S,.

Si B, es axioma, estd en I' 0 es « se procede de la misma manera que para el
cason = 1.

Supongamos que B, es consecuencia de dos férmulas anteriores por MP.
Entonces existen j, k < n tales que 8; = By = P,. Por hipétesis de induccién
I'a = BytambiénI' - o = (B = B,). Aplicando A2 y MP se obtiene que
'a=B,.

El iltimo caso es cuando B, es consecuencia de alguna férmula B; por Gen,
para alguna j < n. Entonces 8, = Vx;8;. La hipétesis de induccién garantiza
que I' - a = B; y las hipétesis del teorema garantizan que 8; no depende de o
en la deduccién o que x; no aparece libre en o.

Si B; no depende de  en la deduccidn entonces, por el Teorema 8.2, I' - ;.
Aplicando Gen se obtiene I' - Vx; 8;, es decir, I' - 8,. Como B, = (¢ = B,) es
una instancia de A1, aplicando MP se obtiene que I' - o = B,.

Supongamos que x; no ocurre libre en . Entonces, por hipétesis de induccién
tenemos que I' - o => B; y aplicando Gen obtenemos I" - Vx; (¢ = B). Como x;
no ocurre libre en o, podemos aplicar AS y MP para obtener I' - o = Vx; 8, es
decir, '+ a = B,. [ |
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Obsérvese que si @ es un enunciado entonces las hipétesis adicionales del
Teorema de la Deduccién son siempre satisfechas y tenemos, por tanto, el siguiente
corolario.

Corolario 8.4. Si« es un enunciadoy ', a - B entonces '+ a = 8. [ ]

Ejemplos:

1. FVxVya = VyVxa

(1) VxVya hipétesis
(2) VxVya = Vya A4

3) Vya 1,2 MP
“) Vya = « A4

(5) « 3,4 MP
(6) Vxa 5, Gen
(7) VyVxa 6, Gen

Los pasos 1-7 demuestran que VxVya + VyVxa, como ni x ni y aparecen libres
en VxVya, podemos aplicar el Teorema de la Deduccién y obtener el resultado
deseado.

2. F Ax = JxAx

(1) Ax hipétesis

2) Ax => —Ax instancia de tautologia
(3) ~—Ax 1,2 MP

4) Vx-Ax = -Ax A4

5) (Vx—Ax = -Ax) = (—m—Ax = —Vx—-Ax) instancia de tautologia
(6) ~—Ax = ~Vx—-Ax 4,5 MP

(7) —Vx—Ax 3,6 MP

Los pasos 1-7 demuestran que Ax F 3xAx (recuérdese que cuando se quiere
probar una férmula con simbolos que no estén en el lenguaje del CP se utilizan
las equivalencias dadas en la primera seccién de este capitulo para transformarla
en una férmula del lenguaje del CP); como en la deduccién no se aplicé Gen,
podemos aplicar el teorema de la deduccién y concluir que - Ax = 3xAx.
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Ejercicios

Probar los siguientes teoremas de CP:

Vx(ax = B) = (Vxa = VxB)
Vxa = Jxa

dx3Jya = Jydxa
Vx(x = B) = Vx(—8 = —a)

Vx(e = B) = (Axa = 3xB)
Vx(a A B) = (Vxa AVxB)

dx(a A B) = @xa A 3xB)

dx(Px V Qx) = (AxPx V 3xQx)

S@ e e e Fop

8.4 Validez y completud para CP

En esta seccién demostraremos para el célculo de predicados los teoremas
equivalentes a 5.7y 5.9.

Teorema 8.5 (de Validez del CP). Todo teorema del CP es universalmente
vdlido.

Demostracion.

Sea ¢ un teorema, probamos por induccién en el mimero de pasos de la
demostracién de ¢ en el CP que ¢ es universalmente vélida. Para esto es suficiente
con probar que toda instancia de A1-AS es universalmente vélida y que las reglas
MP y Gen preservan validez universal.

Probamos que toda instancia de Al es universalmente vélida y dejamos A2 y
A3 como ejercicio para el lector. Sea 2 una Z-estructura, s una funcién de V en
A, el dominio de . Entonces 2 I/ a = (8 = «)[s] siy s6lo si

() A afs]

@AY (B = o)ls],
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pero esto iltimo sélo sucede si F B[s] y ¥ «[s]. Esta contradiccién demuestra que
no pueden existir 2 y s tales.
Supongamos ahora, para probar que toda instancia de A5 es universalmente

vélida, que 2 I/ Vx(¢ = B) = (¢ = VxB)[s] para alguna estructura A y
s:V — A. Entonces

(D) AFE Vx(x = B)Is]

2) A ¥ o = VxBls].

Esto tltimo implica que
B)AF afs]

y
(4) 2A ¥ Vxps].

Por tanto existe a € A tal que A ¥ B[s(x/a)] y como x no ocurre libre
en «, las sucesiones s y s(x/a) coinciden en todas las variables libres de «.
Aplicando el Teorema 7.1, de (3) podemos concluir que A F «[s(x/a)], por
lo que, A ¥ a = B[s(x/a)]. Esto contradice (1).

Pordltimo, sea ¢ = Vxa(x) = «(?) unainstanciade A4y sean 2l y s arbitrarias.
Supongamos que 2 ¥ ¢[s]. Entonces:

) A F Vxa(x)[s]

@ AF a®)ls]

Por (1) tenemos que para toda a € A, ™A F «[s(x/a)], en particular, esto es
cierto para a = 5(t). Para obtener el resultado basta con probar que si ¢ es libre
para x en «, entonces A F «(t)[s] siy sblo si A F a[s(x/5(t)]. Esto se hace por
induccién sobre la complejidad de ar.

Falta ver que las reglas de inferencia de CP preservan validez universal.

MP preserva verdad y por tanto validez universal.

Supongamos ahora que o es universalmente véilida y probaremos que Vxo
también. Sean 2 y s arbitrarias, entonces 2 F Vxo si y s6lo si para todaa € A
A E a[s(x/a)], pero esto dltimo es cierto porque o es universalmente valida.

|
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Para probar el Teorema de Completud para el CP, necesitamos considerar teorias
arbitrarias en algin lenguaje de primer orden 2.

Definicién. Sea 2 unlenguaje de primer orden, una teoria de primer orden
0 una teoria en ¥ se obtiene agregando a los axiomas del CP, una lista de
férmulas de Z que seran los axiomas propios de la teoria, también llamados
axiomas no légicos. Los axiomas del CP son los axiomas légicos.

Obsérvese que el CP es, asi definidas las cosas, la menor teoria de primer
orden, en el sentido de que todo teorema del CP es un teorema de cualquier teoria
de primer orden.

Definicién. Una teoria J es consistente si y s6lo si no existe ninguna
férmula ¢ de su lenguaje tal que tanto ¢ como —¢ son teoremas de 7.

Notacion:

1) Si ¢ es un teorema de 7, se escribe - ¢ o4 ¢.

2) SiT'U {¢} es un conjunto de férmulas del lenguaje de 7, T' -4 ¢ quiere
decir que ¢ se puede deducir a partir de J si se aceptan como hipétesis adicionales
a todos los elementos de T'.

Corolario 8.6. EI CP es una teoria consistente.

Demostracion.

Si fuera inconsistente existirfa una férmula ¢ de & tal que - ¢ y - —¢. Por
el Teorema de Validez, tanto ¢ como —¢ serian universalmente validas, lo cual es
una contradiccién. n

Teorema 8.7 (de Completud del CP). Toda férmula universalmente vdlida
de Z es un teorema del CP.

La demostracién del Teorema 8.7 es bastante més compleja que la del corres-
pondiente 5.9, por lo que necesitamos algunos lemas y definiciones auxiliares.

Definicién. Sean x; y x; dos variables distintas de 2, ¢ una férmula de 2.
Decimos que ¢(x;) y ¢(x;) son similares si y s6lo si x; es libre para x; en
¢(x;) y #(x;) no tiene ocurrencias libres de x;. (Aqui suponemos que ¢(x;)
se obtiene de ¢(x;) sustituyendo x; por todas las ocurrencias libres de x; en

d(x)).
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Lema 8.8. Si¢(x;)y ¢(x;) son similares, entonces - Vx;¢(x;) < Vx;p(x;).

Demostracion.

Por A4 tenemos que + Vx;¢(x;) = ¢(x;), y usando Gen se tiene que
F Vx;(Vxip(x;) = ¢(x;)). Como ¢(x;) y ¢(x;) son similares, x; no aparece
libre en ¢(x;) y podemos aplicar A5, obteniendo F Vx;¢(x;) = Vx;¢(x;).
Andlogamente, se prueba que - Vx;¢(x;) = Vx;p(x;). ]

Lema8.9. Sea ¢ un enunciado de &y sea J una teoria de primer orden tal que
I & —¢. Entonces la teoria T' que se obtiene al agregar ¢ a los axiomas de T
es una teoria consistente.

Demostracion.

Supéngase que J’ es inconsistente. Entonces existe una férmula ¥ tal que
I+ ¢y I+ —y. Entonces, por el Teorema 8.1, 7' F ¢ = (= = —¢).
Aplicando MP dos veces, tenemos que ' - —¢ y por tanto ¢ b4 —¢. Como
¢ es un enunciado, podemos aplicar el Teorema de la Deduccién y obtener
I F ¢ = —¢. Otra vez, por el Teorema 8.1, F (¢ = —¢) = —¢ y por
MP J I —¢. Esto contradice la hipdtesis. |

Observacion. Andlogamente, si ¢ es un enunciado de £y 7 | ¢, entonces la
teoria que se obtiene al agregar —¢ a los axiomas de J es consistente.

La siguiente afirmacién no la vamos a demostrar porque requiere un poco mas
de teoria de conjuntos que la que hasta ahora hemos utilizado, pero no es dificil de
creer. Si el lenguaje Z tiene un conjunto numerable de simbolos y las expresiones
de £ son sucesiones finitas de simbolos de %, entonces el conjunto de expresiones
no puede ser no numerable. (jRecuérdese que la unién numerable de conjuntos
numerables es numerable! Cf. la proposicion 2.5)

Afirmacion 8.10.  El conjunto de expresiones de & es numerable.

Definicién. Una teoria de primer orden & es completa si y s6lo si, dado
cualquier enunciado ¢ del lenguaje de la teoria, se tiene que & F ¢ o
T .
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Lema8.11 (deLindenbaum). Sea J una teoria de primer orden consistente.
Entonces existe una teoria de primer orden J', consistente y completa, tal que:

a. Ellenguaje de I’ es el mismo que el lenguaje de J.
b. F C I, es decir, para cualquier férmula ¢, si T+ ¢, entonces I' - ¢.

Demostracion.

Sea ¢y, @2, ..., ¢n, ... una enumeracion de todos los enunciados del lenguaje
de J. Vamos a definir una sucesién de teorias por recursién, de la siguiente

manera:
=9

g | = tgr.li Si 'gr.l I_ ﬂ¢n+1
nt n U {¢n+l} si I, V “Ppi1

Aqui, 9, U {¢,+1} denota a la teoria obtenida de J, agregando ¢,,) como

axioma.
Obsérvese que para toda n se tiene que 9, C J,41, por definicién. Ahora

probaremos por induccién que cada J, es consistente.

Base: n = 0.

9, es consistente por hipétesis, pues I, = J.

Supongamos que J, es consistente. Entonces, si J,+1 = J,, por H.I,, 1, es
consistente. Y si J,41 = 9, U {@n41}, entonces F, - —¢,1 y por el Lema 8.9,
I, +1 €S consistente.

Definimos ahora 9/ = U;"; o Jn, estoes, I ’ tiene como axiomas a todos los
axiomas de J,, para toda n.

Evidentemente, & C J' y J” tiene el mismo lenguaje que J. Tenemos que
probar que g’ es consistente y completa.

Si g’ fuera inconsistente, habria una deduccién en J’/ de ¢ A —¢, para algiin
enunciado ¢. Pero las deducciones son finitas y por tanto s6lo un nimero finito
de axiomas pueden aparecer en la deduccién, esto significa que la deduccién se
puede hacer a partir de los axiomas de alguna J,, pero esto es imposible, pues ya
probamos que cada J, es consistente.

Para ver que 9 es completa, sea ¢ cualquier enunciado del lenguaje. Entonces
¢ = ¢py1 paraalgunan =0, 1, 2, ... Ahora bien, F, F =¢,+1 0 I I ~Pn41. Si
Iy & —@p41 entonces I’ + ¢, (yaque F, C I7).

Si 9, tf —¢n4+1 entonces, por definicién, F41 b @nt1 y por tanto T’ @yp.

Por consiguiente, ' F —¢p1 0 I’ - ¢dpi1 y I’ es completa. |
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Elsiguiente teorema fue demostrado por Godel en 1930, aunque la demostracién
que vamos a dar es la de Henkin (1949).

Teorema 8.12. Toda teoria de primer orden consistente tiene un modelo, esto
es, una estructura bajo la cual todos los teoremas de la teoria son verdaderos.

Demostracion.

Sea J una teoria de primer orden consistente, en el lenguaje £. Agreguemos
a Z un conjunto numerable de nuevas constantes, {b, b2, ...}. Denotemos al
nuevo lenguaje %, y a la teorfa obtenida de & agregando los nuevos axiomas que
resulten de considerar a todas las férmulas y términos de %, por ,, de modo que
los axiomas de J, son todos los axiomas de J junto con los axiomas 16gicos que
involucren a las nuevas constantes.

Se afirma que 7, es consistente, pues si no lo fuera tendrfamos que 9, - ¢ A—¢,
para alguna férmula ¢ de %,. Reemplacemos cada ocurrencia de alguna b; en
la demostracién de ¢ A —¢ por una nueva variable, de manera uniforme. Esto
transforma axiomas en axiomas y mantiene la aplicacién correcta de reglas de
inferencia. La férmula al final de esta nueva deduccién es una contradiccién en
la que no intervienen las nuevas constantes y por tanto, es una deduccién en .
Esto contradice la consistencia de J y por lo tanto J, es consistente.

Sea ¢1(x;)), d(xi,), - - ., Pe(xi,), - . . una enumeracién de todas las férmulas de
% que tienen a lo més una variable libre. (Aqui, x;, es la variable libre de ¢y si
¢« tiene variables libres, y x;, = x; si ¢% es un enunciado).

Escogemos ahora una sucesién bj,, b;, ... de entre las nuevas constantes
individuales de tal forma que b;, no aparece en ¢;(x;), ¢2(xi,), ..., de(x;) ¥
tal que b;, # b, bj,,.... bj_,.

Consideremos la siguiente férmula de .%,, para cada k:

Wk = _'V-xik¢k(-xik) = _'¢k(bjk)
Yy explica el papel que juegan las constantes bj,: si ¢4 no es “verdadera” para

todos los individuos, entonces no es “verdadera” para b;,. b;, son conocidas como
testigos.!

"Nétese que en realidad no tenemos derecho de hablar de “verdad” en una teoria formal, el
comentario es simplemente de ayuda para entender lo que se hace.
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174 8 Logica de predicados: enfoque sintdctico

Para cada nimero natural n, sea J, la teorfa que se obtiene a partir de J, al
agregar como axiomas a las férmulas ¥, ¥, ..., ¥,. Y sea J, la teoria que se
obtiene de J, al agregar como axiomas a todas las ¥;,i = 1,2, ...

Al igual que en el Lema de Lindenbaum, para probar que J, es consistente
serd suficiente con demostrar que cada J, lo es. Probaremos pues, por induccién,
que cada J, es consistente.

Base: n = 0.

9, es consistente, ya demostrado.
Paso inductivo:

Supongamos que ,_ es consistente pero que J, no lo es, paran > 1. En este
caso, como ¢; => (—¢ => ¢;) es una instancia de tautologia para cualesquiera
férmulas ¢ y ¢2, tenemos que cualquier férmula es teorema de J,. En particular,
T+ =y,

Por lo tanto, ¥, k4 _, —¥,, y como ¥, es un enunciado, podemos aplicar el
Teorema de la Deduccién para obtener:

eqn—l F (w'n = _‘llfn)

Pero (¢, = —y¥,,) = -V, es una instancia de tautologia, por lo que, por MP
y el Teorema 8.1, tenemos que %,; - —,.
Sustituyendo, obtenemos:

Fu—1 b (2, @u(xi,) = (b)),
esto es,

G VX, On(xi) Yy Tao1 b da(by,) n

(Esto tltimo se obtuvo utilizando las tautologias siguientes: —~(A = B) =
(AN-B),(AANB)= A, (AANB)= B,—A = A.)

Del hecho que b;, no ocurre en ¥y, ¥, ..., Yn—1 y de que F,_y = ¢,(b;,),
podemos concluir que ,_; I ¢,(x,), donde x,, es una variable individual que no
ocurre en la demostracién de ¢,(b;,) a partir de J,_,, basta reemplazar b;, por x,
en la deduccién.

Aplicando Gen obtenemos que J,_; = Vx,¢,(x,), y como ¢,(x,) y ¢a(xi,)
son similares, por el Lema 8.8 tenemos que 9,1 - Vx; ¢,(xi,).

Esto dltimo, junto con (1), contradice la consistencia de -1, y en consecuencia
g, es consistente.
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Asi, cada g, es consistente y se sigue que J,, es consistente.

Sea J* una extensién completa y consistente de J,,. Vamos a construir un
modelo para F*,y como F C 9, C Jo C ™, éste sera un modelo para F, con
lo que terminar4 la demostracién del teorema.

Definimos, pues, a la estructura 2:

1) El dominio de U, A, es el conjunto de términos de %, que no contienen
variables.

2) Si ¢ es una constante de %, ¢* = c.

3) Si f es un simbolo funcional n-ario de %, f%: A" — A tal que
fm(tli--~stn): ftl'--tn-

(Nétese que ft1...t, € A, puessity, ..., t, no tienen variables, ft,...¢, es un
término de %, que no tiene variables.)

4) Si P es un predicado n-ario de %, P% C A" es la relacién n-aria definida

como sigue:
(t1,....1,) € Psiysblosi T* b+ Pt .. .1,.
(Esta definicion es buena pues J * es completa y consistente, y por consiguiente,
dada una n-ada de términos (t;, ...,1,), I* + Pt ... 1,0 T* - =Pty ...t,, pero
no ambas.)

Para probar que 2l F J*, probaremos que para todo enunciado ¢, A E ¢, siy
sélo si * - ¢. Esto lo haremos por induccién sobre la complejidad de ¢.

Base: ¢ es un enunciado atémico.

En este caso ¢ es de la forma Pt . . . t,, donde P es un predicado n-ario de %,
Yy, ..., t, son términos de %, sin variables. Por definicion, 2 F ¢ si y sélo si
T*F ¢.

Hipétesis inductiva: Supongamos que para todo enunciado ¢ con menos de n
conectivos y cuantificadores se tiene que A F ¢ si y sélosi * - ¢.
Sea i con n conectivos y cuantificadores.
Caso 1. r es ~¢.
AE Y siysolosiAFE ¢ siysélosi A ¢ siysélosi T* ¢, por HL
Pero J* es completa y consistente, por tanto, F* I/ ¢ siy s6lo si 7* F —¢.
Por tanto, 2A F ¢ siy s6losi T* - .
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Caso 2. Y es ¢1 = ¢,.

Como ¥ es un enunciado, también lo son ¢; y ¢, y para ellos vale la H.I.

Supongamos que A ¥ . Entonces A F ¢, y A I ¢,. Por la H.L,, tenemos que
IT*F 1y T* i ¢o; como I* es completa, T* - —¢,. Usando la tautologia
A = (~B = (A = B)), obtenemos que J* + ~(¢, = ¢,), y de la consistencia
de g*, I* K .

Conversamente, supongamos ahora que J* t/ ¢. Por ser completa, 7* + -,
esto es, * F —(¢1 = ¢,). Nuevamente, usando las tautologias adecuadas,
tenemos * + ¢, y I* F ~¢,, y por consistencia, F* ¥ ¢,. Por H.I., tenemos
que A F ¢1 y A ¢, y por tanto, A K .

Caso 3. ¥ es Vx,¢.

Como ¥ es un enunciado, ¢ tiene a lo sumo una variable libre, y consecuente-
mente ¢ = ¢ (x;,) para alguna k.

Podemos suponer que x, = x;,, ya que en caso contrario ¢ no tendria variables
libres y portanto A E ¢ siysélosiA F ¢y I* F ¢ siy sélosi T* - ¢. Eneste
caso el resultado para y se seguiria inmediatamente del resultado para ¢.

Supongamos, pues, que x, = x;, y que A F ¢, pero * ¥ ¢. Por la completud
de I*, J* - ~y,esdecir, T* F —Vx;, ¢ (x;,). Pero, I* - Y, yaque I C T*,
es decir, I* & =Vx;, ¢ (xi,) = —@i(b;,), y por tanto, IT* F i (b;,).

Abhora bien, como 2 E ¢, A F Vx;, ¢(x;,), y en consecuencia 2 F ¢ (b;,), y
por la H.L. se tiene que J* I ¢, (b;,), contradiciendo la consistencia de F*. Por
tanto, A F ¥ siy sblosi I - .

Para el converso, supongamos que I* F ¢ y A F .

Como A F Vx;, dr(x;,), existe t € A tal que A ¥ ¢p(x;,)[t] y por HL, esto
significa que J* l/ ¢(t), donde ¢ es un término de %, sin variables. Como J* es
completa, se tiene que I * - —¢y(2).

Por otro lado, si J* F Vx;¢r(xi,), entonces I* F ¢(t), por A4. Esto
contradice la consistencia de J*.

Hemos probado que para todo enunciado ¢, si 7* |- ¢ entonces A F ¢.

SiJ F ¢,como I C I*, entonces I* I ¢ y por lo tanto, A F ¢.

Por consiguiente 2 F . [ ]

Corolario 8.13. Si J es una teoria consistente en un lenguaje de primer orden
numerable, entonces J tiene un modelo numerable.

Demostracion.
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Directo de la demostracién del Teorema 8.12. [ ]

Ahora si estamos en posicién de demostrar el Teorema de Completud para el
CP, que volvemos a enunciar.

Teorema 8.7 (de Completud del CP). Toda férmula universalmente vilida de
£ es un teorema del CP.

Demostracion.

Es suficiente con considerar enunciados, pues ¢ es universalmente vilida si y
sélo si Vx; Vx;, ... Vx; ¢ lo es, donde x;,, x;,, . . ., x;, son las variables libres de ¢,
y CP |- ¢ si y s6lo si CP I Vx;, Vx;, ... Vx;, ¢.

Sea pues, ¢, un enunciado universalmente vélido y supongamos que CP I/ ¢.
entonces, por el Lema 8.9, la teoria J cuyo tnico axioma no légico es —¢ es

consistente.
Por el Lema 8.12, J tiene un modelo A y consecuentemente A F —¢, pero
como ¢ es universalmente vélido, A F ¢, y esto no es posible. [ ]

Concluimos esta seccién con algunas consecuencias del Teorema de Comple-
tud.

Corolario 8.14. Sea J una teoria de primer orden en un lenguaje numerable.

(a) Si ¢ es un enunciado verdadero de I, entonces I + ¢.

(b) Siparatodod & J, paratodos:V — A, se tiene que A F I'[s] implica que
A E ¢[s], donde ¢ es una férmula y I es un conjunto de formulas, entonces
ks .

(c) SiT E ¢ entoncesT 4 ¢.
(d) Si¢E  entonces ¢ g Y.

Demostracion.

(a) Si I I ¢, entonces I’ = I U {—¢}? es consistente y por el Corolario 8.13
tiene un modelo numerable, 2. Entonces 2 F J y 2 F —¢, esto no es posible,
pues contradice la hipétesis, por tanto, J - ¢.

2Aqui  UT es la teoria que se obtiene agregando a los axiomas de J, todos los elementos
deT.
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(b) Considérese la teoria I’ y obsérvese que ¢ es verdadera en todo modelo
de 7 UT.

(c) y (d) (Ejercicio 6). |

Observaciones:

1. Nétese que se pueden dar los axiomas de los nimeros reales como un campo
ordenado en un lenguaje de primer orden numerable, y por el Corolario 8.13
tenemos que esta teoria tiene un modelo numerable.

2. Elinciso (a) del Corolario 8.14 garantiza que si una afirmacién es verdadera

en todo grupo, por ejemplo, entonces se puede demostrar a partir de los
axiomas de teoria de grupos.

Ejercicios

1. Probar que todas las instancias de los axiomas A2 y A3 son universalmente
vélidas.

2. Probar que si J es una teoria que no es consistente, entonces para toda
férmula ¢ del lenguaje de J se tiene que J - ¢.

3. Sea J una teorfa de primer orden y ¢ una férmula del lenguaje de Z sin
variables libres. Entonces J F ¢ siy s6losi J - Vx¢, donde x es cualquier
variable individual.

4. Probar que si ¢(x;) y ¢(x;) son similares, entonces x; es libre para x; en
¢(x;) y ¢(x;) no tiene ocurrencias libres de x;.

5. Probarquesi¢(x;)y ¢(x;) sonsimilares, entonces - Ix1¢(x;) < Ix;jd(x;).

6. Sea J una teoria de primer orden en un lenguaje numerable. Sea I' U {¢}
un conjunto de férmulas. Entonces,

.

i. SiT'F ¢,entoncesI' 4 ¢.
ii. Si¢ F ¢ entonces ¢ k5 Y.

31dem.
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8.5 Formas normales prenexas

Definiciéon. Una férmula de la forma Qyx;03x; ... Qnx,¢, donde cada
Q;x; es dx; oVx;, x; # xj sii # j y ¢ no contiene cuantificadores estd en

forma normal prenexa. (Nota: se acepta n = 0, cuando la férmula no tiene
cuantificadores).

En esta seccién vamos a demostrar que toda férmula es equivalente a una forma
normal prenexa.

Note que en virtud del Teorema de Completud para CP, los simbolos F y - son
intercambiables, de modo que si ¢ F i y se tiene ¢ en alguna linea de alguna
demostracion, se puede introducir ¥, dado que existe una prueba de i a partir
de ¢.

Lema 8.15. Sea ¢ y  férmulas de &. Entonces,

1. F (x¢px = ) & y(py = V), siynoeslibre en , ¢(x) y ¢(y) son
similares.

2. F Gx¢x = ¢¥) & Vy(dy = V), siyno es libre en ¥, ¢(x) y ¢(y) son
similares.

3 @ = Vxex) & Vy( = ¢y), siyno es libre en , ¢p(x) y ¢(y) son
similares.

4. F @ = Ix¢x) & y(y = ¢y), siyno es libre en Y, ¢p(x) y ¢(y) son
similares.
5. F-Vx¢ & dx—¢.

6. F-3x¢ & Vx—g.

Demostracion.
Haremos la primera en detalle, dejando las demds como ejercicios.
(1) Vx¢x = hipétesis
(2) ~Iy(py = ¥) hipétesis
(3) Vy—(¢y = ¥) 2, definicién de Iy
4) Vy-(¢y = ¥) 3, tautologia -—A = A
() ~(@y = ¥) 4, A4y MP
6) ¢y 5, tautologia (A = B) = A
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N 5, tautologia —-(A = B) = —-B

8) Vyoy 6, Gen

9 Vxox 8, yaque Vygy F Vx¢x si ¢px y ¢y son similares
10 ¢ 1,9 MP
(1)) ¥ Ay 7, 10 tautologia
Por tanto,

Vxgx = ¥, ~dy(dy = ¥) E ¥ Ay,
y por el Teorema de la Deduccién,
Vxpx = ¢ = —3y(¢y = ¥) = (¥ A—¢).

Utilizando la tautologia (A = (B A —~B)) = —A, obtenemos

Vx¢x = ¢+ 3y(dy = ¥),

y aplicando nuevamente el Teorema de la Deduccion, obtenemos

(@) F (Vx¢x = ¢) = y(dy = ¥)

Probaremos ahora la otra implicacidn:

(1) dy(¢py = ¥) hipbtesis

(2) Vxox hipétesis

3 ¢ 1,2 MP, usando el hechode que dy(¢py = ), Vxdx F ¢,
si @y y ¢x son similares, e y no es libre en .

En consecuencia, dy(py = ¥), Vxox b .

Aplicando el Teorema de la Deduccién dos veces, obtenemos
() F3y(@y = ¥) = (Vxéx = ¥)
De (a) y (b), se tiene que: - (Vx¢x = ) < y(dy = V). |

Teorema 8.16. Para toda formula ¢ de un lenguaje de primer orden Z, existe
una férmula  de & en forma normal prenexa tal que -cp ¢ < .
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Demostracion.
Por induccidn sobre el nimero k de conectivos y cuantificadores de ¢.
Base: k = 0.
¢ no tiene cuantificadores, y puede concluirse que estd en forma normal prenexa.

Sea ¢ = ¢.

H.I. Supongamos la afirmacién cierta para toda férmula con menos de k
conectivos y cuantificadores.

Sea ¢ con k conectivos y cuantificadores.
Caso 1. ¢ es -x. Por HI, existe ¥’ en forma normal prenexa tal que
Fcp x ¢ Y';portanto,bcp ¢ & —Y'.

Aplicando 5 y 6 del Lema 8.15, obtenemos una férmula i en forma normal
prenexa tal que Fcp —Y' < ; dedonde, bcp ¢ & .

Caso 2. ¢ es (x1 = x2)- Por H.L, existen ¥; y ¥, en forma normal prenexa
talesque Fcp x1 < Y1 ybcp X2 © V. Portanto,bcp ¢ & (Y1 = ).
Aplicando (1)—(4) del Lema 8.15, podemos mover todos los cuantificadores que
aparecen en Y, y v al principio, obteniendo una férmula ¢ en forma normal
prenexatalque Fcp ¢ < Y.

Caso 3. ¢ es Vxy. Por H.L, existe una férmula v en forma normal prenexa
tal que Fcp x < '. Entonces, Fcp Vxx < Vxy', y Vxy/ estd en forma
normal prenexa; sea Y = Vxy',bcp ¢ & . |

Ejemplo. Sea ¢ = Vx(Ax = dyBxy) = VzCz. Entonces,

¢ = Vx(@Qw(Ax = Bxw)) = VzCz = VzVx3Iw((Ax = Bxw) = C2).

clausula (4) clausula (3)

Ejercicios
1. Encontrar férmulas en forma normal prenexa equivalentes a las siguientes

férmulas:

a. VxPx = —-dyQy, b.Vx(Px = dydJwQxyw),
¢. “Vx(Px = Qa).

2. Probar las cladsulas (2)-(6) del Lema 8.15.
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8.6 Teorema de Compacidad para lenguajes de
primer orden

Teorema 8.17 (de Compacidad, primera versién). SeaI'U{¢} un conjunto
de férmulas de un lenguaje de primer orden. Entonces I & ¢ siy sélo si existe un
subconjunto finitoT'y, C T, tal que T, E ¢.

Demostracion.
<) Obvio. SiT, CT y T, F ¢, entonces I' E ¢.
=) SiI" E ¢, entonces, por el Corolario 8.14 (c), I' I ¢, pero las deducciones

son finitas y consecuentemente existe I', C T, I, finito, tal que I', F ¢. Puede
concluirse que, I', F ¢. |

Teorema 8.18 (de Compacidad, segunda version). Si I' es un conjunto de
Jformulas y todo subconjunto finito de I tiene modelo, entonces T' tiene modelo.

Demostracion.

Si todo subconjunto finito de I tiene modelo, entonces todo subconjunto finito
de I' es consistente, yaque si 'y F ¢ A —¢p y A E Ty, se tendria que A E ¢ A —¢,
lo cual no es posible.

Tenemos, pues, que todo subconjunto finito de I' es consistente, y como las
deducciones son finitas, esto implica que I' es consistente.

Por el Teorema 8.12, I" tiene un modelo. |

Damos a continuacién algunas aplicaciones de los Teoremas de Completud y
de Compacidad a teorfas matematicas especificas.

Corolario 8.19. Si una teoria  tiene modelos finitos de cardinalidades arbi-
trariamente grandes, entonces tiene un modelo infinito.

Demostracion.

Sea & una teorfa en el lenguaje de primer orden 2. Consideremos el lenguaje
&' que se obtiene al agregar a los simbolos de .Z un conjunto numerable de nuevas
constantes, todas distintas. ' = £ U {c,:n € N}.

Sea g la teorfa que se obtiene al agregar a los axiomas de & los siguientes
axiomas: —~(c; = c;),sii # j,parai, j € N.
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g’ es una teorfa en el lenguaje ' y 9 C g7, es decir, si J - ¢, entonces
I+ ¢.

Para ver que J’ tiene modelos, aplicamos el Teorema de Compacidad y
tomamos un subconjunto finito de g, llamémosle &. & s6lo puede involucrar a
un nimero finito de las nuevas constantes, digamos c,, .. ., Cj.

Como & tiene modelos finitos arbitrariamente grandes, podemos escoger
un modelo A de J que tenga por lo menos m + 1 elementos. Construimos
una interpretacién A’ para %’ con el mismo universo de 2A, A, las mismas
interpretaciones para los simbolos de # y tal que las constantes c,, ..., ¢, se
interpreten como elementos distintos de A.

Entonces, 2’ & &. Por compacidad, g~ tiene un modelo, B, digamos. B es
infinitoy B F 7. ]

El teorema siguiente requiere de un cierto conocimiento de cardinales infinitos.
El lector no familiarizado con estos temas puede omitir su lectura sin pérdida de
continuidad.

Teorema 8.20 (de Lowenheim-Skolem). Si una teoria I de primer orden tiene
modelos infinitos, tiene modelos de cualquier cardinalidad infinita.

Demostracion.

Es muy similar al corolario anterior. Sea £ el lenguaje de J y agreguemos,
dado un cardinal infinito ¢ arbitrario, un conjunto de @ nuevas constantes, es decir,
sea Z' = Z{c. }i<a-

Sea I la teorfa que se obtiene al agregar a los axiomas de J la siguiente lista
de axiomas: {—(c, = ¢y)} w .

Cada subconjunto ﬁnito":i: g’ tiene modelo, igual que en el corolario anterior,
y por tanto, g tiene un modelo de cardinalidad & y que es también modelo de .

|

Nota. En la demostracién del teorema de Lowenheim-Skolem, los nuevos
axiomas garantizan que la cardinalidad del modelo es al menos a. Que es a es
consecuencia de la demostracién del Teorema de Completud, donde se construye
el modelo tomando como universo a los términos del lenguaje. Por eso se puede
garantizar la existencia de un modelo de cardinalidad exactamente .

Corolario 8.21. Hay modelos no estdndares de la aritmética.
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Demostracion.

Los axiomas de Peano se pueden formular en un lenguaje de primer orden con
los simbolos 0, S, -+, -, donde 0 es una constante individual, S es un simbolo
funcional unario, y + y - son simbolos funcionales binarios.

Por el Teorema de Lowenheim-Skolem esta teoria tiene modelos no numerables
y que, consecuentemente, no son modelos isomorfos a N, éstos son los modelos
no estandares de la aritmética. |

Ejercicios

1.  Pruebe que las dos versiones del Teorema de Compacidad (Teoremas 8.17 y
8.18) son equivalentes.

*2.  Un mapa es un par ordenado M = (P, A),donde P # 9, AC Px Py
(x, y)estien A siy sélo si x “es adyacente a”y. Si M esunmapayk € N,
decimos que M es k-coloreable si y s6lo si i) paratoda x € P, x tiene un y
s6lo uno de los k colores, y ii) para todo x, y € P, si (x,y) € A, entonces
x e y tienen distinto color. Pruebe que si todo mapa finito es k-coloreable,
entonces todo mapa (infinito) es k-coloreable.

8.7 Deduccion natural para predicados

En esta seccién esbozamos un cdlculo de deduccién natural para la légica de
predicados andlogo al presentado en la seccién 5.4 para la 16gica proposicional.
Este sistema se debe a Benson Mates [Mt]. A este sistema lo denotamos CPN.

Al igual que para la 16gica proposicional, se puede demostrar que este sistema
tiene los mismos teoremas que el sistema estudiado en la seccién 8.2-3, y por lo
tanto los Teoremas de Validez y Completud también se aplican al CPN.

Sea Z un lenguaje de primer orden.

Definicién. Una demostracion en el CPN es una sucesion finita de enun-
ciados de #, cada uno de los cuales tiene asignado un conjunto de niimeros
(llamados nimeros de premisa) y tal que la sucesién ha sido construida de
acuerdo con las siguientes reglas (siendo ¢ y 8 férmulas de £, x una variable
individual cualquiera de Z y ¢ cualquier constante individual de £):
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P (Introduccion de premisas)

Cualquier enunciado puede ser introducido en una linea, tomando el nimero
de esa linea como tinico mimero de premisa.

T (Inferencia tautologica)

Cualquier enunciado puede ser introducido en una linea si es consecuencia
tautolégica de enunciados que aparecen en lineas anteriores; como nimeros
de premisa se toman todos los niimeros de premisa de esas lineas anteriores.

C (Condicionalizacion)

El enunciado ¢ =- B puede ser introducido en una linea si 8 aparece en
una linea anterior; como nimeros de premisa de la nueva linea se toman
todos los de la linea anterior, con excepcién (si se desea) del niimero de
linea correspondiente a la linea en que aparece «.

EU (Especificacion universal)

El enunciado «(x/c) puede ser introducido en una linea si Vxa aparece en
una linea anterior; como nimeros de premisa de esa nueva linea se toman
los de esa linea anterior.

GU (Generalizacion universal)

El enunciado Vxc puede ser introducido en una linea si a(x/c) aparece en
una linea anterior y ¢ no ocurre ni en & ni en ninguna premisa de esa linea
anterior; como niimeros de premisa de esa nueva linea se toman los de esa
linea anterior.

E (Cuantificacion existencial)

El enunciado Ixa puede ser introducido en una linea si -Vx—q aparece en
una linea anterior, o viceversa; como nimeros de premisa de esa nueva linea
se toman los de esa linea anterior.

GE (Generalizacion existencial)

El enunciado 3xa puede ser introducido en una linea si o(x/c) aparece en
una linea anterior; como nimeros de premisa de la nueva linea se toman los
de esa linea anterior.
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Definicién. Si se tiene una demostracién en el CPN cuya dltima férmula
es ¢ y I es el conjunto de férmulas que aparecen en las lineas numeradas
con los niimeros de premisa de ¢, se dice que ¢ es derivable a partir de T’
en el CPN. Notacién: I' F ¢. Cuando I' = & decimos que ¢ es una teorema
del CPN. Notacion: + ¢.

Observaciones sobre las reglas:

1. Laregla P permite introducir el antecedente de una implicacién que se quiere
demostrar. De llegar al consecuente entonces, por medio de la regla C, se obtiene
el condicional como teorema. Estas dos reglas rescatan el modo de demostrar en
matematicas.

2. Laregla T asegura que el sistema CPN incluye a CEN (ver seccién 5.4),
pues todo teorema del CEN es una tautologia (Teorema 5.12) y por lo tanto puede
ser introducido en una demostracién del CPN con el conjunto como conjunto de
nimeros de premisa.

3. La regla EU rescata el significado del cuantificador universal.

4. La regla GU refleja otro procedimiento comiin en matematicas: si se quiere
demostrar que una propiedad es satisfecha por todos los elementos de un cierto
conjunto, se toma un elemento arbitrario y se prueba que tiene la propiedad dada.

5. La regla E enuncia la interdefinibilidad de los dos cuantificadores del
lenguaje.

6. La regla GE define al cuantificador existencial. Esta regla no es indepen-
diente de las otras, se puede deducir a partir de EU, GU y E.

Ejemplos:

1. {Vx(Fx = Gx),Vx(Gx = Hx)} - Vx(Fx = Hx)

{1} (1) Vx(Fx = Gx) P
{2} (2) Vx(Gx = Hx) P

{3} 3) Fa P
{1} 4) Fa= Ga 1, EU
{1,3} (5) Ga 34T
{2} (6) Ga = Ha 2,EU
{1,2,3} (7) Ha 56T
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{1,2} (8) Fa = Ha 37C
{1,2} 9) Vx(Fx = Hx) 8,GU

Nota: En el paso 9 se aplic6 GU paraa = Fx = Hx y ¢ =a.
2. FVxFx= 3dxFx

{1} (1) VxFx P
{1} @ Fa 1, EU
{1} 3) IxFx 3,GE

& (4) VxFx = dxFx 1,3C
3. VxVy(Pxy = —Pyx)FVx—-Pxx

{1} (1) VxVy(Pxy = —Pyx)
{1} @) Vy(Pay = —Pya)
{1} (3) Paa = —Paa

{1} @) -Paa

{1} (5) Vx-Pxx

M

-

N N e
— oo
cc

Q
&

Ejercicios

Demostrar los siguientes teoremas del CPN:
a. Vx(PxAQx) & (VxPx AVxQx)
b. Ix(PxV Qx) & (3IxPxV IxQ0x)

(Sugerencia: Demostrar cada implicacién por separado y usar regla T para
obtener el bicondicional)

c. (VxPxVVxQx)= Vx(PxV Qx)
dx(Px A Qx) = (IxPx A JxQx)
e. IxVyPxy = VydxPxy
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Capitulo 9
Lenguajes y automatas

Dicho con la jerga de la mecdnica: la logica es
la resultante de dos componentes: la gramdtica
y la verdad.

Willard V. Quine

9.1 Introduccion

En este capitulo, atenderemos un tema donde han concurrido la 16gica, la ligiiistica
y la computacién: la relacién entre los autématas y los conjuntos de simbolos
(lenguajes) aceptados por los mismos. Desde el Capitulo 3 esbozamos algunos
de los problemas relacionados con las palabras que conforman un lenguaje (e.g.,
el denominado “problema de las palabras”); problemas que surgieron de concebir
definiciones formales para el concepto de algoritmo y para los dispositivos tedricos
encargados de sus ejecuciones: los autématas. El autémata més general ideado es
la maquina de Turing (siendo otros, la méquina de Post, la de Schonhage, RAM,
etc., todas equivalentes). El estudio de estos autématas lo aplazaremos hasta el
capitulo siguiente. Debido aque las méquinas de Turing (MT) contemplanel usode
una cinta (o banda) de longitud infinita (lo cual torna estos dispositivos fisicamente
irrealizables) se han considerado versiones mds restringidas para ser modelos de
computadoras. El requerimiento de una banda infinita para una maquina de Turing
proviene del hecho de que es imposible dar a priori una cota superior para la
longitud de cinta que una MT empleard al realizar un célculo (incluso algunos
muy sencillos, cf. secc. 10.5). Este problema es indecidible. Por consiguiente,
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190 9 Lenguajes y autématas

una restriccién natural a imponer es que la longitud de cinta sea finita, o bien, en
forma equivalente, considerar maquinas que consten de sélo un niimero finito de
estados internos a ser usados tanto para memoria como para cémputo.

De los modelos idealizados para la neurona por neurofisiologistas, uno de los
primeros se debe a Mc Culloch y Pitts. Partiendo de este modelo, conocido como
red neural (nerve-net), Kleene investigé las capacidades y limitaciones de los
autématas construidos a partir de estos componentes idealizados. El estudio
de Kleene llevd a la caracterizacién de los lenguajes regulares, que son los
conjuntos de simbolos aceptados por estos automatas finitos. Ademds, establecié
condiciones en términos finitistas para definicién de estos lenguajes empleando
ciertas operaciones sobre los conjuntos finitos de simbolos, y expresiones regulares
para representarlos. Todos estos resultados suelen resumirse en la literatura como
el Teorema de Kleene para lenguajes regulares. Con la finalidad de obtener
una maquina mds poderosa, Rabin y Scott introdujeron la nocién de autémata
finito indeterminista, el cual, parad6jicamente, result6 equivalente a su contraparte
determinista, pero de representacién més sencilla.

Otra manera de considerar a un lenguaje es como un conjunto generado bajo
la aplicacion de ciertas reglas de produccidn (sustituciones dirigidas admisibles)
a un conjunto dado de palabras. Tal fue en parte el enfoque adoptado en el
Capitulo 3. Procediendo sobre esta linea, los lenguajes regulares también pueden
construirse empleando gramdticas lineales. Grosso modo, una gramitica es una
estructura en la cual se establece una division dentro del vocabulario entre simbolos
“intermedios” en el proceso de produccién denominados variables sintdcticas y
los simbolos terminales, siendo éstos los constituyentes de las ebf’s del lenguaje
generado por la gramatica en cuestion. Los lenguajes que estudiaremos aqui fueron
introducidos por Chomsky en su intento de hallar modelos para los lenguajes
naturales.

Por ejemplo, consideremos un reducto del lenguaje natural, donde es posible
construir una oracién concatenando un sujeto y un predicado. Si a su vez, sabemos
coémo construir sujetos y predicados, sabremos c6mo generar algunas oraciones.
Simbdlicamente, una oracién puede construirse a partir de la regla de produccién
o regla de reescritura:

(oracién) — (sujeto)(predicado)

Los paréntesis son empleados aqui para indicar que su contenido debe ser
considerado como una unidad. Es por esto que en lingiifstica a estas unidades
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se les denomina variables sintdcticas. Otras reglas de reescritura pueden ser:

(sujeto) — (articulo)(nombre);
(sujeto) — (articulo)(nombre)(adjetivo);
(nombre) — Juan;

(adjetivo) — pequeiio; etcétera.

Nétese que en las dos ultimas reglas se omitieron los paréntesis, porque es la
palabra en sfi la referida en lugar de su uso como parte de la variable sintictica.
Estas palabras son los simbolos terminales. A manera de ilustracién, veamos la

construccion de la oracién “el pequefio Juan es un ladrén”, mediante las reglas de
reescritura:
(oracién) — (sujeto)(predicado);

(sujeto) — (articulo)(adjetivo)(nombre);
(sujeto) — (nombre);
(predicado) — (verbo)(complemento directo);
(complemento directo) — (articulo)(nombre);
(articulo) — el; (articulo) +— un;
(nombre) — Juan; (nombre) — ladrén;
(adjetivo) — pequefio; (verbo) — es.
La oracién es generada comenzando con el simbolo “(oracién)” y aplicando

una regla de reescritura a la vez a alguna variable sintictica, hasta que se obtenga

una cadena de palabras del lenguaje. Para la oracién anterior, tal proceso estd dado
por:

(oracién) — (sujeto)(predicado)
= (sujeto)(verbo)(complemento directo)
= (sujeto) es (complemento directo)
=> (sujeto) es (articulo)(nombre)
= (sujeto) es un (nombre)
= (sujeto) es un ladrén

= (articulo)(adjetivo)(nombre) es un ladrén
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= el (adjetivo)(nombre) es un ladrén
= el pequefio (nombre) es un ladrén
= el pequefio Juan es un ladrén.

El mismo conjunto de reglas de reescritura generard también las oraciones:

“un ladrén es el Juan”,
“el pequefio ladrén es un Juan”,
“Juan es un Juan”, etcétera. O

Algunas observaciones pertinentes:

1. En las reglas de reescritura anteriores no se contempla el uso de espacios
entre las palabras, de tal forma que las oraciones asi construidas quedan como,
e.g., “unladréneselJuan”, completamente yuxtapuestas.

2. Se emplean palabras como “Juan” considerdndolas como simbolos cuando
notamos que estdn conformadas a su vez de otros simbolos (letras), sin dar reglas
ulteriores para su produccién.

3. Todas las oraciones generadas pueden ser tomadas como bien formadas aun
cuando sean falsas o carentes de sentido: las gramdticas sélo atienden la forma
(sintaxis) mds no al significado (seméntica).

Las gramdticas (y por ende, sus lenguajes) se ven divididas (respectivamente
conformando una jerarquia bajo contencién de clases, C) de acuerdo con el tipo
de reglas de produccién con que estén provistas. Los lenguajes denominados /i-
bres del contexto han resultado particularmente importantes para analizar, ya no
el lenguaje natural, sino ciertos lenguajes artificiales: lenguajes de programacion.
Retornando al tema de los autématas, cabe entonces preguntarse sobre los tipos
de autématas que aceptan las palabras de las respectivas familias de lenguajes.
Partiendo de los mas simples, autdmatas finitos «—— lenguajes regulares, y ascen-
diendo en la jeraquia, tenemos las parejas: autématas de pila «—— lenguajes libres
del contexto, automatas lineales acotados «— lenguajes sensibles al contexto, y
finalmente, MT «— lenguajes (conjuntos) recursivamente enumerables.
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9.2 La jerarquia de Chomsky

Formalizando la idea de gramética dada anteriormente, tenemos que el conjunto
de simbolos de su vocabulario ¥ se particiona en ¥ = ¥ U ¥y, donde ¥ es el
conjunto de simbolos terminales 'y ¥y el de simbolos no terminales o variables
sintdcticas. Por convencién, usaremos letras mindsculas a, b, c, etc. para denotar
a los simbolos terminales y mayisculas A, B, C, etc. para los no terminales.
Para las palabras (cadenas de simbolos) formadas con simbolos terminales y/o no
terminales, emplearemos letras griegas mindsculas «, B, y, etc. La longitud de
una palabra o (nimero de simbolos) serd denotada |¢|. (En un sentido estricto,
los simbolos no terminales son elementos del metalenguaje, mientras que los
terminales lo son del lenguaje.)

Definicion. Una gramadtica (de estructura de frases) 9 es una cuaterna
dada por ¢ = (%, %, E, ®), donde ¥ y ¥y son los conjuntos de
simbolos terminales y no terminales, respectivamente; E es un elemento
distinguido de ¥y, denominado el simbolo inicial; y 9 es una relacién
(dom R C ?v* x ¥ X ¥* yran % C ¥*) que constituye un conjunto
finito, el conjunto de las reglas de produccion. Por convencidn, la pareja
(o, B) € R se escribe @ — B, y denota una regla de produccién.

Asi, el ejemplo expuesto (de una parte del castellano) podemos reescribirlo con
la presente terminologia como:

$={{j peul f},{0,S,P,A,N,H,C,V}, 0, ),

donde

P — O— SP,S— AHN,S— N,P— VC,C+— AN,A— e, 0
- A—u,N— jyN—I, Hw— pp,V— f

Definicién. Sean ¢ = (¥, %, E, &) una graméticay ¢, ¥ € 7*\{A}.
Decimos que v es una derivacion directa de ¢, y lo denotamos ¢ = v, siy
sélo si existen cadenas a, w € ¥* (posiblemente vacias) tales que ¢ = afw,
¥ = ayw,y B — y es una producién de .
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Este concepto puede extenderse para producir una palabra ¢ en un nimero
finito de pasos a partir de ¢.

Definicién. Sea ¢ = (%, 7y, E, #) una gramitica. La palabra ¢
produce la palabra ¢, denotado ¢ = ¥, si y s6lo si existen palabras
&1, $2, ..., ¢ (paran > 0) tales que ¢ = ¢; = ¢y, P2 = ¢3, ...,
¢n_1 = ¢ = Y. Larelacién =7 es la cerradura (extension) transitiva de
la relacién =>. Si permitimos n = 0, podemos definir la cerradura reflexiva
y transitiva de =, denotada =>*, como:

o=*y siysélosi ¢=>T¢y o ¢=1.

Definiciéon. Una forma sentencial es cualquier derivacién a partir del
simbolo inicial E. El lenguaje generado por una gramética ¥, denotado
2(9), es el conjunto de todas las formas sentenciales cuyos simbolos son
terminales, i.e. el conjunto de las ebf’s,

2(9) ={a€ % E=>"a}

Asi, £(%) C 7. Un conjunto & C 74 es un lenguaje de estructura de frases
si y s6lo si existe una gramdtica (de estructura de frases) ¢ tal que Z(%9) = £Z.
La familia de todos los lenguajes de estructura de frases resulta ser idéntica a la
de los conjuntos recursivamente enumerables, i.e. los conjuntos aceptados por las
MT (¢f. [Da]). Ahora bien, siendo que estos conjuntos han sido ampliamente
estudiados, no parece haber ventaja alguna en concebirlos como lenguajes. De
aqui que sea mas prometedor considerar restricciones sobre las graméticas para dar
origen a otras clases de lenguajes. N. Chomsky clasificé las gramdticas en cuatro
tipos atendiendo a las restricciones impuestas sobre sus reglas de produccién. Las
gramdticas sin restricciones son denominadas de tipo 0 y, como ya mencionamos,
dan lugar a los conjuntos recursivamente enumerables. Estas graméticas pueden
tener reglas de produccién de la forma ¢ Ay — @Ay, que aplicindolas en una
produccién @ = B dan como consecuencia una forma sentencial 8 de longitud
menor que «, |B| < |«|. Tales reglas se denominan reglas de contraccion.

Ahora bien, motivado por que las graméticas sirvan para generar modelos de
los lenguajes naturales, Chomsky propuso como primer requisito que se excluyan
de las mismas todas las reglas de contraccion. (Este aspecto se confirma con el
ejemplo que expusimos.)
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Definiciéon. Una gramdtica es de tipo 1, sensible al contexto o dependiente
del contexto, siy s6lo si todas sus producciones sélo son de la forma « — 8,
donde |¢| < |B| (i.e., las producciones no reducen en longitud a las cadenas),
pudiendo tener como tnica regla de contraccién a E — A.

Noétese que si E — A es una regla de produccién, E no puede ocurrir en
el miembro derecho de ninguna regla. Asi, A es generada por una gramética
dependiente del contexto si y s6lo si se tiene la regla E — A.

El término “sensible al contexto” es debido a que las producciones que carac-
terizan estas graméticas pueden reformularse equivalentemente en las siguientes:
si @ — f es una produccién, entonces @ = ¢1Ad,, y B = d1y P2, donde ¢ y ¢,
son posiblemente vaciasy y # A. Esta derivacién puede pensarse como una regla
de produccién A — y dentro del “contexto” ¢, ¢,. Estas graméticas generan los
lenguajes sensibles al (dependientes del) contexto.

Ejemplos:

1. Elconjunto £ = {aa:a € 7%\ {A}} C {a}* es el lenguaje formal
generado por la gramética ¢ = ({a}, {E}, E, {E — aEa, E — aa}).

2.  Elconjunto Z = {a"b"c":n > 1} C {a, b, c}* es el lenguaje generado por
la gramética $ = ({a, b, c}, {E, B, C}, E, ®), donde Z consiste de las
reglas:

B — E— aEBC,E — aBC,CB— BC,aB — ab 0
"] bB — bb, bC — bc, cC — cc

Imponiendo una restriccién adicional se obtienen las gramadticas libres del
contexto.

Definicién. Una gramaética es de tipo 2, libre del contexto o independiente
del contexto siy s6lo si todas sus producciones sélo son de la forma o — B,
donde |¢| < |B|, @ € 7, pudiendo tener como tinica contracciéna E — A.

Para tales gramaticas, la variable a reescribir (sustituir) en una forma sentencial
se reescribe sin atender a los demds simbolos en su vecindad o “contexto”. La clase
correspondiente de lenguajes que generan son los lenguajes libres o independientes
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del contexto. Aunque no poseen el poder de representar partes significativas del
lenguaje natural, estas gramdticas deben su estudio a que han sido fructiferamente
empleadas en lenguajes mds simples en estructura, como algunos lenguajes de
programacién. Estas graméticas no especifican si una determinada variable fue
declarada cuando se empled en alguna expresion de una proposicién subsecuente
de un programa fuente.

Ejemplos:

1.  Cualquier subconjunto finito {e, a3, ..., @, } de 74 es un lenguaje gene-
rado por la gramdtica ¢ = (¥7,{E}, E, ), donde # = {E — «;} para
i=1,...,n.

2. ¢ esunlenguaje generado por la gramética ¢ = (%, {E}, E, &), donde
R estd dado por # = {E — Ea:a € %} U{E — A}.

3.  El conjunto £ = {a"b":n > 0} es un lenguaje formal generado por la
gramdtica ¢ = ({a, b}, {E}, E, #), donde & estd dado por # = {E —
aEb, E — ab}. O

Finalmente tenemos las gramdticas lineales.

Definicién. Una gramaética es de tipo 3 o lineal derecha (izquierda) si y
s6lo si todas sus producciones sélo son de la forma « — B, con |¢| < |B],
donde B € {by(resp. yb), b}, a, y € ¥,y posiblemente se tenga E — A.

A los lenguajes generados por estas graméticas se les denomina lenguajes
regulares.

No es dificil notar que las cuatro clases de gramaticas estdn ordenadas (en
términos de sus extensionalidades) de forma tal que las familias de lenguajes por
ellas generados forman un encaje (bajo C):

Lengs. Regs. C Lengs. Indeps. Contex. C Lengs. Deps. Contex. C Conjs. Rec. Enum.

siendo estas contenciones propias, pues se tienen ejemplos de lenguajes no
generables por gramdticas de los otros tipos, a saber,
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a. %= {a"b":n > 0} es libre del contexto, pero no es regular; y
b. %= {a"b"c":n > 0} es sensible al contexto, pero no es libre.

Una de las razones para que esta jerarquia de familias de lenguajes haya
permanecido desde que se instauré (robustez), obedece a sus propiedades de

invariancia o cerradura bajo varias operaciones de conjuntos (unién, interseccion,
etc.), homomorfismo (invariancia de la estructura algebraica), etcétera.

Ejercicios
1.  Considere las gramdticas 4 = {{a, b}, 7/,\",, E, ®,), donde

% ={E,A}, @ ={E—AEw— A A aA, A b}
vt ={E,A, B}, &% ={E— A, E— bA, A Ba, B— b}
% ={E,A, B}, #={E— A, A—aA A~ Bb, B a}
v} = {E, A, B}, Ry ={E— AN A—aA,A—bA,A— A, B+ b}

a. Describa (%), parai =1,2,3y4.

b.  Paracada lenguaje, produzca una expresion de longitud 5.

2.  Construya una gramatica para generar cada uno de los lenguajes siguientes:
a. % ={awae g \{A}} C{a, b}*
b. % ={maa:a € v\ {A}} C{m,iu}*
¢. % ={aaa:ac€{a,b}*}

3.  Pruebe que el lenguaje generado por ¢ = ({E, A, B}, {a, b}, E, #), con
R dado por:

E— aAb,bB — a, Ab— EBb
Aa— EaB,B— EA,B+— ab

es vacio.

asi como la distribucion y venta fuera del ambito de la UAM®
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9.3 Lenguajes regulares

Si un lenguaje es finito, su especificacién puede reducirse a una enumeracién
exhaustiva de todas sus ebf’s. De aqui que la representacién finitista se torna
importante cuando el lenguaje es infinito. Una manera para representar un lenguaje
es mediante una cadena finita (construida en algiin lenguaje) que lo especifique de
manera univoca. Nétese que un lenguaje formal Z = (£, &) puede considerarse
simplemente como un subconjunto de.«£*. Asi, para un alfabeto .« dado, tenemos
que aunque el conjunto de todas las palabras .#* sea numerable, el conjunto
P(2*) de todos los subconjuntos de .«* es no numerable (para todo conjunto
C, |C| < |#(C)|). Por consiguiente, hay incontables lenguajes' (tantos como
niimeros irracionales en R) que no podrén ser especificados mediante un nimero
contable de representantes. Asi, lo mejor a hacer es hallar familias de lenguajes
que admitan representaciones finitas. Tal es el caso, de la familia de los lenguajes
regulares, la cual fue concebida como la menor clase construida a partir de

conjuntos finitos de simbolos por aplicacién de un nimero finito de operaciones
(Kleene).

Definicién. Sean %, % C .«*. El producto o concatenacién %, o %, se
define como % 0 % = {v:a = By,donde B € £ yy € S }.

En otros términos, cada palabrade %, 0 %, se forma concatenando una palabra de
%, seguida de una de %. Para simplificar la notacién, omitiremos el simbolo “o”.
Es facil notar que este producto no es conmutativo & % # % % . Sin embargo,
si es asociativo: para cualesquiera %y, %, % C 4", (L1 %) B = Li(H D).

Definicién. La cerradura o estrella de Kleene* de un conjunto %, denotada
Z*, es el conjunto que consta de la palabra vacia A y de todas las palabras
formadas por concatenaciones finitas de las palabras de #. En otros
términos, Z* := Z°UZ'ULPULU. . .,donde #° = {A},y ¥ = ¥~ 2,
parai > 0.

'Por simplicidad, hemos supuesto que todo elemento de $(.«£*) es un lenguaje.
2En su articulo original, Kleene presenta esta operacién como si fuese binaria.
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Ejemplos:

1. Si 2 = {a, bc}, entonces £* = {A, a, bc, aa, abc, bca, bebe, . . . }.

2. Nétese que el empleo de .£* para denotar al conjunto de todas las palabras
sobre un alfabeto .« es consistente con la notacién de cerradura.

3. o ={A}. O

Definicién. La familia de los conjuntos regulares (CR) sobre un alfabeto
¢ es la menor clase de conjuntos que contiene al &, a los conjuntos unitarios
{a}, paracadaa € .«, y es cerrada bajo las operaciones de unién, producto y
cerradura. En otros términos, esta familia se define recursivamente mediante
las clausulas siguientes:

(a) @ €CR;ysia €, entonces {a} € CR;

(b) Si%, % € CR,entonces U % € CR, 1% € CRy %4* € CR;
y

(c) Sélo son CR’s aquellos conjuntos construidos con base en (a) y (b).

En lo que resta de esta seccién y en la siguiente presentaremos cuatro formas
equivalentes para especificar a los conjuntos regulares. Un subconjunto de .«#*
sera un conjunto regular si y sélo si:

(1) puede ser representado mediante una expresion regular;

(2) esun lenguaje regular (generado por una gramatica lineal);

(3) esel conjunto de palabras (simbolos en una cinta) aceptado por un autémata
finito,

(4) esel conjunto de palabras aceptado por un autémata finito indeterminista.

La interrelacién entre: un conjunto regular—el conjunto representable con una
expresién regular—el conjunto aceptable por un autémata finito, constituye el
mencionado Teorema de Kleene para conjuntos regulares [K1]. El resultado del
inciso (2) fue presentado originalmente por Chomsky y Miller. Y la equivalencia
con el inciso (4) se debe a Rabin y Scott [RS].

Consideremos un alfabeto finito .#, al cual extendemos con los simbolos @, A,
+, »,), (y denotémoslo con .+Z; i.e., & =& U{D, A, +, 0, %), (}.
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200 9 Lenguajes y autématas

Definicion. El conjunto de las expresiones regulares (ER) sobre £ se
define recursivamente de la manera siguiente:

(i) ©yAsonER;

(ii) Sia € ., entonces a es una ER;

(iii) Si ay B son ER, también los son (a +B), (a ® B) y(a™);

(iv) Sélo son ER aquéllas construidas con base en (i)—(iii).

Ejemplo. Si.# = {a, b}, entonces (((a+B)* -a)+(B)*) es una ER sobre .. O

Cada expresion regular a describe univocamente (es la representante de un
inico) conjunto regular, #(«), definido recursivamente:

(a) 0 representa al conjunto vacio @;
(b) A representa al conjunto Z(A) = {A}, que consiste de la palabra vacia;
(c) a representa al conjunto Z(a) = {a}, paracadaa € «;

(d) Si « representa a %, y B representa a %, se tiene que: (a + 8), (@ -B) y
(a)* representan a & U %, 41 %, y %, respectivamente.

Algunas convenciones para la eliminacién de paréntesis pueden facilitar la
escritura de las expresiones regulares. Las que adoptaremos aqui, se siguen de
manera andloga a la jerarquia usual (en términos del alcance) de las operaciones
numéricas: + (suma), e (producto) y * (“exponenciacién”). También eliminaremos
los (simbolos que representan a los) paréntesis externos. Como simplificacién
adicional, omitiremos el simbolo e . De esta forma, a + ba se escribe en lugar de
(a + (b e 2)); (a* + b)* a + a en lugar de ((((a) + b)* e a) + a), etcétera.

Ejemplos:

Consideremos el alfabeto .« = {a, b, c}. Las ER’s escritas a la izquierda denotan
a los conjuntos correspondientes de la derecha:

a Z(a)
c*(ab) Todas las palabras sobre .« que constan de c’s seguidas
de ab
(a* + b*) + c* Todas las palabras con sélo a’s, s6lo b’s o s6lo ¢’s
(@a+Db)+c)* ™
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(a + b)*(c(a+b)*) Todas las palabras en las que ocurre exactamente una ¢
b*(a + cb¥)* Todas las palabras en las que no ocurre la palabra ab

O

El proceso recursivo presentado permite obtener el conjunto regular Z(a) a
partir de una expresion regular e dada. Por tanto, este proceso implica que Z(a)
denota a una funcién de un conjunto de ER’s sobre .« en #(«£)* (correspondencia
hecha explicita con el ejemplo anterior). También contamos con el reciproco:
dado un conjunto regular % existe una expresion regular « tal que £ = Z(a).

Asi, este reciproco equivale a que #(a) es una funcién sobreyectiva con rango
CR’s.

Proposicién 9.1. Para todo subconjunto finito & de £*, existe una expresion
regular a sobre A tal que & = Z(a).

Demostracion.

Procederemos por induccién matematica sobre la cardinalidad de los conjuntos
finitos.

Base: si £ = &, entonces Z = Z(0), y si £ = {A}, entonces £ = Z(A).
Consideremos ahora que . es un unitario, Z = {«},donde a = a;a; ...a; € A%,
entonces £ = Z(a), con « = aj(az(...ay)...). De esta manera, tenemos
representaciones para conjuntos con un y sin elementos.

Hipétesis inductiva: supongamos ahora que el resultado es vélido para todos
los conjuntos en &(«£*) con n elementos.

Sea & un conjunto con n + 1 elementos. Luego &£ puede escribirse como
Z = % U{B}, con B € «&£* y % conteniendo n elementos. Por la hipStesis
inductiva, existe una ER « tal que %, = Z(a). Considerando el caso unitario
recién tratado, existe una ER B tal que Z(B) = {B}. Asi,

Z(a+P)=2@U2ZPB)=2U{B}=2 L

Teorema 9.2. Para todo conjunto regular £ C &%, existe una expresion regular
« sobre £ tal que L(a) = .
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Demostracion.

Por la proposicion anterior €l resultado es cierto para todos los conjuntos
finitos. Sea Z un conjunto regular arbitrario. Por su definicién, £ se obtuvo
a partir de ciertos conjuntos regulares finitos aplicdndoles un ntimero finito de
veces las operaciones de U, o y *. Empezando con las ER’s que representan a
estos conjuntos, podemos construir una ER para £, simplemente indicando cada
uso de las operaciones U, o y *, escribiendo +, e y *, respectivamente y los simbolos
de puntuacién ) y (con) y (. [ |

La funcién #(a), aunque sobre, no es inyectiva: & y e + {) representan al

mismo conjunto; asi como también (a + B) + v y a« + (B + ) (asociatividad de
+).

Definicién. Dos expresiones regulares e y 8 sobre .« son equivalentes, y
lo denotamos a ~ B, siy s6lo si Z(a) = Z(B).

La equivalencia entre ER’s puede ser establecida con el auxilio de identidades
(tal como la asociatividad). Algunas identidades importantes (varias de las cuales
fueron obtenidas en [K1]) son las siguientes:

Identidades basicas para expresiones regulares
Sean a, f3, vy expresiones regulares sobre un alfabeto .#. Entonces
a+~a,a+a~a.
a+B~B+a.
(a@+P)+y~a+PB+y).
(af)y ~ B(ay) (Por lo que el producto podemos escribirlo como afy).
aA ~ Aa ~ a, al) ~ da ~ ).
(a+B)y ~ ay + By.
af+v) ~ap +ay.
a*~ a¥a* ~ a*)* ~ (A + a)*, 0* ~ A* ~ A,

o* ~ a*a.

Al B T o e

._.
e

a*~A+a+aa+a’+. - +ata* paran > 1.
a* ~ A + aa*.

(a + B)* ~(a* + B*)* ~(a*B*)* ~(a*B)* ~(a*B)*a* ~ a*(Ba*)*.

—_
N -
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13. a(fa)* ~(apf)* a.
14. (a*B)* ~ A + (a + B)*, (af*)* ~ A + a(a + B)*.
Veamos ahora c6mo generar a los lenguajes regulares mediante graméticas y

su interrelacion con los conjuntos regulares. Primero retomemos la definicién de
gramdtica lineal presentada en la seccién precedente.

Definicién. Una gramdtica lineal derecha (resp. izquierda) es una gra-
mética independiente del contexto caracterizada por producciones de la
forma:

A — bB (resp. A — Bb)o A — b;y posiblemente E — A.

Ejemplos:

1.  La gramdtica lineal derecha ¢ = ({a, b}, {E, A}, E, ®), donde & viene
dado por las producciones # = {E — A, E — aA,A — bA, A — a},
claramente genera el lenguaje representado por ab*a + A.

2. La gramatica lineal izquierda ¢ = ({a, b}, {E}, E, #), donde & estd
dado por las producciones:

7 — E — Ab, E — Ba, A — Ba,
" 1B~ Ab,A—a,B—b

genera el lenguaje de cadenas alternadas de a’s y b’s, representado por la
expresion regular (A + b)(ab)* + (A + a)(ba)*. O

Definicién. Dos graméticas ¢ y ¢’ son equivalentes si y s6lo si los
lenguajes generados por ellas son iguales, i.e., Z(9) = Z(9').

La familia de los lenguajes generados bien sea por gramaticas lineales derechas
o por las izquierdas es la misma.

Proposicion 9.3. Para cada gramdtica lineal derecha ¢, existe una gramdtica
lineal izquierda G’ equivalente.
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Demostracion.

Sea 9 = (%, , E, #®) una gramdtica lineal derecha. Asociemos a & un
grafo dirigido de manera tal que sus vértices sean todos los simbolos no terminales
mas la palabra vacia A, y toda produccion de la forma A — c¢B le correspondemos

—_—
un arco AB etiquetado con c¢. (Toda produccién A +— ¢ se reescribe como
A — cA.) Asi, para & tenemos,

B D
\@/

b

Figura 9.1

Para construir una gramatica lineal izquierda ¢’, notamos que ésta debe generar
el lenguaje de derecha a izquierda. De aqui que si intercambiamos E por A e
invertimos el sentido de los arcos del grafo asociado a £, el grafo obtenido,

D - @D——0)
\@_y

Figura 9.2

corresponde a una gramadtica lineal izquierda %’ cuyas reglas de producci6n son
de la forma B +— Aco C — b o E — A, la cual genera (;por qué?) el mismo
lenguaje que 9. ]

Ejemplo. Consideremos la gramitica lineal derecha ¢ = ({a, b}, {E, A, B},
E, ®), donde # = {E — AE — aB,B — bB,B — aA, A — b}, que
podemos representar con el grafo dirigido dado en la figura 9.3.

Entonces, la gramdtica lineal izquierda ' = ({a, b}, {E, A, B}, E, ®'),
donde, de la figura, #' = {E — A,E — Ab,A — aB,B — bB,B — a}
es equivalente a ¢. a

La representacién con grafos dirigidos de las gramdticas lineales nos provee de
una técnica heuristica para “visualizar” (construir) el lenguaje generado por una
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Figura 9.3

gramadtica, observando que las aplicaciones de las reglas se traducen en “flujos”
sobre el grafo asociado.

Ejemplo. Consideremos la gramitica lineal ¢ = ({a,b,c},{E, A, B,C},

E,®),donde # = {E — cA,A— aA,A— bB,A— ¢cC,B— aB,B —
¢, C — b}, que podemos representar con el grafo dirigido siguiente

b

Figura 9.4

Del grafo, tenemos que toda @ € £(¥%) debe constar de: 1) una ¢ seguida
de a’s en un nimero arbitrario (posiblemente cero), una b, seguida también de
arbitrarias (incluso cero) a’s, y finalmente terminar en una c; o bien 2) una ¢
seguida de a’s en un nimero arbitrario (posiblemente cero), otra c, y finalmente
de una b. Es decir, £(¥9) es el conjunto regular representado la expresién regular
a = ca*(ba*c + cb). O

Después de un momento de reflexién, podemos también concebir un reciproco
heuristico para este resultado, i.e., obtener una gramadtica lineal a partir de un
conjunto regular. Esto se lleva a efecto analizando el proceso de formacién de
alguna expresién regular para el mismo.

Notacién. Denotemos con A; =* aA; la produccién realizada para obtener
a € 74 apartir detodas las reglas de 1aforma A; — a A, empleando repetidamente
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todas las reglas en & a condicién de que la iltima regla utilizada permita aplicar
alguna regla de la forma A; — bB. En otros términos, sia = a;...a; € ¥,
entonces A; =* aA; significa que « se gener6 a partir de A; mediante la aplicacién
sucesiva de reglas de la forma A; — a; Ay, Ax — aiAp, ..., Al & ajAj,
o sea al limite de la sucesién A; = a;Ax, Ai =* a;...a;Aj; = aAj. Esta
notacién concuerda con la usada para definir a Z(%), E =* «, pues esto se puede
representar como E =* ¢A. Aqui, basta agregar A a los simbolos no terminales,
de forma tal que si A — b € %, entonces lo expresamos A — bA.>

Estos procedimientos heuristicos son implementables como algoritmos, me-
canismo que se sigue de la demostracion del teorema siguiente. Con lo cual las
expresiones Z(a) y £(%), denotando con la primera a un conjunto (representado
por @) y con la segunda un lenguaje (generado por %) determinardn asi a los
mismos objetos.

Teorema9.4. Un conjunto & C &* es regular siy solo si es un lenguaje regular.

Demostracion.

En primera instancia, hagamos 74 = .«.
=) Veamos cémo concebir a los conjuntos regulares como lenguajes regulares,
usando induccién matemadtica sobre su formacion.

(i) Para @, tenemos que es un lenguaje regular generado por la gramadtica cuya
unica regla de producciénes E — akFE.

(ii) El conjunto {A} es un lenguaje regular generado, e.g., por la gramdtica con
regla de produccién E — A.

(iii) Todo conjunto finito {a;, ay, ..., a, } s un lenguaje regular generado por
la gramatica con reglas de la forma E — q;, parai =1, ..., n.

(iv) Sean #; y % dos conjuntos regulares tales que, por hipétesis inductiva,
también son lenguajes regulares. Entonces los conjuntos siguientes son lenguajes
regulares: 4 U %, Z1.% y %" . (Ejercicio 7).

Por consiguiente, partiendo de su definicion, todo conjunto regular es un
lenguaje regular.

3Cf. con los conceptos de palabra adyacente y cadena deductiva introducidos en la
seccién 3.3.
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<) Sin pérdida de generalidad, consideremos un lenguaje £(%) generado por
una gramética lineal derecha ¢ = (, %y, E, ), con ¥y = {Ay, A,, ..., As},
donde A, = E (por la Proposicién 9.3).

Probaremos que #(%) es un conjunto regular, expresiandolo como una unién
finita de ciertos conjuntos regulares obtenidos a partir de las reglas de produccién
de ¥. Denotemos con ¢ a la gramitica obtenida de ¢ tal que ¢ = (£, Yy U
{Ap1 }, E, R), donde A,y = A(Z A), y # se obtiene de # sustituyendo
cada produccién A; — a por A; — al. Bajo esta modificacion, se tiene que
2G) = L(9). Parai, j=1,...,n,yk=1,...,n+ ],deﬁnamosaR}‘j como
el conjunto de todas las palabras o € «* tales que A; =* @A j, con la restriccién
de que no se haya aplicado ninguna regla en la que ocurra alguna A,,, conm > k.
Formalmente,

A; =* dAj, y
R,’-‘j =ca €L siA; =" BAny An =" wAj, paraalgunas 8, w € £,

entonces ¢ = Bwym < k

Obviamente, si k = n + 1, se sigue que R;’f‘ ={a € £L* E =* aAj}. Por

tanto,

a € Z(9)siysélosi E =" ai siy sélo si

a € R = U{R"?Ll:Aj —ar € R},

J

1j

Probaremos (por induccién matematica sobre k) que cada conjunto R}‘j es
regular, y por consiguiente Z(%) también.

Base: para k = 1, tenemos lo siguiente,

Rl _ {a € A A,‘ — aAj}, Sii ?é _] (1)
b {AYU{a ew: Ai —aA;}, sii=j
pues, si k = 1 < i, j, las producciones son directas. Ademds, como estos

conjuntos son finitos, entonces son regulares.

H.L: Supongamos ahora que para k = 1, ..., n, todos los conjuntos R,’-‘j son
regulares.
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De aqui se sigue que el conjunto
D! = Rf U Ri(RE)* Ry @)

es un conjunto regular. La identidad ij'“ = R,’-‘j+1 se sigue de observar que para
generar « en una produccién A; =* aA; sin emplear reglas en las que ocurran

alguna A,,, con m > k, se debe cumplir que:

1. ac€ R,’-‘j, i.e., a se produjo usando todas las reglas en las que ocurren s6lo
Ajsconl < k, o bien,

2.« € Ri(R})*RY;, i.e., a se produjo por las etapas:

a.  mediante producciones A; =* BAy; luego,
b.  repetidamente de producciones Ay =* y A; y por tltimo,

c.  por producciones Ay =>* wA;,

usando en cada caso reglas en las que sélo ocurren A;’s con / < k. |

La demostracién del teorema anterior, siendo constructiva, nos provee ademas
de un algoritmo para determinar el lenguaje generado por una gramética lineal;
lenguaje que, en virtud del Teorema 9.2, podemos describir con una expresién
regular. En lugar de calcular todos los conjuntos R{‘j, el algoritmo en cuestién se
inicia con la ecuacién (2) para k = n 4 1, y por medio de retroceso se obtiene el
caso base k = 1, usando recursivamente a (2).

Ejemplo. Determinemos el lenguaje £ generado por la gramética lineal derecha
9, 9 = ({a,b},{E, A}, E, ®), donde # = {E — aE,E — bA, A — a}.
Asi,§ viene dada por ¢ = ({a,b},{E,A,A}, E, ®), donde # = {E —
aE,E — bA, A — al}

Calculemos entonces R}y = Z(9) = 2(9).
Por la ecuacién (2):

3 2 2 \*
R}; = R} U R},(R%)* RS,
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Ahora necesitamos de cuatro elementos para k = 2:
R}, = R}, U R}, (R})* Ry,
R}y = Ri; U R (R{)*RY;.
R}, = Ry U Ry (R R,
R%3 = Ré3 U R211(R111)*R113'

Por tltimo, obtenemos los seis elementos para k = 1, empleando la ecuacién

(1) (el caso base):
R, ={A}u{a}=A+a~a.
R, ={b}=b.
Riy=Ry=R; =2=0.
R ={a} =a.

Sustituyendo estas expresiones recursivamente en los conjuntos para k > 1,y
empleando las identidades para expresiones regulares, obtenemos:
R%, = b+aa*b ~ b+a*b ~ (A +a*)b ~ a*b.
2 2 -
R13:R22=®:@.

R =a+0a*) ~a.

Y finalmente, 2(%) = R3; = 0 + a*b (*a ~ a* bAa ~ a*ba. O
Ejercicios

1. Pruebe las identidades bésicas para expresiones regulares 1-14.

2. Sea. = {0, 1}. Usando las identidades bésicas 1-14, pruebe la equivalencia
de las expresiones:
a. (10)*1+(10)*(11+0)(0+1(10)*(11+0))*1(10)*1 ~ (10+(11+0)0*1)*1.
b. ((1*0)*01%*)* ~ A + 0(0 + 1)* + (0 + 1)*00(0 + 1)*

3. Construya una gramética lineal que genere todas las palabras de ceros (0) y
unos (1) teniendo el mismo nimero impar de ceros que de unos.
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4. Pruebe que para toda gramdtica lineal derecha ¢ existe una gramatica lineal
derecha equivalente ¢’ tal que 2’ contiene producciones de laforma B +— A,
en donde B # E y también de la forma A — aE.

5. Sea ¢ = ({a,b},{E},E, ®), donde # = {E — aE,E — aE,E —
b, E — a}. Describa (lo mejor posible) el lenguaje generado por ésta.

6. Sea 9= ({a,b},{E, A, B}, E, ), donde & estd definido por las produc-
ciones
B = Evr—aE,E— bA,A— aA
| A~ bB,B+ aB, B+ bE

Construya (con base en el Teorema 9.4) una expresion regular para 2(%).

7. Sean %, y % dos lenguajes regulares. Entonces los conjuntos siguientes son
también lenguajes regulares: % U %, 1%y 4".

8. Sea Z = {a € {a,b}*:a # A, y bb no es una subpalabra de ' }
a. Pruebe que £ es un lenguaje regular.

b. Halle una expresion regular e tal que £ = Z(a).

9.4 Automatas finitos

Hemos presentado los lenguajes regulares como conjuntos generados bien sea por
operaciones sobre los conjuntos finitos de simbolos o por medio de las graméticas
lineales. Ahora vamos a definirlos como aquellas cadenas de simbolos que,
impresos en una cinta, son aceptados por un tipo de dispositivo: el autémata finito.
Desde esta perspectiva, un autémata puede considerarse como un dispositivo o
mdquina para el reconocimiento de lenguajes, es decir, un algoritmo disefiado
para responder preguntas de la clase: dado un lenguaje %, ;lacadenaa € £? Asi
concebido, un autémata es una “caja negra” que proporciona respuestas SI/NO
al alimentarlo con cintas impresas con cadenas de simbolos tomados de algiin
alfabeto preasignado. Podemos imaginarlo provisto con una “cabeza lectora” la
cual lee un casillero (simbolo) de la cinta a la vez, y s6lo entonces avanza sobre
la cinta al préximo casillero, digamos el derecho. El dispositivo deja de operar
tan pronto se complete la lectura de la cadena de simbolos bajo anélisis, dando
entonces su respuesta. La concepcion interna suele simplificarse, y al mismo
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tiempo rendir la suficiente generalidad, usando la nocién de estado interno. Una
ayuda gréfica nos la proporciona la figura siguiente, donde las letras g; denotan
a los estados internos. Notese la restriccién para la lectura de la cinta: sélo de
izquierda a derecha (prohibido todo retroceso).

e[ [o[e[e[b e alc[ola ac] _ cintaimpresa

HE === movimiento de la cabeza
Q 9

(o

control

3° %41 finito

[

a2

Figura 9.5

Contrario a las computadoras, un autémata finito carece de memoria auxiliar,
s6lo comparte con éstas el contar con un “procesador central” de capacidad finita
fija, de acuerdo con el disefio original. Debido a que un autémata finito tiene
s6lo una oportunidad de leer un simbolo de la cinta, bajo el movimiento de
izquierda a derecha, no hay ventaja alguna en proveer a la maquina con una “cabeza
para escritura”. Aun cuando se permitiera el movimiento en ambos sentidos,
el dispositivo obtenido (autémata finito de doble sentido) no es mas poderoso
que el primero [RS]. Los autématas finitos son particularmente importantes
dado que sirven para controlar dispositivos mas complejos, como las méaquinas
de Turing. Otra razén para emprender su estudio es su aplicabilidad para el
disefio de algoritmos y programas cominmente usados en computacién, tal como
analizadores sintdcticos para compiladores (que suelen basarse en la “simulacién”
en un autémata).

A continuacién describiremos la operacién de un autémata finito a mayor
detalle.
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Definicién. Un autémata finito # es una quintupla.# = (I, Q, qo, 3, F),
donde I es un conjunto finito de simbolos, denominado alfabeto de cinta,
Q es un conjunto finito de estados internos, qo € Q es el estado inicial de
la maquina, §: Q X I — Q es una funcién, llamada funcidn de transicion
de estados, y F C Q es un conjunto de estados finales.

El autémata es “alimentado” con una cinta impresa, la cual lee de izquierda a
derecha en forma secuencial (sin “brincos” ni retrocesos). Al comenzar la lectura
de una cinta, el dispositivo se inicializa al estado g,. La interpretacion para la
asignacién 8(g;, a) = gj,cong;, g; € Q y a € I es que estando la maquina en
el estado g;, lee el simbolo a, y luego mueve la cabeza lectora un casillero a la
derecha cambiando su estado interno a q;. El proceso se repite hasta completar la
cadena de simbolos (palabra) de la cinta.

Definicion. Un autémata finito # acepta una palabra de cinta si y sélo si
al terminar de leerla se encuentra en alguno de sus estados finales. Caso
contrario, decimos que rechaza la palabra.

Ejemplo. Consideremos el autémata finito # = ({a, b}, {q0, 91}, 90, 8, {q0}),
donde § esta definida por la siguiente tabla:

Estado g | letra leida o | 8(q, &)

9o a 9o
9o b q1
q1 a 9o
q b q

De aqui, es fécil verificar que las palabras:

en =[a][a][a][a][4]
o =[a][b][0][a]
o =[b][p][p][+][d]

son todas aceptadas por el autémata. De hecho, .# s6lo acepta el conjunto de todas
las palabras terminadas en “a”. Dentro del contexto de lenguajes, seria el lenguaje
regular Z((a + b)*a). O
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La configuracion de un autémata .# viene dada por la historia de sus status
de control, cabeza lectora y cinta de entradas. Debido a la restriccién sobre el
sentido de lectura de la cinta, la porcién de ésta una vez leida no puede influir
sobre la operacién futura del autémata. La configuracién depende exclusivamente
del estado actual y de la parte ain no leida (procesada) de la palabra de cinta
En otros términos, la configuracion de un autémata finito es cualquier elemento
(q,a) € Q x I*.

Pararepresentar el proceso de que un autémata finito.# pase a una configuracién
a partir de la actual, contamos con las definiciones siguientes.

Definicion. Sean # = (I, Q, q,, 8, F) unautémata finitoy (q, ), (¢’, «’)
dos configuraciones de 4. Decimos que .# mueve o transforma directa-
mente (oenunsélo paso) (q, @)en(q’, &’), ylodenotamos (q, @) | (¢, &),
siysélosia¢ =aa’,paraalgina € I,y 8(q,a) =q'.

Notemos que = puede considerarse como una funcién >: Q x It — Q x I*.
Podemos extender la funcién = para que esté definida en Q x I*, haciendo
simplemente que sea constante ante configuraciones del tipo (g, A) (i.e., al
alimentar a 4 con una cinta no impresa).

Las aplicaciones sucesivas de = sobre una configuracién fija (q, «) producen
un decremento paulatino en la (porcién de) palabra « (i.e., ésta va siendo leida)
hasta conducir eventualmente a la palabra vacia A, ddndose por terminada la lectura
dea: seaa =a,...a, € I*, y denotemos con ;«; a la subcadena ag;a;,, .. .qa;,
parai < j, entonces tenemos la sucesién,

(‘Io,a) b (qul an) b (q2a2a’l) '=> e b (q'H a’l) '=>
(qn+1v A) '=> e |=> (qIH-l’ A)-

Esta sucesion la podemos representar como (g,, @) B* (gn+1, A), ie., la
clausura reflexiva y transitiva de =.

Definicién. Dadas dos configuraciones (g, @) y (q’, ') de un autémata
M, decimos que (g, ) se transforma en (¢', '), y lo denotamos (g, o) =*
(q’,a’), siy sélo si (qg',a’) se obtiene de (g, ) en un nimero finito
(posiblemente cero) de transformaciones directas.
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Notacion. Representaremos (bajo abuso de notacién) con g; |>* ag; ala
transformacién (g;, @) B* (gj, A), i.e., el proceso completo realizado por el
autémata .# en leer la palabra « iniciando en el estado g;. La relevancia de esta
notacién se hard patente posteriormente.

La aceptacion de palabras en esta terminologia se traduce como sigue.

Definicién. Una palabra o € I* es aceptada por un autémata finito .# si
y s6lo si existe un estado g5 € F tal que g, = agy.

Definicién. El lenguaje aceptado por un autémata finito #, Z(#), es el
conjunto de todas las palabras de cinta de /* aceptadas por ., i.e.

LM)={a € [":3qf € F,q0 " aqy}

Una formulacién alternativa para dar cuenta del procesamiento de palabras por
un autémata finito se obtiene en términos de aplicaciones iteradas de la funcién
de transicién. Esto conlleva a una extensién de la funcién de transicién § para
operar sobre palabras en I*, definida recursivamente. En efecto, consideremos
una palabra o = agp...a,—; € I*. Si ahora 4 se halla en el estado inicial g,,
renombremos con q; el estado resultante de estar # en g, y leer a,, i.e.,

(90> @) B (8(90> @0)s1 ¥n—1) = (81(g05 G0)s1 tn—1) = (41,1 An—1)
Nétese que también renombramos a § como 8;: Q x I — Q. Repitamos el
proceso para obtener g, a partir de (g1, a;) mediante §, renombrando una vez

mas a §:

(q1, 10th—1) = (q1, a1 * 20tn—1) b (6(q1, a1), 20n—1) = (8(81(qo> a0), A1), 20tp—1)
= (82(go, Bo1), 20tn—1)
= (g2, 20n—1)

donde 8,: Q x I*> — Q. Procediendo segiin este orden, obtendremos finalmente
una funcién §,: Q x I" — Q, dada por:

qn = Sn(qm QAp_1) = 8n(qov a)= 5(5,;—1(40, 0Qn—2), p_1).
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Suprimiendo subindices (lo cual no causa ambigiiedades), podemos concebir
la extensiénde 8: Q x I — Q alafunciéné: Q x I* — Q definida por recursién
como:

S(Q, A) =dq
S(q, aa) = S(S(q,a), a), paratodog € Q, ¢ € I*yael

Obsérvese que como extension, restringida a elementos de I se reduce a §:
8(q.a) = 8(9. Aa) = 5(3(q, M), a) = 8(q, a)

Es usual identificar ambas funciones y renombrar a § como 8, sin problema de
confusiones.

En esta version, la aceptacion de palabras se traduce como sigue.

Definicién. Una palabras @ € [* es aceptada por un autémata .. siy s6lo
siexiste g € Q talque gy = 8(qo, @) € F.

Definicién. El lenguaje aceptado por un autémata .#, Z(#), estd dado
por el conjunto

LM)={a €I :3qr € F,qf =5(qo, @)}

El significado de 4(q, ) es sencillo: consiste en aquel estado de la maquina
# obtenido de comenzar en el estado g e ir leyendo toda la palabra ¢ simbolo a
simbolo, cambiando de estados de acuerdo con la tabla dada de movimientos ().

Retomemos el autémata finito del ejemplo anterior.

Ejemplo. Si# es alimentado con la palabra @ = aabba, su configuracién inicial
es (g, aabba). De aqui se sigue el proceso siguiente:

(40, aabba) = (q,, abba)
B (4o, bba)
= (q1, ba)
E (q1,a)
= (g0, A), con g, € F
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Por lo que g, * aabbag,, y la palabra se acepta. Bajo el enfoque recursivo, e1
proceso es:

8(q,, aabba) = 8(8(q,, aabb), a)
= 8(8(8(q,, aab), b), a)
= 8(8(8(8(go, aa), b), b), a)
= 8(8(8(8(3(qo, a), a), b), b), a)
= 8(8(8(8(qo, @), b), b), a)
= 8(6(8(q01 b)a b)’ a)
= 8(8(q1, b), a)
=d(q,a)=q, € F ]
Desde una perspectiva computacional, tenemos que el procedimiento (algo-
ritmo) para el reconocimiento de palabras mediante autématas finitos puede con-
siderarse tanto iterativo (F>-*) como recursivo (3), obteniendo iguales resultados.
La representacién tabular para la funcién de transicién § puede no ser la més

clara. Es usual, y mis conveniente, emplear una representacién grafica para § en
términos de grafos dirigidos, denominada diagrama de transicion de estados.

Definicién. Sea .# un autémata finito. El diagrama de transicion de
estados de # es un grafo dirigido en el que cada estado es representado
por un Vértice, y los arcos se etiquetan con elementos de I de forma tal que
sihay unarcode g aq’, su etiquetaes a siy s6lo si 8(g, a) = ¢q'. Los estados
finales se indican con circulos dobles y el inicial se sefiala con el simbolo >.

Ejemplos:

1. Retomando nuevamente el autémata anterior, su diagrama de transicién de

estados correspondiente es:
()

(&) a

Figura 9.6
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2. Sea#t = ({a, b}, {9,. 41,92}, 90, 8, {g2}) un autémata finito, donde § viene
representada por el siguiente diagrama de transicion de estados:

O

Figura 9.7

Este autémata acepta todas las palabras sobre {a, b} con exactamente dos a’s,
i.e., el lenguaje regular Z(#) = Z((a + b)*aa(a + b)*). O

Procedamos ahora con el enfoque para el reconocimiento de los lenguajes
regulares via los autématas finitos. Consideremos un autémata finito .# dado,
el cual acepta un lenguaje Z(#). Con base en .# obtendremos una gramdtica
@ tal que Z(#) = L(%); es decir, las ebf’s producidas por la gramética serén
precisamente las palabras aceptadas por el autémata ..

Seat = (I, Q, go, 8, F) un autémata finito. El algoritmo para determinar la
gramatica asociada a .# es el siguiente

Algoritmo: para el conjunto de simbolos terminales ¥4, hacemos ¥ = I;
para el conjunto de simbolos ¥y asociamos al estado inicial g, el simbolo E,
y a todos los demds estados de #, g;, los simbolos A;, respectivamente, i.e.,
W = {E, Ay, ... A,}; y el conjunto de reglas de produccién viene dado por:

R = A,- — a,'jAj, si qi ':} aijq,-
Aj— A, sigj € F

Es f4cil ver que esta gramitica es lineal derecha.*
Ejemplo. Retomemos el autémata finito dado en el ejemplo 2) anterior:

M = ({a, b}, {g0, 91, 92}, 90, 8, {q2}),

“Nétese que hemos agregado otras producciones a las gramaticas, basandonos en el
Ejercicio 4 de la secci6n anterior.
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con § representada por el grafo de la figura 9.7.
Entonces la gramdtica lineal derecha correspondiente es: ¢ = ({a, b},
{E, Ay, A2}, E, ®), donde £ son las reglas de produccion siguientes

(1) E~bE, (4) Ay—aA;, (DA— A
#=1Q) E—al;, (5) Ay ady,
() Ay = bE, (6) Ay bAy,

Asi, el reconocimiento y produccién correspondiente de la expresién « = abbaab

es:
Transformaciones de .# Producciones en ¢ Regla empleada de #
(g0, abbaab) = (g1, bbaab) E = aA, )
= (¢,, baab) = abE 1)
= (g,, aab) = abbE )
= (q1, ab) = abbaA, 2)
B (g2, b) = abbaaA, 4
B (g2, A) = abbaabA, ©6)
= abbaabA @
= abbaab
Por tanto, como En consecuencia,
q, B* aabbagq,, con como E =* aabba,
q2 € F, entonces, entonces, abbaab € Z(9)

abbaab € L(M) -

Es un hecho, que todo estado en una computacién depende sélo de la porcién
de palabra ya leida y no de la porcién por procesar. Esto se describe formalmente
con el lema siguiente.

Lema 9.5. Sea# = (I, Q, q,, 8, F) un autémata finito. Sean q;, q; € Qy a,
B € I*. Entonces, qi =* aBq; siy sélo si para algiin g € Q, qi =* aqx y
9 B Bq;.

Demostracion. (Ejercicio 1). |

Observacion. Del ejemplo anterior, notamos que para una palabra (o una
porcién de ésta) w € I* siendo procesada por el autémata, las transformaciones
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gi B* wq, se corresponden con producciones del tipo A; =* wAj, e.g.,
A1 =% abA; — qi b* aqu.

A partir de esta observacién y el lema anterior se sigue el resultado siguiente.

Proposiciéon 9.6. Sea #4 = (I, Q,q,,8, F) un autémata finito. Entonces,
go B* aqj siysélosi E =* aAj, paratodaa € I*.

Demostracién. Por induccién matemadtica sobre la longitud de «.

Base: o = A. Entonces, g, * Ag; si y sélo si g, = g;, o sea,
E=*AE=E.

Hip6tesis inductiva: Supongamos vélido el resultado para toda 8 € I* tal que
|B] < |et|, i.e., go >* Bqi siy slosi E =* BA;.

<) Consideremos que E =* Ba;A;. De la hipétesis inductiva, supongamos
cierto E =* BA;. Porlotanto, Z debe tener una regla de produccién A; — a;A;.
Luego, por definici6n, tenemos que ¢; =* axqj, y por la hipdtesis inductiva,
9o P* Bqi. Asi, g, 2* Bayg;, por el lema anterior.

=) Consideremos ahora que ¢, =* Barq;. Entonces, por el lema anterior,
existe g; € Q tal que g, =* Bqi ¥y i B* arqj. PorlaH. I, E =* BA;, y por
definicion, tenemos laregla A; — axyA; € #. Porlo tanto, E =* Ba;Aj. |

Del ejemplo anterior, se obtuvo también que:
qo B>* aabbaq,, congq; € F «—— E =" aabba

i.e., la palabra aabba es aceptada por el autémata # si y sélo si es producida por
la gramatica derivada de 4.

Este resultado, genérico para todos los autématas finitos, se debe a Chomsky y
Miller.

Teorema 9.7. Sea # = (I, Q, q,, 8, F) un automata finito. Si L(#M) C I* es
el lenguaje aceptado por #, entonces Z(M) es un lenguaje regular.
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Demostracién. Anteriormente dimos un algoritmo para hallar una gramé-
tica lineal derecha & a partir de un autémata finito (n + 1 estados): ¢ =
(I, {E, Ay,... A}, E, &). Por lo tanto, s6lo resta probar para el lenguaje ge-
nerado por esta gramatica, Z(%), que Z(%) = Z(A#). Para esto, simplemente
observamos que ¢ € #(9), i.e., E =" a siy s6losi E =* aA; para algiin A;
y una regla de produccién A; — A, i.e., g; € F. Ahora, por la Proposici6n 9.6,
E =* aAj siysblosig, " ag;. Asi, E =* asiysélosig, = ag;y
gj € F. Enotros términos, o € Z(¥%) siy sélosia € Z(A). |

Corolario 9.8. EI Lenguaje aceptado por un autémata finito es un conjunto
regular. |

Uno podria en primera instancia concebir un proceso inverso para dada una
gramdtica lineal (derecha) ¥, construir un autémata finito .# tal que £(%) =
Z(#). Atendiendo sélo a la interrelacion produccidn-transformacion, tenemos
que si ¥ cuenta con la regla de produccién A; — bA, uno asociarfa el arco qTq_j’
etiquetandolo con b en el diagrama de transicién de estados en construccién. Sin
embargo, la definicién de gramadtica lineal incluye producciones como A; — bAy.
Asi, el autémata .# al estar en el estado g; y leer b tendria dos posibles estados
por tomar: g; 6 gx. De esta manera, se llega al indeterminismo de los autématas.
Por esto no debe entenderse la introduccién de la aleatoriedad o probabilidad en
la teorfa. El autémata no elige un estado al azar entre los posibles, sino que
elige alguno que lleve a la respuesta correcta. El indeterminismo radica en que
uno ignora cudl es la sucesién de configuraciones que realiza un autémata finito
indeterminista para dar con la respuesta correcta: en cierta forma, “hace magia”.
Al dotar con indeterminismo a estos autématas, paraddjicamente no resultan
méaquinas mds poderosas que los autématas deterministas (los estudiados hasta
ahora). El resultado es que la familia de lenguajes reconocibles por ambos tipos
de autématas es la misma: lenguajes regulares. Los autématas indeterministas
son mds sencillos de representar que los deterministas, y usualmente se emplean
como un artificio intermedio para construir a estos Gltimos.

Ejemplo. Consideremos la gramatica ¢ = {({a, b}, {E, A1, A2}, E, #), con las
reglas de produccidn:
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(1) E v aAy, @) Ay ady, (7)Ay+— bE
R=<2) E—~bA;, (OB) Ay—a,
(3) Ay ady, (6) Ay bAy,

Su grafo correspondiente el siguiente:

(%)

Figura 9.8

el cual guarda serias diferencias con respecto al diagrama de transicién de estados
de un autémata finito:

1. El diagrama est4 incompleto, pues el vértice g; s6lo tiene un arco que emana
de él, etiquetado con a. Ante la configuracién (g;, bw) el autémata “no sabria”
c6mo proceder. Esto puede corregirse afiadiendo un vértice adicional como se

muestra en la Figura 9.9. Esta modificacién no altera al conjunto de palabras
aceptadas por ..

2. El vértice g, “padece” de indeterminismo, teniendo dos arcos etiquetados
con “b” y dos con “a” emanando de €l.

Definicién. Un autémata finito indeterminista # es una quintupla .4 =
(1, Q, 90, A, F), donde I es un conjunto finito, denominado el alfabeto de
cinta, Q es un conjunto finito de estados internos, q, € Q es el estado
inicial, A es un subconjunto finito de Q x I* x Q llamado relacién de
transicion de estados, y F C Q es el conjunto de estados finales.

Nétese que para este autémata se tiene una relacion para la transicion de estados.
Latemna (¢;, @, ;) € A siy s6lo si.# estando en el estado ¢; y leyendo la cadena

a € I* entra en el estado g;. Graficamente le corresponde el arco q,_q; etiquetado
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Figura 9.9

cona. Bajolarestriccién de finitud de los dispositivos, se consideré A un conjunto
finito, atin cuando @ x I'* x ( sea infinito.

De manera andloga que los autématas finitos deterministas, una configuracién
de .# es simplemente un elemento (g, @) € @ x I'*. Ladefinicién para la transicién
entre configuraciones es como sigue.

Definicién. Sean.# = (I, Q, q,, A, F) un autémata finito indeterminista
y (g,a), (¢’,a’) dos configuraciones de 4. Decimos que (g, ) se
transforma directamente (o en un sélo paso) en (q’, &’), y lo denotamos
(q,) = (¢',a'),siysblosiexiste B € I* talquea = Ba’y(q, B, q') € A.

Notese que en este caso, = no es necesariamente una funcion.
Definicién. Denotamos con =>* a la clausura reflexiva y transitiva de =>.

Notacion. A semejanza con el caso determinista, representaremos (bajo abuso
de notacién) con g; =* ag; a la transformacién (g;, ) =* (g;, A).

Nétese que, a diferencia de un autémata finito determinista, uno indeterminista
puede hacer tranformaciones ante cintas no impresas, i.e., (gi, A) B* (g}, A), (0
bien g; |5* g;) con g; # g, o sea “saltos entre estados sin lectura”.

Definicién. Unapalabradecintac € I'* esaceptada por un autémata finito
indeterminista . si y s6lo si existe un estado g5 € F tal que g, * agy.
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El lenguaje aceptado por #, denotado Z(#), esta definido por
2M)={acI":Iqs € F,q, 5" aqs}

Ejemplo. Consideremos el autémata finito indeterminista.# = ({a, b}, {¢,, q1},
4o, A, {g1}), con A definida por el diagrama siguiente:

3-8

Figura 9.10

Este autémata s6lo admite a las palabras que contienen la subpalabra “aa”, i.e.,
acepta el mismo lenguaje que el autémata determinista con diagrama de transicién
de estados mostrado por la Figura 9.7. |

La versién indeterminista de parte del Lema 9.5 es la siguiente.

Lema99. Seat# = (A, Q,q,, A, F) un autémata finito indeterminista; y sean
qi y qj estados y a, B € «£*. Entonces q; =* afqj, si para algin q, € Q,
4 B aqey g B Bq;.

Demostracion.

=) Supongamos que para algin g € Q, ¢; B* agqr y qx B~ Bq;. Por
definicién, ¢; =* agy significa que existenn > 0, g;,, qi,, ---» ¢i, € Q, Y o,
ay, ..., a, € 4% tales que

(i, @) =(qi,, %) B (qir, ) B - B (gi,, an) = (g, A)

Debido a que (g;,, @m) > (in,,> ®m+1), por definicién de |=, existe una
Bn € &£ tal que &y, = Bulm+1 Y (Giy» Bm» i) € A, param > 1. Ademads,
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como &, B = Pnlm+1B, se sigue que (gi,,, &mPB) B> (qi,,,,» %m+1B). Por tanto,
(ql'v (!ﬂ) = (qiovaoﬂ) l:> (qil’alﬂ) }:’A" e f:* (qi.nanﬂ) = (‘Ik, ﬂ)

de donde, (gi, ®B) =* (qk, B). Ahora, como por hipétesis g =>* Bg;, de la
transitividad de |=*, se obtiene que g; =* afg;. [ |

Proposicion 9.10. Sea # = (I; Q, q, A, F) un autémata finito indeterminista.
Entonces, q, =* aq; siy solo si E =* aAj, paratodaa € I*.

Demostracion. (Ejercicio 3). |

Con este dispositivo indeterminista, podemos contar con un reciproco parcial
para la interrelacién entre los lenguajes regulares y los conjuntos aceptados por
los autématas finitos.

Teorema 9.11. Sea ¥ = (%, W, E, ®) una gramdtica lineal derecha cuyo
lenguaje es £(9). Entonces existe un automata finito indeterminista #4 =
(I, Q, g5, A, F) tal que Z(#) = Z(9).

Demostracion. Construyamos .# a partir de la gramdtica ¢ de la forma
siguiente:

Identifiquemos I = ¥4,y asociemos E — g, yparai = 1,...,n—1, A; — g;.
Entonces,

Q= {4041, .., q:} U{A}
A:={(qi, a, 4;): Ai = aq; € R}V {(@i ax, ) Ai o 4 € R}
F:={g;:Aj—» A€ R}U{r}.

Sélo requerimos probar que Z(¥) = L(M), i.e.,paratodac € ¥, E =" «
siy s6losig, B* agj,cong; € F.

=)Seaa € 74, E =" «. Entonces tenemos los casos:

1. E=>"aAj = a,ie, Aj = A € R. Luego, q; € F, por definicién, y
4o B aq; por la proposicién anterior. Por tanto, @ € Z(4).
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2. E =>* BA; = Bax = a, ie, A; — a; € R. Entonces g, B* Bqi ¥y
g; B* axh y L € F. En consecuencia, como g, * Bagh = ai,con i € F, se
tiene a € Z(M).

<) Seaa € 7 tal que @ € (M), ie, g, * agj, cong; € F. Se
contemplan dos casos:

1. g; # . Entonces, por la proposicién anterior, E =* aA;. Ahora, como
qj € F setienelaregla A; — A € &, de donde, E =* a.

2. qj = A. Asi, g, B* oA, y por tanto, @ # A (pues g, # A), digamos
a = Bax, cona; € 7. Entonces existe ¢; € Q tal que g, =* Bq; ¥ ¢i > axA.
De aqui que, por la proposicién, E =* BA;,y A; — a; € . Se concluye que,
E =* Ba;y = «. |

Ahora pasemos al cuestionamiento sobre si los autématas finitos indeterministas
son mds “poderosos” que sus contrapartes deterministas. Eltérmino “poderoso” se
explicita con la pregunta: Al usar el artificio de la indeterminaci6n, ;las maquinas
concebidas podran aceptar palabras que de otra forma serfa imposible?

Definicién. Dos autématas .#, 4’ son equivalentes si y s6lo si Z(#) =
LM,

Asi, los autématas correspondientes a las Figuras 9.7 y 9.10 son equivalentes.

Por su propia definicién, todo autémata finito determinista es indeterminista,
pues 8 := A, si la relacién de transicién de estados A es la gréfica de una funcién.
El reciproco de este resultado trivial también es cierto.

Teorema 9.12. Para todo autémata finito indeterminista #, existe uno determi-
nista #' equivalente.

Demostracion.

Sea.# = (I, Q, q,, A, F) un autémata finito indeterminista. A fin de obtener
un autémata finito determinista #’ equivalente a .#, debemos empezar por
convertir las transformaciones muiltiples (g, «, s) € A con |¢| > 1, en simples
(g,a,s) € A, donde @ € [I: graficamente, los arcos de A etiquetados con
a € I” en arcos etiquetados con a € /. Para esto, basta introducir estados
adicionales cuyos arcos se etiqueten con los simbolos que constituyen «, i.e., si
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a = aja;...ay, entonces agregamos los estados nuevos gy, ..., gx—1 € Q\ F
(no finales), de forma tal que (q,a;...ax,s) € A se traduce en la sucesién de
tranformaciones (q, ai, q1), (1, @2, q2), - . ., (@k—1, ak, s) en A. Es obvio que esta
modificacién no afecta al conjunto de palabras aceptadas por el autémata. Por lo
tanto, renombremos con .# al autémata asi obtenido.

Ahora procederemos a dar cuenta del caso cuando ¢ = A (“saltos entre estados
sin lectura”). Primero, debemos hacer notar que un autémata finito indeterminista
puede concebirse como un dispositivo que se halla en cada momento no en tinico
estado, sino en un conjunto de estados. Asi, la construccién de .4’ comienza por
definir su conjunto de estados Q' como %(Q), i.e., el conjunto potencia de los
estados de .#. Ahora, la funcién de transicion de estados &' de .#', se define
mediante simulacion, i.e., .#' debe “imitar” el comportamiento de .# de tal forma
que todo movimiento de .#’ ante la lectura de un simbolo a € I equivalga al
movimiento realizado por .# ante el simbolo a, seguido de todos los posibles
“saltos entre estados sin lectura” de .#. Formalmente, tenemos,

Definicion. Sea g € Q. El conjunto de todos los estados alcanzables
desde g, mediante “saltos entre estados sin lectura”, se define como®

E(q)={s € Q:q =y s}

Debido a que estas transformaciones se realizan sin “alimentar” a .#, el proceso
no depende de la palabra que se lea. Asi, sea @ € I* arbitraria, entonces

E@@)={s € Q:(q,a) P}y (5. )}

De esta forma, el autémata finito determinista.#’ = (I, Q’, q,, 8', F') obtenido
a partir de .# est4 dado por:

Q' =20,
q:) = E(q,),
F'={KCQ:KNF # 2}

y donde &’ se define paracada X C Q ya € I, como

(K, a)= U{E(q):q € Qy(s,a,q) € Aparaalgins € K}.
q

5 Aqui sf se requiere indicar qué m4quina es la que realiza las transformaciones: ;.
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El determinismo de .#' se sigue del hecho de que 8’ es una funcién.
Abhora sélo resta probar que .# y .#' son equivalentes, i.e., Z(#) = L(M").
Pero para esto, necesitamos de la siguiente afirmacién. (Ejercicio 4.)

Afirmacion. Sean @ € I*y s, q € K. Entonces, para algin conjunto S que
contenga s

q By apsiysélosi E(q) By aS

Asi, sea @ € I*. Entonces, @ € Z(#) si y sblo si existe g € F tal
que g, B} aqs (por definicién) lo cual, por la afirmacién, equivale a que
E(qo) =3 «S, para algiin S que contenga a gy, i.e., g, >} @S, para algin
S € F'; en otros términos, @ € Z(#"). [ |

Corolario 9.13 (Teorema de Kleene). Un conjunto es regular si y sélo si es
el lenguaje aceptado por un autémata finito determinista. [ ]

Cabe recalcar que el resultado anterior fue probado por Kleene sin el auxilio
de gramiticas lineales ni el artificio del indeterminismo. La interrelacién de
estos tltimos con los autématas y sus lenguajes es posterior. De esta manera,
el algoritmo contenido en la demostracion del Teorema 9.4 es parte del resultado
original, y nos permite obtener: i) ya sea como un conjunto (0 su expresion)
regular al lenguaje aceptado por un autémata finito (determinista) dado; o bien, ii)
el autémata finito (determinista) correspondiente a un conjunto (o su expresion)
regular. Ahora bien, como ya mencionamos anteriormente, suele resultar mas
conveniente utilizar autématas indeterministas en los pasos intermedios a la
construccién de un autémata finito determinista.

Ejemplos:

1. Consideremos el autémata finito # = ({a, b}, {95, 91}, 90, 8, {q1}), donde
8 esta definida por el diagrama de transicién de estados siguiente:

{o==0D

Figura 9.11
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Con base en el algoritmo del Teorema 9.4, tenemos que Z(#) = R3,.
Ahora, por la ecuacién (2):

3 2 2 p2 \* p2
Ry = Riy) U R (RR)™ Ry,
Requerimos asi de tres conjuntos con k = 2

R} = Ri; URL(RI)* Ry = RY,
R} = Ri; URL (R Ry,
R%, = Ry U Ry (R RY;
R} = Ry U Ry (R Ry,

Por dltimo, obtenemos cuatro conjuntos con k = 1, a partir de la ecuacién (1):

Ri=2=0

R, ={a,b} =a+b
Ry, ={a}=a

R}, = {b} =b.

Sustituyendo estas expresiones en las anteriores, obtenemos:

R} =0

R, =(a+b)+00*@a+b)~a+b
R%, =a+b0*@a+b)~a+b(a+b)
R% =b +bj*) ~b.

Por tanto,
2#) = R}, =0+ (a+b)a+b(@+b)*b~ (a+b)a+b@+b)*b. O
2. Consideremos la expresi6n regular:

(a + b)*(aa + b)(a + b)*
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la cual describe al conjunto de todas las palabras de {a, b} que contienen
dos a’s consecutivas o bien una b. Primero construiremos un autémata finito

indeterminista que acepte este conjunto. Representaremos graficamente las
etapas de este proceso.

Paso 1.
O+-~0  0—+0
Paso 2.
_ s ©
{aa+ b) >O ©
Paso 3.
ta+b)* @
Paso 4.
0> _y@
(a+b) (aa+b) > b
0
Figura 9.12
Paso 5.
(a+hY (aas b)lasb)
Figura 9.13
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Siendo este tltimo grafo el diagrama que representa a la relacién de transicién
de estados A del autémata finito indeterminista .#.

Abhora construiremos el correspondiente autémata finito determinista, con base
en el procedimiento expuesto en la demostracion del Teorema 9.12. Debido a que
M tiene 4 estados, ' deber4 tener 16. Sin embargo, s6lo los estados que son
alcanzables desde g, son los que resultan relevantes.

Del diagrama, tenemos que E(qo) = {9.}, E(q1) = {q1}, E(q2) = {92, @3}, ¥
E(g3) = {g3}.

Ahora, yaque g, = E(q,) = {q,}, las transformaciones (q,, a, 4,) Y (40, @, q1)
son todas las posibles de la forma (g, a, s) con g, € g,. De aqui se sigue que

8'(q,,a) = E(go) U E(q1) = {go, q1 }-

Andlogamente, (¢,,b,49,) ¥ (90, a, g2) son todas las posibles de la forma
(g, b, s) con g € q,; de donde,

8'(q,, @) = E(qo) U E(q2) = {0> 92, 43}

Repitiendo este cdlculo con los estados recién creados, obtenemos

8l({q0’ CII}, a) = {qov qi1, ‘13} 5,({‘10» q1, CIS}, b) = {Qo» q2, 43}
8'{gor 1}, b) = {40, a2, 43}  8'({40, 92, 43}, @) = {40, 41, 93}
8'({40- a1, 93}, @) = {40, 91, 43} 8'({40. 92,93}, b) = {40, 42, 43}

Denotemos a los nuevos estados q; = {¢.,.q1}, 45 = {40, 92,93} ¥y ¢35 =
{40, q1, q3}. De estos estados, g3, g5 € F’, pues g3 es el tinico elemento de F.
De esta manera, el autémata finito determinista deseado tiene por diagrama de
transicion de estados el siguiente

Figura 9.14
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o=""%

Figura 9.15

Este autémata puede simplificarse a sélo tres estados tal como se muestra en el
diagrama 9.15.

Puede tomar un poco de tiempo en convencerse que este autémata en efecto
acepta lenguaje representado por (a + b)*(aa + b)(a + bb)*, mientras que con el
diagrama de la Figura 9.13, i.e. la version indeterminista, esto es obvio. O

El hecho de que los conjuntos regulares sean los lenguajes aceptados por los
autématas finitos, permite obtener pruebas més sencillas para algunas propiedades
de estos conjuntos.

Teorema 9.14. Si Z C £* es un conjunto regular, entonces 4* \ £ es también
regular.

Demostracion.

Sea # = (A, 0, q,, 8, F) una autémata finito determinista que acepta a %,
ie., & = Z(#). Entonces, el conjunto complemento .##* \ Z es aceptado por el
autémata finito #° = (&, Q, ¢,, 8, Q \ F), o sea, la tnica diferencia entre .4° y
 radica en que se han intercambiado los estados finales con los no finales. ]

Teorema 9.15. Si 2, y % son regulares, entonces £, N %, también lo es.

Demostracion.

Consideremos que Z;, % C £* son lenguajes regulares aceptados por
los aut6matas finitos .#, y #, respectivamente, entonces por una identidad de
conjuntos (De Morgan), tenemos que:

NGB =" \((#£"\ £)U(ZL"\ £))
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232 9 Lenguajes y autématas

de donde, £, N &, es regular en virtud del teorema anterior y de, por definici6n,
la unién de conjuntos regulares es regular. n

A continuacién daremos respuesta a algunas cuestiones importantes relaciona-
dos con los autématas finitos.

Proposicion 9.16 [RS]. Sea .# un autémata finito determinista con n estados.
Entonces (M) # D si'y s6lo si existe una palabra o € Z(#) tal que || < n.

Demostracion.

Sélo se requiere dar la prueba en un sentido.

<) Supongamos que Z(#) # Dy quea € L(#)delongitud minima, digamos
r,talque n < r. Se sigue entonces que existen dos nimeros naturales,k <m < r,
tales que 8(qo, o) = 8(go, 0®m), donde ,a; y ,&m son los segmentos iniciales de
« de longitudes k y m, respectivamente. Consideremos la palabra o’ = ,0 *m @,
la cual es més corta que . Asfi, tenemos,

8(qo, @") = 8(qo, 0Umr) = 8(8(4o10 Ck)sm Otr)
= 8(8(4050 %m)sm @r)
= 8(4010 tmm0tr)
= 8(go, @)

pues, @ = ,ay -m o,. Por consiguiente, o’ € Z(4) también, y es méds corta que
«, lo cual es una contradiccién. |

Las propiedades de cerradura con las operaciones de conjuntos, de los lenguajes
regulares, nos auxilian para responder a este tipo de preguntas.

Proposicion 9.17. Sean .#, y #, autématas finitos deterministas. Entonces,
podemos dar respuesta a si:

a. M) =I*;
b. Z(#) = L(M).
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Demostracion.

(a) Simplemente se construye un autémata finito .4 tal que Z(#') = I*\

Z(M,), y se aplica la proposicién anterior a si Z(#') = 2.

(b) Hagamos & = Z(#) y & = L(M,) tales que £, % C I*. Entonces el

lenguaje

G=@nNnI"\L)HUU\2)NB)

es también regular (Proposiciones 9.14-9.15), por lo que podemos hallar un
autémata finito determinista que lo acepte. Por propiedades de conjuntos, se sigue
que % = D siy sélosi £ = %; por lo que podemos aplicar la Proposicién 9.16.

]
Ejercicios
1. Pruebe el Lema 9.5.
2. Halle un autémata finito indeterminista que acepte el lenguaje generado por la
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gramdtica lineal ¢ = ({a, b}, {E, A, B}, E, #), donde & viene dado por
E — adA, B — bA,
R = Em— bB, A— bA,
B — aB, A—b
Pruebe la Proposicién 9.10.
Pruebe la afirmacién siguiente:
Seana € I* y s, q € K. Entonces, para algiin conjunto S que contenga s
q =y apsiy sblosi E(q) =3 aS.

Describa formalmente el conjunto de palabras aceptado por el autémata finito
cuyo diagrama de transicién de estados es el siguiente
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234 9 Lenguajes y autématas

6. Para cada una de las expresiones regulares siguientes, halle autématas finitos
deterministas que acepten los conjuntos representados por €stas:

a. a*b+b, b. (a + b)*bbb(a + b)*, c. (a* + b*) + aba(a + b*)
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Capitulo 10
Maquinas de Turing

Me propongo a considerar la pregunta ‘; Pue-
den pensar las mdquinas?’.

Alan Turing

10.1 Introduccion

La situacién en 1935 respecto de lo que intuitivamente se entendia por una funcién
“calculable” era la siguiente:

Church y Kleene, de 1932 a 1935, consideraron una clase de funciones
precisamente definida, las llamadas funciones A-definibles, y encontraron que
tenia propiedades que sugerian que las funciones A-definibles abarcaban a todas
las funciones que eran calculables, segin la nocién intuitiva y vaga que se
tenia de calculabilidad. Otra clase de funciones calculables, llamadas funciones
generales recursivas, definida por Godel en 1934, tenia propiedades similares.
Church y Kleene demostraron, en 1936, que estas dos clases de funciones son
la misma, esto es, que toda funcién A-definible es recursiva y viceversa. Bajo
estas circunstancias, Church propuso la tesis de que todas las funciones que
son intuitivamente calculables son A-definibles, o, equivalentemente, generales
recursivas. Esta es una tesis, no un teorema, pues propone identificar un concepto
vago con un concepto formulado matematicamente de manera precisa, y por tanto
no se puede demostrar.

Un poco més tarde el matematico inglés Turing defini6 otra clase de funciones
intuitivamente calculables, las funciones Turing computables, que son las funcio-
nes computables por medio de las llamadas mdquinas de Turing. La misma tesis

235

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Auténoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccién de esta obra asi como la distribucion y venta fuera del &mbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



236 10 Mdgquinas de Turing

se propuso con respecto a esta nueva clase de funciones, y se conoce como la tesis
de Turing.

En 1937 Turing demostré que las funciones Turing computables son precisa-
mente las A-definibles, y consecuentemente, las generales recursivas. Asi que las
tesis de Church y de Turing son equivalentes.

El concepto de méaquina de Turing surgié de analizar los procesos computa-
cionales como los conocemos intuitivamente y descomponerlos en operaciones
elementales. Turing argumentaba que cualquier computacién posible podria ser
llevada a cabo por medio de repeticiones de estas operaciones elementales. Por
estarazén, la computabilidad de Turing sugiere la tesis de Church més fuertemente
que las otras versiones. Turing describié una especie de computadora tedrica que
difiere de las computadoras humanas o digitales es dos aspectos:

1. Una maquina de Turing no puede cometer errores, es decir, obedece las
mstrucciones que se le dan sin desviarse.

2. Una méiquina de Turing tiene una memoria potencialmente infinita, es decir,
aungue la cantidad de informacién que guarda en cualquier momento es finita, no
hay una cota superior para esta cantidad.

En estos dos aspectos se idealiza a las computadoras humanas y mecénicas
quitidndoles sus limitaciones practicas.

10.2 Definicion de una maquina de Turing

Las méquinas de Turing pueden ser descritas de la siguiente manera:

Hay una cinta, potencialmente infinita en ambas direciones, dividida en casi-
lleros.

e ¢ o A S1 So So Si e o o

Figura 10.1

La cinta es potencialmente infinita en el siguiente sentido: aunque en cualquier
momento su longitud es finita, siempre se pueden agregar casilleros adicionales a
ambos lados.
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Hay un conjunto finito de simbolos de cinta {S, Sy, ..., S,}, llamado el
alfabeto de la mdquina. En cualquier momento, cada casillero de la cinta esti
ocupado por un simbolo a lo més. La méquina tiene también un conjunto finito
de estados internos {q,,4q, -..,qm}. En cualquier momento, la méquina est4
exactamente en alguno de estos estados. Finalmente, hay una cabeza lectora-
escritora que estd sobre algiin casillero de la cinta en cualquier momento dado.

Si en algiin momento ¢ la cabeza lectora-escritora estd sobre un casillero que
tiene al simbolo S; y lamaquina estd en el estado interno g7, 1a accion de 1a méquina
estd determinada y puede hacer alguna de las siguientes cosas:

1 Puede borrar el simbolo S; e imprimir Si;
2 Puede moverse a la derecha;

3. Puede moverse a la izquierda;
4

Puede parar.

En los casos (1)—(3), la m4quina entra en un nuevo estado interno g, y est4 lista
para operar otra vez en el momento ¢ + 1.

Vamos a suponer que el simbolo S, representa un espacio en blanco de tal modo
que la cabeza lectora-escritora siempre estd leyendo un simbolo. Las primeras
tres acciones de la maquina pueden representarse por cuidruplas de la siguiente
manera:

(1) q;SiSkqy, (2) q;8: Dqy, 3 q;Silqr

El primer simbolo representa el estado interno de la mdquina al iniciar la accion,
el segundo simbolo representa el simbolo del alfabeto que se esté leyendo, el tercer
simbolo representa la accién de la méquina (imprimir S, moverse a la derecha,
moverse a la izquierda) y el cuarto simbolo representa el estado interno de la
mdaquina cuando ya se realiz6 la acci6n.

Dada una miquina de Turing (MT), le podemos asociar el siguiente algoritmo
enel alfabeto de MT. Llamamos .« al alfabeto de MT y sea o una palabra (o € #£*)
de MT. Imprimase & de izquierda a derecha en una cinta vacfa. Péngase a ésta en
la méquina, con la cabeza lectora-escritora sobre el casillero més a la izquierda.
Inicie la maquina en el estado inicial g,. Si la maquina para en algiin momento,
la palabra de .« que aparece en la cinta es el valor de « bajo el algoritmo. Este

algoritmo que acabamos de describir es lo que se conoce como un algoritmo de
Turing.
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Nota: La palabra de .« que aparece en la cinta se define como la sucesién
de simbolos que comienza con el simbolo més a la izquierda y continda hacia
la derecha hasta llegar al simbolo més a la derecha. Recuerde que cuando se
encuentre un casillero en blanco al realizar este movimiento se supone al simbolo
S, impreso.

Nétese que no hemos definido un mecanismo por medio del cual la miquina
“sepa” cuando parar. La idea intuitiva es que la maquina para cuando no tiene
instrucciones que le digan cémo seguir, por ejemplo, cuando estd leyendo un
simbolo S; en un estado ¢; y ninguna cuddrupla comienza con ¢;S;.

A continuacién hacemos esto mas preciso dando una definicién més rigurosa
de maquina de Turing.

De lo dicho anteriormente, vemos que una MT queda determinada de manera
precisa por un conjunto finito de cuddruplas' de los siguientes tres tipos:

(1) q;SiSkq, (2)¢;SiDgq, 3 q;Silgr ey
de tal forma que no hay dos cuddruplas distintas que coincidan en los primeros
dos simbolos. Asf es como vamos a definir formalmente una MT.

Sea. = {S,, S1, ..., Sy} un conjunto de simbolos de cintay {g,, g1, - -, gm}
un conjunto de simbolos (que representaran estados internos).

Definiciéon. Una mdquina de Turing .# con alfabeto .« es un conjunto de
cuddruplas de los siguientes tres tipos:

(1) q;Si Seqr, 2) q;S8: Dq;, (3)q;Silq,

tal que no hay dos cuddruplas distintas que coincidan en los primeros dos
simbolos.

Se supone que g, es un estado interno de cualquier méquina de Turing.

'A veces se definen las MT como conjuntos de quintuplas de las formas g i SiSkDgy,
q;SiSk1q:, q;Si St Fq,, donde se estén efectuando dos operaciones: la sustitucién de S;
por Sk y el movimiento sobre la cinta (F indica que no hay movimiento, la cabeza se queda
fija). Claramente las dos formulaciones son equivalentes.
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Definicién. Sea .# una maquina de Turing. Una configuracion es una
sucesion finita de simbolos « tal que:

1.  Todos los simbolos de ¢, con excepcién de uno, son simbolos de cinta;
2. Eldnico simbolo de & que no es de cinta es un estado interno gj;
3. g5 no es el dltimo simbolo de .

Observacion. Una configuracién especifica la condicién de la méquina y de la
cinta en un momento dado. Si se leen de izquierda a derecha, los simbolos de cinta
de « representan los simbolos impresos en la cinta en ese momento. El estado
interno g, representa el estado interno de la maquina en ese momento y el simbolo
de cinta que aparece inmediatamente a la derecha de g, representa al simbolo que
M estd leyendo en ese momento.

Definicién. Sean « y B dos configuraciones de la maquina de Turing ..
Decimos que .# transforma o mueve a & en B (en simbolos, ¢ >y B) siy
s6lo si ocurre alguna de las siguientes condiciones:

(a) oaesdelaforma Pg;S;Q, B esdelaforma Pg,ScQy q;SiSkq, esuna
de las cuaddruplas de #; o

(b) «esdelaforma PS;q;S;Q, B es de la forma Pq,S:S;0,y q;Silq,
es una de las cuddruplas de .#; o

(c) «aesdelaformag;S;Q, B esdelaformag,S,S;0Q,y q;SiIq, es una
de las cuddruplas de #; o

(d) o esdelaforma Pg;S;SyQ, B es de laforma PS;q,S:Q,y q;SiDq,
es una de las cuddruplas de #; o

() aesdelaforma Pg;S;, B es delaforma PS;q,S,,y q;SiDg, es una
de las cuidruplas de .# .2

Observacion. Nétese que, segiin nuestra idea intuitiva, si .4 mueve a ¢ en B
y « describe la situacién de .# en un momento dado ¢, entonces S describe la
situacion de 4 en el momento ¢ + 1. Segin las clausulas (c) y (e), si la maquina
estd en algiin extremo y la instruccidn es moverse aiin mas, se le agrega a la cinta
un nuevo casillero en blanco, representado por el simbolo S,.

2P y Q representan sucesiones finitas de simbolos de cinta.
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Definicién. Sea o una configuracién de la maquina .#. Decimos que .#
para en « siy s6lo si no existe configuracion 8 tal que a = 8.

Nota. # paraen a si g;S; ocurre en o pero ninguna cuddrupla de .4 tiene a
g S; como sus primeros dos simbolos.

Definicién. Una computacién de una maquina de Turing es una sucesion
finita de configuraciones «,, ..., an (m > 0) tal que el estado interno que
ocurre en a, es g,; paracadai = 1,...,m, o; F>y Qi1 y M para en ay,.
Esta computacion se dice que empieza en «, y termina en o,.

Si se tiene un alfabeto € que contiene a .«Z, el alfabeto de la miquina .,
podemos definir un algoritmo, denotado por By ¢, de la siguiente manera: si P
y O son dos palabras de ., By, c(P) = Q siy s6lo si hay una computacién de
# que empieza con la configuracioén g, P y termina con una configuracién de la
forma R1q; Rz, con Q = Ry R,.

Definicién. Un algoritmo 2 en un alfabeto @ es Turing-computable si 'y
sélo si existe una maquina de Turing 4 con alfabeto .« y un alfabeto € que
contiene a.« U @ tal que A y By ¢ son equivalentes con respecto a &, esto
es, dadas P y Q palabras de @, A(P) = Q siy s6lo si By, c(P) = Q.

En el contexto de funciones aritméticas, podemos usar esto para dar una
definicién de lo que quiere decir que una funcién sea Turing-computable.

Para denotar a los niimeros naturales sélo necesitamos el simbolo 1, ya que el
nimero m puede serdenotadopor 1. .. 1, m+1 veces, llamemos m a esta sucesion
de unos.

Definicién. Sea .« un alfabeto que contiene a {1, o}, donde o es la
concatenacién. (Suponemos pues, que 1 es S; y o es S;.) Sea .4 una
méquina de Turing con alfabeto .« y f(xi, ..., x,) una funcién definida en
un subconjunto de N. Entonces decimos que .# computa a f siy sélo si
dados ki, . .., k, € Ny cualquier palabra de., By a(k10...0k,) = Qsiy
s6losi Q es Ry f(ky, ..., k,)R>, donde R, y R, son palabras (posiblemente
vacias) que consisten sé6lo de S,’s.

Aqui se permite que el resultado sea de la forma R, f(k, ..., k,)R2 porque el
simbolo S, se interpreta como un espacio en blanco.
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Definicién. Una funcién f es Turing-computable si y s6lo si existe una
mdquina de Turing que la computa.

La tesis de Church-Turing afirma que toda funcién calculable es Turing-
computable.

Ejemplos:

1.  La funcién sucesor es Turing-computable. Considérese la mdquina de
Turing # definida por las siguientes cuddruplas:

%G0llqy Yy q151q

El alfabeto de # es .« = {1, S,}. # transforma cualquier palabra que no
empiece con 1 en sf misma. Cualquier palabra que empiece con 1 es de la
forma 1 P, donde P es cualquier palabra del alfabeto, y la accién de .# sobre
1P es la siguiente:

GolP Bm 1So1P =y q211P

En general, sea k € N arbitrario, entonces k es una sucesién de k 1’s y
tenemos

gok =m 1Sk B gk + 1
Por tanto By 4(k) =k + 1.

2.  Sea.# la maquina de Turing definida por las siguientes cuddruplas:

Qllqy 'y qS,lq,

Si .# empieza en una palabra cuyo primer simbolo no es 1, se para. Si el
primer simbolo es 1, la mdquina agrega 1’s a la izquierda y nunca para.

3.  Sea.# la maquina de Turing dada por las siguientes cuadruplas:

40SoDqo,  4o52Dqo, qoS3Dqo, ..., qoSkDqo, qollqy

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Auténoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccién de esta obra asi como la distribucion y venta fuera del &mbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



242 10 Mdquinas de Turing

El alfabeto de 4 es {S,, Si, ..., S¢}, donde S, es un espacio en blanco y

S; el 1. La méquina .# se mueve a la derecha hasta que encuentra un 1, y
entonces para.

4. Lasuma es Turing-computable.
Sea # la méiquina con alfabeto {S,, 1,0}, definida por las siguientes
cuédruplas:

9015040, 90SoDq1, q11Dq1, q101q2, q21Dqa, 425,193, q31S,q3

Antes de demostrar en general que en efecto esta maquina computa la suma,
veamos un ejemplo sencillo. Verifiquemos que 1 4+ 1 = 2, en el lenguaje
de .#, esto equivale a ver que si “arrancamos” a .# con la palabra 11 o 11
llegamos a 111. (Recuérdese que m = 11...1, m + 1 veces).

Veamos entonces el proceso que sigue si inicia con 11 o 11 (Fig. 10.2).

Hemos visto, con este ejemplo, que By 4(101) = S,1 + 18S,5,.

La demostraciéon en general es exactamente la misma; para simplificar la
notaci6n, denotemos por 1™*! ala sucesién 11...1,m + 1 veces, i.e., i = 1"+!,
Sean m y n dos nimeros naturales arbitrarios. Entonces,

gom ofi = g, 1™ o 1" 2y g,8,1™ 0 1" 5y S,q11™ 0 17!
By Solgi1™ 1 o1™ by -
By Sol™qr o 1" |2y S,1™ gy 117!
F*M Sol'"“qzl"“ F’M s01m+11q21n I::'M
By S, 1™ g8, By So1™ 17 gs 1S,
Bu So1"11738,8, = S,1™"*1 g3, S,

= Som + nq3S,S,.- O
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q] qI — LA MAQUINA PARA
Figuras 10.2

Ejercicios
1. Construir una miquina de Turing que compute la siguiente funcién:

_fn—=1 sin#0
f(")“{o sin=0.
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2.  Demostrar que la funcién m — n es Turing-computable, donde:

m-—n sim>n
m-—n= .
0 sim < n.

10.3 Matrices funcionales para maquinas de Turing

En la seccién anterior describimos a las maquinas de Turing como conjuntos de
cuadruplas, donde cada cuiddrupla representaba la accién de la maquina al leer un
simbolo en cierto estado. Las acciones que la mdquina podia ejecutar eran de tres
tipos: reemplazar el simbolo S; por S;, moverse al casillero inmediato a la derecha
o moverse al casillero inmediato a la izquierda.

Podemos combinar dos acciones dando en una sola instruccién un comando
para reemplazar al simbolo S; y otro para indicar qué movimiento hace la miquina
después de haber efectuado la sustitucion. Para esto necesitamos un nuevo simbolo,
F, para indicar que la mdquina queda fija después del reemplazo.

En este contexto, una maquina de Turing es un conjunto de quintuplas de las
formas: q; SmSnDq;, qi SmSnlq;, qiSmSn Fq;, con los siguientes significados:

qiSmSnDq; significa: sila mdquina .# estd leyendo el S, simbolo en
el estado g;, debe borrar S,,, imprimir S, y moverse un
casillero a la derecha. Al terminar, .# estd en el estado g;.

Andlogamente para los otros dos tipos de quintuplas, sélo que / significa
moverse un casillero a la izquierda y F significa no hacer ninglin movimiento.

Es conveniente representar a la maquina.# por medio de una tabla rectangular
con una columna para cada simbolo de estado y un renglén para cada simbolo de
alfabeto, y que tiene la terna de salida en la interseccién del renglén y la columna
de la pareja de entrada. Esta tabla es la matriz funcional de 4.

Ejemplo. Supongamos que .# tiene el alfabeto {S,, S1, Sz} y los estados g,, g1 ¥
q>. La siguiente matriz funcional:

! 4o { q1 \ q2
Sa Squl Squ2 SquZ
S1 | S2dqy | Solqy | S1Fq2
S| Silqy | SiFqx | $2Fqs
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representa a la maquina de Turing definida por las siguientes quintuplas:

905050 Dq1,  4oS1921q1, 4052511
M= q155,Dq2, q151S:1q2, q15:51Fq O
0SS Fq2, §251851Fq2, ¢285:5Fq,

Es claro que la operacién de una maquina de Turing queda completamente
determinada por su matriz funcional, de modo que dos méquinas de Turing que
tengan la misma matriz funcional trabajan de manera idéntica, y sus algoritmos
asociados serdn iguales.

Si se analiza la matriz funcional dada, se puede ver que si la maquina esti en el
estado g, no hace nada, deja al simbolo que esta leyendo igual, permanece en la
misma posicién y en el mismo estado. En otras palabras, se para. Esto se puede
denotar, en la matriz funcional, del modo siguiente; agregando en simbolo “!” para
indicar la condicién de alto:

lee |an |
So So D q1 So D q2 !
St | S2lq1 | Solgr | !
S| Silqy | SiFqy |!

Una simplificacion més se puede hacer si se adopta la convencién que cuando
no hay reemplazo de simbolo del alfabeto, o no hay cambio en el estado de la
mdiquina, se omitirdn de la terna de salida, también se omite el simbolo F' que
indica que no hay movimiento de la maquina.

Con estas convenciones, la matriz funcional para 4 queda como sigue:

leo | |
So| Dq | Dg2 |!
Sy | Salqu | Selqa | !
S| Silqy | 12 | !
Nota. Otra forma de denotar esta matriz, con estas convenciones seria dejar la
tltima columna totalmente vacia, indicando que no hay cambio de simbolo ni de
estado, y que no hay movimiento.

A continuacion presentaremos un ejemplo de una maquina de Turing construida
en forma matricial.
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Ejemplo. Transformar n en n + 1 en notacién decimal.

El lenguaje de # es {S,,0, 1, ..., 9}, # tiene sélo un estado interno: ¢,. La
matriz funcional es la siguiente:

__la
o1 !
1 {2 !
2 |3 !
3 (4 !
4 |5 !
516 !
6 |7 !
7 |8 !
8 [9 !
9 |0 I
S 1 !

Dado un nimero 7, escrito en notacién decimal, un digito por cada casillero de
la cinta, se coloca la cabeza lectora-escritora de la méquina el digito de la extrema
derecha. Si el digito es menor que 9, la maquina reemplaza este digito por el digito
siguiente y para. Si el digito es 9, lo cambia por 0 y se mueve al casillero de la
izquierda.

En la Fig 10.3 Vemos la accién de la maquina en dos casos particulares.

Ejercicio

Construir una maquina de Turing en forma matricial que transforme n en n — 1
para todo nimero natural n > 1.

10.4 MaAquina de Turing universal

Hasta ahora hemos trabajado con la idea que cada algoritmo necesita una maquina
de Turing particular, con su propia matriz funcional. Sin embargo, puede
construirse una méquina de Turing universal, capaz de ejecutar, en cierto sentido,
el trabajo de cualquier maquina de Turing.
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M M M
I .
9 9o
919 |—8| 9|0 | — 0|0 |—|1]0]0O0
9o 4y 9 '
Figuras 10.3

No daremos una demostracién detallada de la construccién de una miquina de
Turing universal, sélo vamos a dar un bosquejo general de c6mo serfa tal miquina.

Obsérvese que la maquina universal % debe tener un lenguaje finito fijo y lo
que se debe lograr es que este lenguaje “contenga” todos los posibles lenguajes de
méquinas de Turing particulares.

Por otro lado, % debe tener un mecanismo mediante el cual, dado un simbolo,
sepa a qué mdquina se refiere y pueda seguir las instrucciones del algoritmo de
esa mdquina. Esto se logra por medio de una codificacion de los lenguajes de las
méquinas de Turing en un tnico lenguaje, capaz de representar todas las matrices
y configuraciones posibles.

Antes de hacerlo nétese que en un lenguaje particular, los simbolos S,,
S1, ..., S, se pueden reemplazar por otros simbolos, digamos A,, Ay,..., A,
sin que se altere el funcionamiento de la maquina.

En este punto, es conveniente volver a pensar en las maquinas de Turing como
sucesiones finitas de quintuplas de cierto tipo. (Esto es, debemos pensar en cada
méquina como unidimensional, no como bidimensional, para poder codificarla
en %.)

El lenguaje de 4¢ sélo va a tener como simbolos al O y al 1.

Damos a continuaci6n el cédigo.
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Simbolo Cédigo o grupo cifrado
I 101
D 1001
F 10001
S, 10001—4 ceros un nimero
Alfabeto { : par de ceros
Si 100...001 — 2(k + 2) ceros | MaYorque?2
90 100001—S5 ceros
. un nimero
Estados : impar de ceros
mayor que 3
qm 1000...001 — 2(m + 2) + 1 ceros
Observaciones:

1. Cada simbolo de algiin lenguaje empieza con 1y termina con 1.

2. Segin el nimero de ceros entre cada par de 1’s, la mdquina % puede
identificar si la sucesiéon de 0’s y 1’s representa un movimiento (I, D, F), un
simbolo del alfabeto o un simbolo de estado.

3. Cada vez que se tenga una nueva maquina de Turing, siempre es posible
codificarla, ya que los alfabetos y los conjuntos de estados son finitos, y siempre
se pueden introducir nuevos ceros entre dos 1’s para traducir nuevos simbolos.

Ejemplo Supongamos que tenemos una maquina de Turing ., con alfabeto
{Ss, S1} y estados {go,, q1}, definida por las siguientes quintuplas:

anaSIFqlv qoSISIqu

Con la codificacion dada, esta maquina queda descrita por la siguiente palabra del
lenguaje de %:

1000001100001100000011000110000000110000011000000110000001100011000001

Si ahora queremos codificar, junto con ésta, otra méaquina de Turing &% con
alfabeto {S,, S1} y estados {q,,q1}, basta ahora codificar estos simbolos de
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manera distinta, para evitar ambigiiedades, por ejemplo:

S, como 1000000001

S; como 100000000001

g, como 10000000001

g1 como 1000000000001. d

Estas sucesiones de 0’s y 1’s obtenidas se llaman matrices funcionales cifradas
o configuraciones cifradas, segin representen matrices funcionales o configura-
ciones.

Podemos ahora dar el algoritmo para %:

Paso 1. Dada una configuracién buscar el (inico) grupo cifrado con un niimero
impar (> 3) de ceros y examinar el grupo cifrado inmediatamente a la derecha.

Paso 2. Buscar en la matriz cifrada la pareja de grupos cifrados adyacentes
idénticos a los mencionados en el paso 1.

Paso 3. Seguir las instrucciones dadas por la matriz encontrada en el paso 2.
(Por ejemplo, si el siguiente grupo cifrado es 101, la miquina se mover4, en la
configuracién original, al grupo cifrado inmediatamente a la izquierda.)

Observaciones:

1. Cualquier operacion realizada con grupos cifrados puede reducirse a una
operacidn estindar de maquinas de Turing.

2. El lenguaje de % necesitara algunas letras mas, por ejemplo, para separar
la matriz funcional cifrada de la configuracién cifrada, y letras que sirvan como
marcadores provisionales mientras se examinan los 0’s y los 1’s.

Esperamos que este bosquejo haya sido suficiente para convencer al lector de
que el algoritmo descrito puede ser expresado como una matriz funcional de una
mdquina de Turing. Para una exposicion mds detallada, referimos al lector a [Tul].
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10.5 Una jerarquia para la complejidad
computacional

Aun cuando las maquinas de Turing tienen un caricter general, existen problemas
que éstas no pueden resolver, esto es, problemas indecidibles para la clase de las
mdquinas de Turing. A una de ellas puede llevarle algiin tiempo en completar una
computacién; e incluso puede suceder que ésta nunca termine. Por lo que seria
deseable disponer de un algoritmo para decidir si dadas una miquina .# y una
palabra P, el proceso terminard o no. Este problema es el denominado problema
de paro. Sin embargo, se prueba que no existe un procedimiento para resolver este
problema.

Para esclarecer en qué consiste la indecidibilidad del problema de paro, veamos
el ejemplo siguiente.

Ejemplo. Consideremos los algoritmos:

Algoritmo :

1. MIENTRAS (n # 1),
2. HAZ (n «— n/2);

3. REPITE.

4. FIN.

Algoritmo B:

1. MIENTRAS (n # 1),

2. HAZ (SI (n es par) ENTONCES (HAZ (n «— n/2));
. OTROHAZ (n «—3n + 1));

. REPITE

. FIN.

" oW

Notacién. La instruccién “MIENTRAS (cond) HAZ (...) REPITE”, a semejanza
de “PARA i = 1...”, es empleada para realizar iteraciones. Semdnticamente, lo
representado con “...” se repite hasta que cond sea falsa, saliéndose asf del ciclo.
(Aqui empleamos las “instrucciones” de la secc. 6.3.)

Para el caso del algoritmo 2, tenemos que es facil decidir si termina o no:
simplemente, cuando n es una potencia de 2 entonces para, mientras que si no lo
es se producird una interminable sucesién de niimeros racionales que converge al
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0. Ahora que para el algoritmo ‘B, la situaci6n es diferente: si n es par, el nimero
n se reduce a la mitad, mientras que si es impar, se incrementa por un factor de tres
m4s 1. Para todos los valores de n que han sido introducidos hasta la fecha, resulta
que siempre converge a 1, pero el por qué sucede asi, es algo que nadie a probado
atin. (Para mayor informacién sobre este problema y otros afines, cf. [La].) En
cierta forma, el comportamiento de este algoritmo semeja al del sistema formal
MIU, ya presentado en la seccién 3.3, donde se tienen reglas de produccién que
acortan y otras que alargan las longitudes de las ebf’s, tornando su problema de
decisién un tanto dificil, aunque no insoluble (cf. el Capitulo 9 de [Ho]). O

Ahora nos corresponde relacionar la problemética de la complejidad compu-
tacional abordada desde la seccién 6.3, con el concepto de miquina de Turing,
siendo que éstas constituyen una formalizacién de la nocién de algoritmo.?

Dado que hay problemas insolubles para las MT’s (aparte del problema
anterior), pareceria natural que con hallar un algoritmo para resolver un problema
sea més que suficiente. Sin embargo, para muchos problemas, la solucién puede
considerarse como irrealizable o impractica, tomando todo el tiempo que tomaria
para llevar a efecto el algoritmo encontrado, e.g., “las torres de Hanoi”. En vista
de esto, se procede a escindir las clases de los problemas “bien planteados” en
insolubles versus solubles. A su vez, estos ltimos se ven jerarquizados conforme
al tiempo que toman en dar su respuesta, en las clases: &, 4P, AP-completos y
problemas intratables.

La mencionada tesis de Church-Turing da lugar a una identificacién entre
las nociones de algoritmo y de médquina de Turing, de forma tal que podemos
emplearlas como sinénimas. Asi, podemos introducir al indeterminismo en las
MT’s. Ahora bien, es un hecho probado que éste no es mas que un artificio técnico
que no influye sobre la potencialidad de las mismas [HUJ-[Re], por lo que nos es
permitido usarlas indistintamente, salvo cuando se proceda a implementarlas en
la “préctica”, tal como se explicitard més adelante.

Se puede verificar que la contencién: A4%-completos C AFP-duros es propia.
Para esto, que no todo problema de decisién A#%-duro sea #/P-completo, tenemos
el problema de paro. Como vimos anteriormente, éste consiste en determinar para
un algoritmo deterministico arbitrario A y una entrada .#, si el algoritmo 2 con
entrada & siempre termina o entra en un ciclo infinito. Dado que este problema
es indecidible, no puede estar en 4%. Sin embargo, para probar que es A4%-duro,
o sea que SAT  problema de paro, requerimos construir un algoritmo 2 cuya

3El material que sigue presupone del conocimiento de la secci6n 6.3
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entrada sea una férmula «. Si en o ocurren n letras entonces 2l ensaya con todas
las 2" valuaciones posibles y verifica que « es satisfacible. Asi, dependiendo de
si ¢ sea satisfacible o no, el algoritmo para o entra en un ciclo infinito. De haber
un algoritmo eficiente para el problema de paro entonces podriamos resolver el
de satisfacibilidad eficientemente, usando 2 y @ como entrada para el algoritmo
del problema de paro. Por lo tanto, el problema de paro es A4#-duro, pero no es
N P-completo.
En la Figura 10.4 damos una representacién gréfica de esta jerarquia.

Insolubles
]
Intratables NP -duros
Solubles
NP .___l |
L P NP - completos
Figura 10.4

Analicemos ahora si las clases de complejidad son invariantes respecto al
modelo de computadora o lenguaje de programacion.

Sobre la base de la tesis de Church-Turing, tenemos que la clase de los proble-
mas computables (efectiva o algoritmicamente solubles) es robusta, entendiéndose
por esto que es invariante a cambios en el modelo de computadora o lenguaje de
programacion.

Aunque las maquinas de Turing son cominmente usadas en la literatura, no son
los tnicos modelos de computadora (e.g., acceso aleatorio de memoria (RAM), la
mdquina de Schonhage, etc.), pues nada nos obliga a tomar s6lo modelos con cinta
lineal y acceso secuencial. De aqui, y cuestionando sobre lo que constituye un
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“paso” en una computacion, se llega a la pregunta de ;cudl es el modelo correcto
de computadora para medir el tiempo de ejecucién de un algoritmo?, o en otros
términos, si es posible una teorfa independiente del modelo de computadora. A
pesar de que no hay una respuesta sencilla a ;qué es un paso?, afortunadamente,
muchos de los modelos no son muy diferentes en el tiempo computacional: en
general, la simulacién de uno en otro no toma mds del cuadrado del tiempo de
ejecucién. De esta manera, la clase de los problemas tratables es también robusta.
Sin embargo, esta version refinada de la tesis de Church-Turing no se satisface para
cualquier modelo (e.g., recurrencia), por este motivo se le conoce como la fesis
computacional secuencial. Bajo este formalismo, la controversia & vs 4% toma
el carécter siguiente:

“Si las mdquinas indeterministas de Turing satisfacen el criterio de secuencia-
lidad, entonces la tesis refinada implica que, en efecto, # = NP,

Consecuentemente, las maquinas indeterministas de Turing no son secuencia-
les, usan “magia” para resolver los problemas, pues sin magia tendrian que ensayar
muchas posibilidades simultineamente para determinar la mejor solucién. Una
forma de describir estas médquinas (o algoritmos) es permitiendo libre retrosegui-
miento (backtraking). Si una mdquina indeterminista de Turing .#' alcanza un
punto en el que varias elecciones son posibles, cualquiera puede tomarse, pero si
el camino elegido da lugar a un “callején sin salida”, la méquina .4’ puede “sal-
tar” hacia atrds (retroceder) al nodo previamente elegido, sin costo alguno en el
tiempo computacional invertido en un camino erréneo. Simulando .#' mediante
una méquina deterministica, .#, .# debe generar cada prondstico y usar el método
de la parte deterministica de .’ para “checar’ la correcién del pronéstico. De esta
manera, .# requiere trazar los caminos indeterministas explicitamente (usando,
e.g., una pila) y emplear la técnica por retroseguimiento para tratar con las compu-
taciones fallidas. Concretando, este método exhaustivo devendria en un proceso
exponencial. Aunque sea terriblemente ineficiente, esta mdquina .# corresponde
muy de cerca a los métodos usados en la practica para resolver los problemas mas
dificiles en A4, pues jlos algoritmos indeterministas simplemente no existen!

Resumiendo, 1a problemadtica & vs 4P, bajo este contexto formal, jqueda igual
que como lo fue en un principio!, y para resolver el problema de manera negativa
(i.e., mostrar que & # AP), sblo bastaria con probar que las médquinas de Turing
no pueden resolver un problema.##-completo en un tiempo menor al exponencial,
jtarea por demds dificil, si no imposible!
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Ejercicios
1.  Codifique en un lenguaje de programacion los algoritmos 2 y *B (en torno

al problema de paro). Ensaye para varios valores de n € N. jPuede seguirse
alguna pauta para las respuestas de 287?

2. Haga un breve esbozo sobre recurrencia y paralelismo. jInvestigue!
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texto; el simbolo "{" denota que la palabra en cuestion aparece en un pie de
pagina; y la abreviatura "ss." significa "sucesivas”
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Relacion de -, 16
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final, 212, 221
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Estructura, 153
Expresion 26, 40, 143

bien formada, 24, 25

regular, 200
Euclides, 23
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F

Falacia(s)
de ambigiiedad, 3, 11
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de presuncion, 3
de relevancia, 3, 4
Forma normal
conjuntiva, 63
disyuntiva, 59
prenexa, 179 y ss.
Reduccién a -, 63, 64
Forma sentencial, 194
Férmula(s), 40
atomicas, 41, 144
bien formadas, 41, 144
moleculares, 41
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A-definible, 10, 235
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Generalizacion universal (GU), 185
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sensible al contexto, 195
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Hilbert, David, 9, 23, 122
Hofstadter, Douglas, 23, 34
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Implicacién, 39, 44
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Induccién matemadtica, 18

Principio de -, 19

principio de -fuerte, 20
Inferencia tautoldgica (T), 185
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Intercambio definicional (D), 101
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Isomorfo, 184
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de Quine, 116

por arboles semdanticos, 77

por RAA, 117

por tablas de verdad, 74
Modelo, 173

no estandar, 183
Modus ponens (MP), 55, 54, 85, 100
Modus tollens (MT), 55, 100

N

N-ada ordenada, 14
NAND, 60, 67, 70
Negacion, 40, 43, 66

alterna, 60, 67

disjunta, 61, 67
NOR, 61, 67, 70
Novikov, Petr, 27
N, 114, 130
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Operacién, 17
Orden
exponencial, 114
parcial, 15
polinomial, 114
total, 15
de una funcién, 126
Organon, 6
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f, 128, 130
Palabra(s), 27
adyacentes, 28
producidas, 31
Concatenacién de -, 30
Equivalencia de -, 24
Ocurrencia de -, 27
Problema de las -, 27, 29
Par ordenado, 14
Paradoja, 7
de Berry, 8
de Grelling, 8
de Russell, 7
Paralelismo, 254
Paro de una MT, 240
Peano, Giuseppe, 18, 23
Pertenencia, 11
Pierce, Charles, 61
Post, Emil, 27
Sistema de produccién de -, 31
Principia Mathematica, 8, 24
Problema
cromadtico, 132
deterministico polinomial (P), 128
no deterministico polinomial (NP), 130
NP-completo, 114, 131
NP-duro, 131
(in)tratable, 114, 128
del agente viajero, 133
de andlisis, 61
de blsqueda, 124
del ciclo hamiltoniano, 133
de k-satisfacibilidad, 132
de las palabras, 27, 29
de paro, 250, 251
de la programacién entera, 133
de satisfacibilidad, 132

DERECHOS RESERVADOS © 2004, Universidad Auténoma Metropolitana (México). Prohibida la reproduccién de esta obra asi como la distribucion y venta fuera del &mbito de la UAM®. E-libro Bibliomedia Bibliomedia@mail.com



264 Indice

de sintesis, 61 reflexiva, 15
de los tres colores, 132, 133 simétrica, 15
Produce, 194 transitiva, 15
Producto o concatenacion, 198 de equivalencia, 16
Producto cartesiano, 14 de transicion de estados, 221
Programa principal, 87 Campo de una -, 15
Programacion logica, 10, 115 Dominio de una -, 15
Proposicién, 39 Rango de una -, 15
Propuesta Resolucién, 115
logicista, 8 Retroseguimiento (Backtraking), 253
intuicionista, 9 Russell, Bertrand, 7, 8, 23, 24, 83

formalista, 9
S

Q
Satisfacible, 72, 72, 108
Quine, Willard, 35 In-, 72
Finitamente -, 108

Sheffer, H., 60
R

Simbolos
inicial, 193

Recurrencia, 253, 254 légicos, 141
Recursién, 14, 21 no légicos, 141
Recursividad, 115 no terminales, 193
Reduccién al absurdo (RAA), 73 terminales, 190, 191, 193
Método de -, 117 de puntuacién, 40
Reducible a otro problema (o), 131 Similares, 170
Refutacién, 115 Simulacién, 226
Regla(s) Sisterna

TE, 104, 105 axiomético, 122

de contraccidn, 194 completo, 36, 171

de formacién, 24, 33, 40 consistente, 98, 111, 170

de inferencia, 32, 33 decidible, 36, 113

de intercambio, 56 formal, 32, 33

de produccién, 31, 33 de deduccién natural, 122

de reescritura, 190 de demostracion Autom. de teoremas, 122
Relacién, 14 Skolem, Thoralf, 23

antirreflexiva, 15 Smullyan, Raymond, 1, 774

antisimétrica, 15 Sécrates, 38, 137

conexa, 15 Subconjunto, 12

n-aria, 15
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de completud (CE), 97; (CEN), 105;
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Testigos, 173
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Este es un libro dirigido a estudiantes de matemé&ticas y de ciencias de la
computacion. Para los estudiantes de matematicas presenta un tratamiento
riguroso de los temas principales de la materia. Para los estudiantes de
computacién, cubre materia de teoria de matemética de la computacion y
de andlisis de algoritmos, asi como herramientas bésicas para disefio |6gico.

Caracteristicas especides dd libro:

« Contextudiza lalégica por medio de una introduccion sobre argumentos
y fdacias.

*Se introducen lenguajes y sistemas formales por medio de ejemplos
sencillos.

eHace una presentacion exhaustiva de la légica proposiciona desde tres
puntos de vista: semantico, sintéctico y agoritmico.

*Se desarrolla la l6gica de primer orden sintacticay semanticamente, esto
ultimo con mayor detalle de o acostumbrado en laliteratura.

Incluye temas poco usuaes en la literatura menos espcializada como €
teorema de compacidad, & de Lowenheim-Skolen y la existencia de modelos
no estdndares de la aritmética.

*Cubre material Util para las ciencias de la computacion: compuertas
légicas, lenguajes y autdmatas, maquinas de Turing y problemas
NP - completos.

« Contiene gran cantidad de gjemplos resueltosy gercicios.
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