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Presentacion

El texto ha sido diseniado para brindar a los estudiantes de carreras de ciencias e ingenierfa
una revisién de conceptos bdsicos que serdn requisitos para futuros cursos de cilculo en una
y varias variables ; y célculo aplicado. La finalidad del mismo es que el estudiante adquiera
las herramientas necesarias para aplicar, en la resolucién de ejercicios y problemas, los
conceptos y propiedades bésicas la Geometria analitica plana, Introduccién al Algebra
Lineal, iniciando de los Vectores en el plano y en el espacio, rectas y plano en el espacio;
Matrices y Determinantes; y , de los Nimeros complejos.

Este texto se caracteriza por brindar un tratamiento dindmico a los contenidos matemati-
cos lo que se refleja al anteponer, en lo posible, a las definiciones formales, situaciones que
justifiquen su presentacién y la formalizacién de los objetos matemdticos involucrados.
Luego de este acercamiento a las definiciones y propiedades, se trabajan problemas de
mayor complejidad para cuya solucién se requiere la comprensién, conexién y aplicacién
de los resultados anteriores.

En los ejemplos desarrollados paso a paso a través de los cuales el estudiante identificard
las técnicas a seguir para resolver los tipos de tareas propuestas, asi como las justificaciones
para cada una de ellas.



Capitulo 1

Geometria Analitica Plana

1.1 Sistemas de coordenadas cartesianas en el plano

En este capitulo se identificard cada punto del plano geométrico P con un par ordenado
de R?, asf como se asigna a cada punto de la recta un nimero real. Para ello se requiere
definir algunos elementos.

En el plano P se consideran dos ejes perpendiculares entre si, uno horizontal al que
llamamos eje de abscisas y se denota por eje x; y otro vertical al que llamamos eje de
ordenadas y se denota por eje y. En cada una de estas rectas se ubican los ntimeros reales.
El punto de interseccién de estas rectas se llama origen de coordenadas y corresponde al
cero real en cada una de ellas.

La orientacién de los ejes es la siguiente:

En el eje de abscisas el sentido positivo es a la derecha.

En el eje de ordenadas el sentido positivo es hacia arriba.

Asi, el plano queda divido en cuatro regiones a las que se denominan cuadrantes: 1C,
I1C, IIIC y IVC.

Inc IC

"nc IvC

Figura 3.1 Cuadrantes del plano de coordenadas

Dado un punto P € P, por él se trazan rectas perpendiculares a los ejes x e y. La recta



vertical determina un tnico punto de interseccién xg en el eje de abscisas; andlogamente,
la recta horizontal determina en el eje de ordenadas un tdnico punto, yo.
Entonces al punto P se le hace corresponder el par ordenado (xo;yo) .Esto es,

PecP— (zo;0) € R%

Asi, el primer cuadrante, IC, es la regién donde los puntos tienen abscisa y ordenada
positivas.

El segundo cuadrante, IIC, es la regiéon donde los puntos tienen abscisa negativa y
ordenada positiva.

El tercer cuadrante, IIIC, es la regién donde los puntos tienen abscisa y ordenada
negativas.

El cuarto cuadrante, IVC, es la regién donde los puntos tienen abscisa positiva y
ordenada negativa.

Ademds, se puede asignar a cada par ordenado (z¢;7o) € R? un tinico punto P € P
de la siguiente manera:

En el eje de abscisas ubicamos al punto de coordenada xg; por este punto trazamos una
perpendicular £; al eje de abscisas. Procediendo de forma anéloga con el eje de ordenadas
y el nimero real yo determinamos una recta £o. El punto de intersecciéon de £ y L2 es
el punto P que se queria determinar. De esta forma se tiene la funcion:

(zo;90) € R®*+—— P € P.

Lo que se ha conseguido es establecer una correspondencia biunivoca entre un concepto
geométrico (punto del plano) y un concepto algebraico (par ordenado de nimeros reales).
Esta correspondencia constituye el fundamento de la Geometria Analitica: establecer rela-
ciones explicitas entre conceptos geométricos y algebraicos.

1.1.1 Distancia entre dos puntos del plano

Dados los puntos P;(z1,y1) vy Pa(z2,y2), la distancia entre los puntos P; y P, es el nimero
real, d(P P,) dado por:

d(P,P) = \/(962 — 1)’ + (2 — 1),



En efecto, si se ubican los puntos P; y Ps en el plano como se muestra en la figura:

y
A
_ P2
I
|
L Y2—Y1
Y2 |
I
T Py, R
V% I X2 —X1 I
| | L
— X1—i
X2

Figura 3.2 Distancia entre dos puntos

Al trazar por el punto P; una paralela al eje z y por P, una paralela al eje y, éstas
se interceptan en el punto R, determinando el tridngulo rectdngulo PiRP, , recto en R.
Aplicando la relacién pitagérica a las longitudes de los lados de dicho tridngulo, se obtiene:

PP} = PR* + RP}
Pero:

PR=x2—21 y RPr=y2—mn

Luego,

d(P,P2) = \/(962 — 1) + (y2 — 11)?

Propiedades de la distancia entre dos puntos del plano

i) En la férmula anterior se observa que la distancia entre dos puntos es siempre un valor
no negativo: d (Pr; Py) > 0.

ii) Nétese ademds que el orden en el cual se restan las coordenadas de los puntos P; y
P2 no afecta el valor de la distancia pues (zo — m1)2 = (z1 — x2)2. Es decir, d(Py; Py) =
d (PQ; Pl) .

iii) Si el segmento rectilineo determinado por los puntos Py y P es paralelo al eje x
entonces:

|P1P| = |z2 — x1], puesto que y1 = yo



P, P,

Figura 3.3 Caso particular: dos puntos con igual ordenada

Igualmente, si dicho segmento es paralelo al eje ¥ , entonces:

|PLPs| = |y2 — y1]|, puesto que xo = 1
Figura 3.4 Caso particular: dos puntos con igual abscisa

iv) d(P1, P3) < d (P, P,)+d (P, Py) .En particular, la igualdad se verifica si y solo si,
los puntos P;, P» y P53 son colineales.

1.1.2 Divisién de un segmento en una razén dada

Decimos que un punto P; estd entre P; y P si

d(Pl, P2> = d(Pl, PQ) + d(PQ, P3)

Dados los puntos P; = (z1;y1) vy P> = (22;y2), el punto M = (x;y) del segmento Py P»

10



que satisface la siguiente condicién:

tiene coordenadas
xr1 +rxo

14+r "’
sir#—1
:yl+Ty2
1+r

En efecto, ubiquemos los puntos Py, P, y M en el siguiente gréfico:

)

Figura 3.5 El punto M divide al segemento P; P» en una razén r dada

Luego, los tridngulos PLQM y M H P> son semejantes. En ellos se cumple:
d(Pi;M)  d(P;Q)

d(M;Py)  d(M; H)

r — I
r=-—
9 — T
1 + rae
=———=r#-1
1+7r

d(P;M)  d(@Q;M)

d(M;Pp)  d(H;P,)

Y=
r=
Y2 —y
Y1 + rye
=77 -1
147 7

1.1.3 Punto medio de un segmento

Dados dos puntos Pi(z1;y1) ¥y Pa(x2;y2), el punto medio del segmento de recta que une
P, y P; se define como el punto M tal que

11



d(Py; M) = d(M; P»)
A ) Y1+ TY2

1+r ~ 1+7
obtiene que el punto medio M del segmento P, P tiene coordenadas:

M — <$1+$2.y1+y2>

Y en la expresion general r = se reemplaza r por 1 y se

2 72

Ejemplo 1.1 Considerar el paralelogramo ABCD con vértices A(1;1), B(3;9),C(9;11)
y D(dy;ds). Los puntos M y N son puntos medio de los lados AD y CD, respectiva-
mente. Determinar las coordenadas de los puntos P y @, siendo P punto de interseccion
de BM con la diagonal AC' y Q punto de interseccién de BN con la diagonal AC.

Solucién

Figura 3.6 Ubicacién de los puntos dados en el enunciado del ejemplo

Determinacién del punto O ( punto medio de AC) : O(5;6)
Determinacién de las coordenadas del punto D:

d

1;3 = b,entonces di =7
d
QT—i_g = 6, entonces dy = 3

entonces D(7;3)

Determinacién del punto M punto medio de AD : M (4;2)
Determinacién del punto N punto medio de CD : N(8;7)
En el tridngulo ABD :

BMes mediana relativa al lado AD,

AO es mediana relativa al lado BD

12



por tanto P es el Baricentro ( interseccién de las medianas)

En el tridgngulo BC'D :

BN es mediana relativa al lado CD,

CO es mediana relativa al lado BD

por tanto @ es el Baricentro ( intersecciéon de las medianas)

AP = PQ = QC Por tanto P y ) son puntos de triseccién de AC
Determinacién de P

AP 1 TP =7 1 TP 3
o i1 13
PC 2 _ 5 — =2
yp = 1+§ — yp=3
11. 13
Por tanto P (g, g)
Determinacion de @ :
AQ 2 T = 1+2(29) = Q= %
=7 = 1+2(11 23
QC 1 Yo = 1452) YQ = 73

Por lo tanto, @ (¥ %) .

1.2 Lugar geométrico en el plano

Uno de los més importantes logros de la Geometria Analitica es haber conseguido la
integracion del Algebra con la Geometria a través del planteamiento de dos problemas

fundamentales:
a)Dada la ecuacion FE (x;y) = 0 de una curva, interpretarla geométricamente. Es

decir, construir su grafica.
Por ejemplo, dada la ecuacién x —y = 0, concluir que su grifica es una recta que pasa

por el origen.
b)Dada la condicién geométrica que deben cumplir los puntos de una misma curva
g

(lugar geométrico), determinar su ecuacion.

Por ejemplo, si se tiene como condicién geométrica:
Es el conjunto de puntos del plano que distan 5 unidades del origen de coordenadas

concluir que la condicién algebraica que satisfacen dichos puntos es:

2? +y? =25

Asi, el lugar geométrico serd el conjunto de puntos del plano que distan 5 unidades
del origen de coordenadas y la ecuacién de dicho lugar geométrico serd 2 + y? = 25.

Ejemplo 1.2 Determinar la ecuacion del lugar geométrico de los puntos P(z;y) del plano
cartersiano que equidistan (se encuentran a la misma distancia) de los puntos A(1;0) y

B(0;2).

Solucién
Segun la condicién del problema, el punto P estd situado en el plano de manera que:

d(P; A) =d(P;B)

13



V=4 =02 = V- 02+ (y— 22,
Elevando al cuadrado se obtiene:
2 —2r 4+ 14+9% =2+ —dy +4,

Y simplificando,
2v+4y+3=0,

Asi, esta ecuacién corresponde a la condicién algebraica que satisfacen los puntos (z;y)
de la mediatriz del segmento AB. Es la ecuacién del lugar geométrico pedido.

Ejemplo 1.3 Sea AP un segmento de longitud 10 unidades y B(z; y) un punto tal que
A es el punto medio del segmento PB. Si el segmento AP se desplaza de manera que el
extremo A se encuentra en el eje X y el extremo P se encuentra en el eje Y,

a)hallar las coordenadas de B cuando el extremo A estd en (6;0) y P estd en la parte
positiva del eje Y.
b)hallar la ecuacién del lugar geométrico descrito por B.

Solucion

P(0;p)

A(a,'O)\\

Figura 3.7 Ubicacién de los puntos dados en el enunciado del ejemplo

a) Si A(6;0), entonces como
a? +p? =100, p >0,

se tiene que p =8 y P(0;38).
Como A es el punto medio entre P y B, entonces B(12, —8)
b) Tenemos que
a® + p* = 100

De las férmulas del punto medio:

14



Luegoa:gyp:—y
Reemplazando:
T\ 2 2
(5) +(v*=100
Simplificando, se tiene la ecuacién del lugar geométrico (L.G) descrito por B es:
22 + 49 = 400

Ejemplo 1.4 El trapecio OPQR, recto en O, tiene lados paralelos OP y RQ. Se sabe
ademds que O es el origen de coordenadas, P(4;0) y el vértice Q se encuentra sobre la

curva = y%. Hallar la ecuacion del lugar geométrico del punto medio de la base media
de dicho trapecio.

Solucién

\/
x

Figura 3.8 Ubicacién de los puntos dados en el enunciado del ejemplo

Entonces 0(0;0), P(4;0), R(0;qy) ¥ Q(CI;; Qy)-
Punto medio de OR: (0; %)

. == A 04q
Punto medio de QP: (—5%; —5%)

Luego, si M (z;y) entonces

_ 4+ q@% _ Wyt gy
— 1 YTy

Pero la relacién que se pide es entre las coordenadas de M, luego debe obtenerse una
ecuacion que relacione x e y :

X

4x74:q§ , 4y = 2q,
Luego,

dr—4= 2y =z —1=1y>

15



Ejemplo 1.5 En un triangulo ABC se cumplen las siguientes condiciones:A(—1;0), el
vértice C tiene ordenada 4, el lado AB mide 4 unidades y el lado BC' es paralelo a la recta
x = 5. Hallar la ecuacion del lugar geométrico que describe el punto medio de la mediana
trazada desde A.

Solucion

C(c;4)

M
L L f L L L L L L X
-6 2 4 6
B(ab)
L x-5=0

Figura 3.9 Ubicacién de los puntos dados en el enunciado del ejemplo

Sean:

M el punto medio del lado BC

O el punto medio de la mediana AM

Sea O el punto medio de la mediana AM.

Sean B(a;b) y C(c;4).

Consideremos O(z;y) el punto cuyo lugar geométrico queremos hallar.
El punto B(a;b)cumple

Vie+1)2+(b—-0)2 =4

Es decir:
(a+1)?+0*=16....(I)

C(c;4) cumple que BC es paralela a la recta x = 5. Luego BC es vertical y por lo
tanto a = c. Asi, C'(a,4).

b4 —1 0+ 54
Mz(a;—;>:> sc:a y y= 22

De lo anterior se tiene que:

a=2x+1y b=4y—4

Reemplazando en la ecuacién (1) : se tiene que la ecuacién del LG del punto M es:
(2r+1+1)%+ (dy —4)* =16

16



(22 +2)% + (4y — 4)? = 1616

C(c:4)

B(ab)
L x-5=0

Figura 3.10 Trazo del lugar geométrico descrito por M

1.2.1 Problemas propuestos

1) El lado de un rombo ABCD mide 5v/2 y dos de sus vértices opuestos son los puntos
A(3;—4) y B(1;2).Calcular los otros vértices y la longitud de la altura de dicho rombo.

2) La base de un tridngulo tiene por extremos a los puntos A(0;0) y B(6;0). Hallar
la ecuacién del lugar geométrico del tercer vértice C' de dicho tridngulo si se sabe que
éste tiene ordenada positiva y se mueve de modo que el producto de las tangentes de los
angulos ABC' y CAB (éngulos interiores del tridngulo) es siempre igual a 4. Notar que
los dngulos de la base del tridngulo son agudos.

3) Se tienen los vértices P(—1;—4), Q(1;2) y R(a;4) del paralelogramo PQRS. Se sabe
ademds que R se encuentra sobre la curva de ecuacién y = x2.

a)Hallar las coordenadas del vértice S. Luego, mostrar gréficamente su ubicacion.

b)Considerando el valor de a < 0, determinar cudl de los puntos medios de los lados
del paralelogramo PQRS se encuentra més cerca del origen de coordenadas.

4) Sea AOC un tridngulo de drea unitaria, donde A se encuentra en el eje X, O es el
origen de coordenadas y C' se encuentra en el eje Y. Si M es el punto medio del lado AC
de dicho tridngulo, hallar la ecuacién del lugar geométrico de M .

1.3 La recta

Una recta es un conjunto de puntos que satisfacen la condicién de estar alineados. Para
hallar la ecuacién de este lugar geométrico necesitamos conocer dos puntos de paso dis-

tintos, P1 (z1;91) y P (z2;y2).

i) Si &1 = x9, se tratard de una recta vertical . Para caracterizarla solo debemos dar
como informacién la abscisa de los puntos por los que ella pasa, asi, el punto P(x;y) se
encontrard en la recta que pasa por P; (z1;y1) y Po (z2;y2) siy solo si, © = x;.
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ii) Si 21 # w2, entonces la recta no serd vertical y para que el punto P(z;y) se encuentre
en la recta que pasa por Py (z1;y1) y P2 (z2;y2) se debe cumplir que :

el dngulo que forma el segmento P; P con el semieje x positivo=el angulo que forma el
segmento P P> con el semieje x positivo

1.3.1 Angulo de inclinacién y pendiente de una recta

Se llama dngulo de inclinacion de la recta L, al dngulo 6 € [0;7[ medido en sentido
antihorario desde el semieje positivo de las abscisas hasta la recta L.

Figura 3.11 Recta que forma un dngulo 8 con el semieje x positivo
Si £ es una recta no vertical, la pendiente de la recta £, denotada por m, se define
como el valor de la tangente de su dngulo de inclinacién. Es decir,

m = tand

Teorema 1.1 Si L es una recta no vertical que pasa por los puntos Py (x1;y1) y Po (z2;y2) ,
entonces la pendiente de la recta L es

-0
T2 — T1

mg

Entonces regresando a la condicién de ii):

el dngulo que forma el segmento P; P con el semieje x positivo=el angulo que forma el
segmento P} P, con el semieje x positivo
y empleando la férmula para la pendiente, se tiene que:

-y _Y%2"un
r1 — T 9 — 1

Esta es la ecuacién de la recta que pasa por Py (z1;91) v P2 (22;92) .

Observacion:

La pendiente de una recta puede ser positiva, negativa o cero, segin el dngulo de
inclinacién de la recta, asi:

Si 6= 0° entonces m =0 :
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\
x

Figura 3.12 Recta horizontal

Si0° < 6 < 90° entonces m > 0 :

Figura 3.13 Recta con pendiente positiva

Si 90° < 6 <180° entonces m < 0 :

Figura 3.14 Recta con pendiente negativa

1.3.2 Ecuacién de una recta si se conoce la pendiente (Ecuacién punto
pendiente)

Sea L la recta que pasa por el punto dado Py (zo;y0) y tiene pendiente m.
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Si P (z;y) es cualquier punto de £ con P # Py entonces:
P estd en L siy sélo si,
Y—Y
T — T

=m
Esta ecuacién se puede escribir en la forma:

y—y():m(ﬂﬁ—wo)

L:y—yo=m(x— )

1.3.3 Ordenada en el origen de una recta

Si una recta L interseca al eje Y en el punto (0;b), el nimero b se llama ordenada en el
origen .

y
A

N BOD)

A(a0)

\ ]
x

Figura 3.15 Punto de corte de una recta con el eje vertical

Si una recta £ de pendiente m y pasa por el punto (0; b) , su ecuacién se puede presentar
de la siguiente forma:

y—b=m(x—0)

L:y=mz+Db

1.3.4 Ecuacién general de la recta

Se ha visto que las rectas verticales tienen ecuacién de la forma: x = a, con a constante.
Mientras que las rectas no verticales tienen ecuacién de la forma : y = max + b.

Estas dos condiciones algebraicas se pueden representar en una sola expresion :
Ax+By+C=0
Reciprocamente, si se tiene una ecuacién de primer grado en dos variables,

Ax+ By+C=0endonde A,B,C € Ryademds A#06 B+#0

entonces esta corresponderd a la ecuacién de una recta, pues:
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a) Si B = 0, la ecuacién tiene la forma:
Ar+C =0,

que representa una recta vertical.
b)Si B # 0 la ecuacién se puede escribir

y_ B B7

la cual es la ecuacién de una recta no vertical.
Por lo tanto, una ecuacién de la forma

Ar+By+C=0con A,B,CeR; A#06 B+#0,
se llama ecuacion general de la recta.

Observacion:
Para hallar el punto en el que las dos rectas secantes se cortan, se debera resolver el
sistema lineal formado por las ecuaciones de las dos rectas.

Ejemplo 1.6 Encontrar el punto de interseccion de las rectas

y—12:1—52(x—17)

52+ 12y — 60 = 0

Solucién
Para encontrar el punto de interseccién de las rectas dadas, se resuelve el sistema:

5z + 12y — 60 = 0 (1)
120 —5y—144=0 (2

Para ello, se multiplica por 5 la ecuacién (1) y se le suma la ecuacién (2) multiplicada
por 12. Asi:

252 + 60y — 300 = 0
144z — 60y — 1728 = 0
169z — 2028 = 10

de donde z = 12 es la abscisa del punto de interseccion.

Reemplazando el valor de x asi obtenido en cualquiera de las ecuaciones (1) 6 (2) se
obtiene y = 0 como la ordenada del punto de interseccién entre las rectas. Es decir (12;0)
es el punto de interseccién pedido.

1.3.5 Angulos entre dos rectas

Si L1 y L9 son dos rectas cualesquiera (pero ninguna de ellas vertical) que se interceptan
en el punto @ entonces L1 y Lo forman dos dngulos suplementarios 8 y «— 6 .
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L L

%

o
a1 2

A

Figura3.16 Angulo medido desdeL; hacia L9 en sentido antihorario

Sean a1 y g los dngulos de inclinacién de £; y L con el eje x positivo, respectivamente.
El dngulo que forma la recta Ly y la recta Lo, se define como el dngulo 6 positivo
obtenido al rotar desde la recta Lo hacia £1 en torno al punto ),en sentido antihorario
En este caso, el dngulo entre £; y Lo estd dado
mg —my

tan9 = -
1+ mimg

siendo my y me las pendientes de £1 y Lo, respectivamente.
En efecto, como se verifica que :

0=ay— o

Entonces
tan oo — tan o

tanf = tan(ae — aq) = 1+ tan ag tan o

Como mj; = tanay y me = tan s, se tiene

1+ mims
Ejemplo 1.7 Considerar las rectas L1 y L2 cuyas ecuaciones son: y = 2x + 3 Y
y = —x + 10, respectivamente. Hallar el dngulo medido desde L1 hacia Lo en sentido
antihorario.
Solucién

Si el angulo medido desde £ hacia L9 en sentido antihorario, se denota por 6, entonces
se verifica que:

tan(f) = — 22—
1+ M, ML,
—-1-2
tan(&) = W =3

Luego, el éngulo entre £1 y L2 mide arctan(3).
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1.3.6 Posiciones relativas de dos rectas

Considerar las rectas £1 : y = mg,x + b1 y L2 1 y = mg,x + bg,ninguna de ellas recta

vertical.
a)L1 y L2 son paralelas si y sélo si, sus pendientes son iguales. Es decir, si mg,y mg,

son las pendientes de L1 y Lo, respectivamente:
El H EQ S Me, = Mg,

b)L1 y L2 son perpendiculares si'y sélo si, el producto de sus pendientes es igual a —1.
Es decir, si mg,y mg, son las pendientes de £1 y L2, respectivamente:

£1J_£2 S Mme,Me, = —1

Ejemplo 1.8 Encontrar la ecuacion de la recta que contiene el punto P(17;12) y es per-
pendicular a la recta de ecuacion

52+ 12y — 60 = 0

Solucién

12+ P(17;12)

Figura 3.17 Ubicacién de los puntos dados en el enunciado del ejemplo

Como la pendiente de la recta de ecuacién 5x + 12y — 60 = 0 es m = —1—52, entonces,
si midenota la pendiente de la perpendicular se sigue que m; = ?

Asi que de la recta que se busca, se conoce su pendiente my = 32 y el punto P(17, 12).
En consecuencia, la ecuacién de dicha recta viene dada por:

y—12:1—52(x—17)

122 — 5y — 144 = 0,

que es la ecuacion general de la recta pedida.
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Ejemplo 1.9 Considerar la recta L cuya ecuacion en su forma general estd dada por:
3z + 4y — 5 =0. Determinar:

a)La ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1;2) y es paralela a L.
b)La ecuacion de la recta que pasa por el punto P(1;2) y es perpendicular a L.

Solucién
Sean L1 y L9 las rectas paralela y perpendicular a £, respectivamente, que pasan por
el punto P(1;2). Sean mi,m y mg las pendientes de L1, L y La, respectivamente.

T X
5
-1t
Figura 3.18 Ubicacién de las rectas dadas
Como Ly y L9 son paralelas entonces m; = m y puesto que m = —3/4 se sigue que
mq = —3/4. Ahora, usando la forma punto—pendiente (Seccién 4.4.3.) de la ecuacién de
la recta, se tiene para
1-3
Li:y—2= _2_1(30—1)
3
Li:y—2=—(z—1)
4
y simplificdndola se puede escribir en la forma general £1 : 3z +4y — 11 =0
b) Como £1 1Ly , entonces mg = —1/m y como m = —3/4, se sigue que mg = 4/3.

Usando nuevamente la forma punto - pendiente se tiene para
4
Lo:y—2=—=(z—1)
3
y simplificando se puede escribir en la forma general: 4o —3y+2 =0y 3z +4y — 11 = 0.

Ejemplo 1.10 Considerar el trapecio ABCD (con vértices en sentido antihorario) de
bases BC y AD, recto en B y de 48 u? de drea.
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Se sabe que:

° ley:%x—l y Lg:y:2x—%sondosrectasdadas.

° A es punto de interseccién de las rectas L1y Ls.

° B, de abscisa positiva, estd en la bisectriz del dngulo agudo formado por Li y
Lo.

° D estd en la bisectriz del dngulo obtuso formado por Ly y Ls.

° La longitud del segmento AD es el doble de la longitud del segmento AB

° Los segmentos AB y BC tienen la misma longitud.

Con la informacién anterior, hallar las coordenadas de los vértices de dicho trapecio.

Solucién

El punto de interseccién de las rectas L1 y Lo es (1;—3).

Sea L la bisectriz del dngulo formado por las rectas dadas y m la pendiente de L.
Usando la definicién de bisectriz, se verifica que el dngulo que forman la bisectriz y L; es
igual al dngulo que forman Ly y la bisectriz.

Escribiendo esta condicién en una ecuacion, se obtiene lo siguiente:

1
m—35 2—m

1+2  1+2m

Y al resolverla se obtienen dos soluciones:

m=1y m=-1
De esta manera se obtienen las ecuaciones de las dos bisectrices:
Ly:x+y— % =0, bisectriz del angulo obtuso

L3 :x—y—45 =0, bisectriz del dngulo agudo y la que, por dato, se debe considerar
para hallar el vértice B.

Como el vértice B se encuentra en la bisectriz L3, sus coordenadas son de la forma
B(b;b — %)
Por otro lado, el drea del trapecio se obtiene con el siguiente cédlculo:

3

. 1
Area del trapecio = §(d(A; D) +d(B; C))d(A; B) = 5al(A; B)? =48

Luego , se tiene que :
d(4; B) = /32

3 1
b—1)2+(b-—=+2)2=32
( )=+ ( 2+2) 3

b—1]=4
b=5 6 b=-3
Como la absicisa de B es positiva, B(5; %)

Se traza una recta que pase por B y que sea paralela a Ly para hallar C(1; 1—25)
Finalmente, en la recta Ly se encuentra el vértice D(—8; 175)
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1.3.7 Distancia de un punto a una recta

Dada la ecuacién general de una recta £ : Az + By+C = 0, se puede hallar a qué distancia
se encuentra un punto P(z1;y1) cualquiera del plano de la recta £. Para ello se procede

de la siguiente manera:

Paso 1
Sea H el pie de la perpendicular bajada de P a £. La longitud del segmento PH sera,

la distancia del punto P a la recta L.

d(P; L) =d(P;H)

\ P(x1;y1)
(]

L : Ax+By+C=0

Figura 3.19 Ubicacién de un punto cualquiera y de una recta cualquiera

Luego para hallar d(P; £),bastard hallar H y luego calcular la distancia entre los puntos
d(P; H).

Paso 2
Como mg, = %, encontramos que

Li: Bx — Ay + (Ay1 — Bz1) = 0;
y el punto H (2,1') se obtiene resolviendo el sistema

Az + By +C =0,
Bx — Ay + (Ayy — Bz1) =0.

Asi,

H= <B2$1 - BAy1 —CA A2y1 - AB.Tl - BC)

A? 4 B2 ’ A% + B?

Paso 3
2 _ _ 2 244 — _ 2
4(P) = | (1 — ogBam=CAY" | (yy  HmcppoobCY”
2
d(P;L) =/ AntButc)
De donde, por propiedad del valor absoluto,

_ |Ax1+By1+C’|

WP L) = — g
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Caso particular:
Dadas dos rectas paralelas

Ly : Az+By+Cy=0
Ly @ Az + By+Cy =0,

la distancia entre ellas se puede calcular a través de la siguiente férmula:

_ 16 -Gy
Ve

Ejemplo 1.11 Encontrar la distancia del punto P(17;12) a la recta

d(L1;L2)

52+ 12y — 60 = 0

Solucién
Usando la férmula de distancia de un punto a una recta, se obtiene:

|5(17)+12(12) + (—60)‘ _ |85 + 144 — 60‘ _ @
52 + 122 o 13 13

A continuacién se presentan méds ejemplos relacionados con rectas.

=13

Ejemplo 1.12 Los puntos A(1;3) y B(2;4) son dos vértices consecutivos del rectdngulo
ABCD. Si M es el punto de interseccion de las diagonales de dicho rectangulo y estd
situado en el eje X, hallar:

a)Las coordenadas del punto M.
b)Las coordenadas de los vértices C'y D.

Solucién
d(M;A) = d(M;B)
(m—12+32 = (m-2?+42=m=5
Asi, M(5;0).
e+ 1 3
Clesiey) = = =522 20— C(9;-3)
dp+2 _ dy+4
D(dy; d,) ; — 5, y; — 0= D(8;—4)

Ecuacién del lado AB:y—3=2—1
Ecuacién del lado CD : y+3 =2 —9
Ecuacién del lado BC 1y —4 = —z + 2

Ecuacién del lado AD :y — 1= —2+3
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Ejemplo 1.13 La recta que aparece en la figura muestra la relacion entre el precio p de
un producto y la cantidad q en (millares) que los consumidores comprarian a ese precio.
Calcular e interpretar la pendiente.

Aumento de

/ 1 unidad
Disminucié n de

+— 2 deunidad

4

Figura 3.20 Interpretacién geométrica de la pendiente de una recta

Solucién

Se reemplazan en la férmula de la pendiente los valores de x por los de ¢, y los de y
por los de p. Se puede elegir cualquier punto de la figura como el (g1;p1). Haciendo que
(2;4) = (q1;p1) y (6;1) = (g2; p2), se tiene que:

G—q 6-2 4 4

La pendiente es negativa, —%. Esto significa que para cada aumento unitario en la can-

pp—p1 _1—-4 -3 3
m = = _— =

tidad (mil productos), se ocasiona una disminucién en el precio de — (unidades monetarias

por producto). Debido a esta reduccién, la recta desciende de izquierda a derecha.

Ejemplo 1.14 Dado el triangulo ABC' con A(—2;4), B(3;—2) y C(1;6), hallar:

a)las ecuaciones de las mediatrices correspondientes a los lados AB y AC.
b)el dngulo interior del vértice A.

Solucién

Como la mediatriz de un segmento es la recta perpendicular al segmento que pasa
por su punto medio, se calculan los puntos medios de los segementos respectivos y las
pendientes de las rectas perpendiculares, respectivas, obteniéndose:

mac = %, punto medio de AC (—%; 5)

Luego, la mediatriz de AC"

-3
y—5:7($+1/2)ﬂ4y+6$:17
map = —2, punto medio de AB (3;1)
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Luego, la mediatriz de AB :
y—1=5/6(x —1/2) - 12y — 10z =7

b)Angulo a medido de AB a AC:

tan(a) _ MAC —MAB 2/3+6/5 _%
- l4+macmap  1+(2/3)(-6/5) 3

a = arctan(28/3).

Ejemplo 1.15 Considerar la siguiente figura en la que Ly es perpendicular a la recta Lo
en el punto A, L1 es paralela a la recta L3 y en donde el punto A tiene coordenadas (6;0).

£1 £3

L

Figura 3.21 Ubicacién de las tres rectas del enunciado del ejemplo

Si el 4rea del trisngulo AOB es 15u?, hallar:
a)Las ecuaciones de L1 y Lo.
b)La ecuacién de la recta L3, sabiendo ademds que el drea del trapecio ABC'D es 45u®.

Solucién

a) Si B(0;b) entonces

drea del tridngulo AOB = @ =15 — b=-5

Como L; pasa por (6;0) y por (0;—5) — Li: y= %x -5
Como L9 pasa por (6;0) y es perpendicular a £ entonces

6 36
Loiy=—= —
2:Y 5£E + 5
b)Sea C(0; ¢) y D(d;0) entonces
drea del tridngulo COD = 60 = d(2c)
Ademass,
0—c 5
e R
reemplazando se obtiene que d =12 y ¢ = —10.
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Luego,

5
Eg:gzax—lo.

Ejemplo 1.16 Considerar el paralelogramo ABCD con lados paralelos AB y CD en el
que se verifica que:

i)El lado AB est4 contenido en la recta de ecuacién y = x + 2.

ii)El lado BC estd contenido en la recta de ecuacion y = (—1/2)x + 5.

iii)La suma de las ordenadas en el origen de las ecuaciones de las rectas que contienen
a los lados AD y DC sea 4.

Encontrar la ecuacién del lugar geométrico descrito por el vértice D.

Solucién

Figura 3.22 Ubicacién de los datos del ejemplo
Primero graficar las dos rectas obtener las coordenadas del punto de interseccidn,
B(2;4) : o
Luego, ubicar en el plano el punto D de coordenadas (x; y) de modo que DA sea
perpendicular a DB.

Denotemos al vértice D por (d;;ds), entoncese verifica que:
La recta AD tiene ecuacion y=(-1/2)z+m

La recta b—é’ tiene ecuacion y =z +n

Como (dy;ds) satisface ambas ecuaciones, se verifica que:

dy = (—1/2)d1+m
do = di+n

Por dato, m + n = 4, entonces, sumando las ecuaciones anteriores y reemplazando se
obtiene que:

2dy = (1/2)dy + 4.
Ejemplo 1.17 Dados:
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el segmento AD donde A(1;4) y D(5;8),

la recta £1 que pasa por A y forma un dngulo de 45° con la recta (medido desde £;
hacia ),

la recta Lo que pasa por B punto medio de AD y que forma un dngulo de 135° con la
recta L1 (medido desde £; hacia L),

Hallar las ecuaciones de L1 y Lo.

Solucion

-4

Figura 3.23 Ubicacién de los datos del ejemplo
Ecuacién de la recta que contiene al lado AD :

814
T 5—1

y—4 (x—1)=y=a+3

Como el dngulo entre £1 y AD es 45° y éste ha sido medido desde £; hacia AD :

tan 450 = A0~ Ty
1 + mapmr,
entonces myg, =0
Por lo tanto
Li:y=4.

Como el dngulo entre £1 y L9 medido desde £; hacia Lo es135°, el dngulo medido
desde L9 hacia £1 mide 45°.

tan45° = — e
1+ mpr,mr,
entonces mp, = —1. Por lo tanto,
Loy:y=—x+9

Ejemplo 1.18 Dos lados consecutivos de un rectdngulo estdn contenidos en las rectas L1y
Lo. La ecuacion de Lies 26 —y+ 1 =0 y Lo tiene ordenada en el origen igual a 1. Si
uno de los vértices de dicho rectangulo es A(7;0),

a)hallar los otros vértices del rectdngulo
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b)hallar el 4ngulo agudo formado por las diagonales del rectdngulo.

Solucién

a)
L1:22—y+1=0
Eg:y:—éerl

C =L1NLy =(0;1) es el vértice opuesto a A.

Sean L3 y L4 las rectas que contienen a los otros lados del rectangulo.

L3 tiene pendiente m3 = my = 2 y punto de paso A(7,0) entonces
L3:y=2(zx—T7)

L4 tiene pendiente m4 = ms = —1/2 y punto de paso A(7,0) entonces

1
£4:y:—§($—7)
B = L5 N L3 y resolviendo el sistema:

y:—%x—i-l
y=2(x—7)

se obtiene B(6; —2)
D = £1 N Ly y resolviendo el sistema

{ 2r—y+1=0
y=—5(x—7)

se obtiene D(1;3)

b) La pendiente deBD es —1

La pendiente de AC es —1/7

Sea « el dngulo agudo formado por las diagonales, aplicando la férmula tenemos:

7o (c)
Ty

tana =

Por lo tanto a = arctan(3/4)

Ejemplo 1.19 Desde el punto Q(—1;—1) se trazan rectas L que cortan simultdneamente
a las rectas
L1:3x+2y=06,Ly:y =3,

en los puntos A y B, respectivamente. Si M es el punto medio del segmento AB, hallar
la ecuacion del lugar geométrico del punto M.

Solucién 1

Como A pertenece a L1: A (r; 6_237")

Como B pertenece a La2: B(s;3)

Como M (z;y) es punto medio del segmento AB, entonces

6—=3r
_rks 5 +3
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Se requiere otra relacién entre r y s, entonces empleemos el hecho que A, B y Q estédn
alineados:
%41 341

r+1  s+1’

maQ = MBQ —

11r
de donde s =
e donde s 53

Regresando a (%):

20 =r+s,4y =12 — 3r

11r 12 — 4y
2 = =
TETE ST 3
197 — 32
o=
S

Reemplazando, se obtiene:
oy W=3)y+7)
3(1—-y)

Solucion 2
Sean A = (r,s),B = (p,3) y M = (x0,Yo)

Yo+ 1
To+1

L:y+1:< >(sc+1)

Ademsds A pertenece a la intersecciéon de Ly £y
3r+2s=6
(yo+1)r — (zo+1)s = xo0 —yo

resolviendo
370+ 2y, + 5’ 3z, + 2y, + 5

y como B pertenece a la interseccién de L y Lo

d(ro+1)=(yo+1)(p+1)
de donde
_ Az, — Yo+ 3
P

M punto medio.

Entonces
s+3 9y, —3x,+ 6+ 92, + 6y, + 15

2 6z, + 4y, + 10

de donde operando y cambiando (zo,yo) por (z,y).
se tiene el LG pedido

Yo =

6zy + 4y? — 5y — 62 — 21 = 0.
Ejemplo 1.20 Dadas las rectas L1 :38c — 41y +199=0y Ly : 22 +y+ 1 =0,
a)Hallar la ecuacién de la recta bisectriz L3 del éngulo agudo formado por Ly y Lo.
b)Por el punto B(11;12) se traza la recta L4 , perpendicular a £3. Hallar el perimetro

del tridngulo determinado por las rectas L1, Loy Ly4.

Solucion
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Resolviendo el sistema de ecuaciones

38r — 41y = —199
2r+y=-1

obtenemos A(—2;3)

L

Y

Figura 3.24 Ubicacién de los datos del ejemplo

38
—2-m m-%

1—2m  1+m3’

entonces
2+m  4lm —38
2m —1 41+ 38m’
luego
22m? — 117m — 22 = 0,
al resolver la ecuacién cuadritica m = 1—21 V. m= —%

m = % pues es de pendiente positiva.
La ecuacién de la recta bisectriz es L: 11z — 2y +28 =0
La ecuacién de

2
£4.y—12——ﬁ(x—11)

Intersectando L1 y Lo : A(—2;3)
Intersectando L1 y L4 : B(33/4;25/2)
Intersectando Loy L4 : C(—33/4;31/2).
Luego, el perfmetro:

p=d(A;B)+d(A;C) 4+ d(B;C)

donde
A B) = /(B +2) + (% -3) = BV5,
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d(A;0) = \/(~3 +2)" + (3 —3)" = 13493

4
A(B;0) = /(-5 )"+ (3 - §) = VT
Por tanto,

25 1 1
p= Z\/B + Z\/§V493 + o VATIT

1.3.8 Problemas propuestos

1)Los puntos A(4;4), B(8;3) y C(6;7) son los puntos medios de los lados PR, PQ,QR
respectivamente, del tridngulo PQR.

a)Hallar las coordenadas de los vértices P, Q y R.

b) Considerar que M, N y O son los puntos medios de los lados AC, CB , AB re-
spectivamente, del tridngulo ABC.

¢)Demostrar que el perimetro del tridngulo MNO es la cuarta parte del perimetro del
tridngulo PQR.

2)El punto A(—4,5) es un vértice de un cuadrado una de cuyas diagonales estd en la
recta L : 7Tx —y + 8 = 0 . Hallar la ecuacién de la segunda diagonal y los otros vértices
del cuadrado.

3)Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto A(2;—1) y forman un
angulo 6 = arctan% con la recta que pasa por los puntos B(—1;2) y C(5;6).

4)En el tridngulo ABC se conocen el vértice A(—1,6) y las ecuaciones de la altura
3z + 2y = 0 y de la mediana = + y = 0, trazadas desde otro vértice. Hallar las ecuaciones
de los lados del tridngulo.

5)El drea del tridngulo ABC es 10u?, la recta £; : 3z — y — 10 = 0 contiene al lado
AC. Ellado AB es perpendicular a la recta £, donde B(2,6).

a)Hallar los vértices Ay C

b)Hallar el punto D, interseccién de la recta BCde pendiente positiva, con el eje X

c)Hallar la distancia del punto D a la recta AB

6)Sea ABC'D un trapecio isésceles que cumple las tres condiciones siguientes:

i)la base menor AB est4 contenida en la recta £ : & —y + 6 = 0, su punto medio est4
en el eje Y y la abscisa de B es 2;

ii)la base mayor CD est4 contenida en la recta Lo : 2 —y — 2 = 0;

iii)cada lado no paralelo del trapecio mide v/34.

Hallar las ecuaciones de las rectas que contienen a los lados no paralelos del trapecio.

7)Dado el tridngulo ABC con A(—2;4), B(3; —2) y C(1;6), hallar:

a)las ecuaciones de las mediatrices correspondientes a los lados AB y AC.

b)el dangulo interior del vértice A.

8)Hallar el drea del tridngulo ABC' cuyos lados estdn contenidos en las rectas dadas:
AB esta contenido en la recta £1 : 22 +y — 13 = 0.

AC esté contenido en la recta perpendicular a la recta 5y = x que pasa por (2;3).
BC esté contenido en la recta paralela a la recta 5y = = que pasa por (—3;2).

9)Los lados iguales de un triangulo isésceles ABC, con base AB, miden 21/10 y dos de
sus veértices son A(-1; -1) y B(3; 3). Si C tiene abscisa negativa, hallar:
a)las coordenadas del vértice C.
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b)la ecuacién del lugar geométrico determinado por los puntos P(z; y) cuya distancia
al vértice C' es igual a la distancia a la mediatriz de AC.
10)Escribir la ecuacién de las rectas £, m,n, y r indicadas en la figura.

Figura 3.25 Rectas con un punto de paso comuin

11)Escribir la ecuacién de las rectas £, m,n y r indicadas en la figura

Figura 3.26 Rectas con distintos puntos de interseccién
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Cada una de las figuras geométricas que pueden obtenerse como la interseccién de un
cono circular recto de dos hojas con un plano, se llaman secciones cénicas o simplemente
c6nicas. Estas gréficas corresponden a lugares geométricos que tienen aplicaciones en
distintas areas.

En efecto, las cénicas son herramientas importantes para las investigaciones sobre el
espacio exterior y para el estudio de las particulas atémicas. En la fisica se demuestra
que si una particula se mueve bajo la influencia de un campo de fuerza proporcional al
inverso del cuadrado de la distancia, entonces su trayectoria puede describirse por medio
de una curva cénica. Los campos gravitacional y electrostédtico son ejemplos de este tipo.
Las orbitas de los planetas son elipticas. Si la elipse es muy "delgada" la curva semeja la
trayectoria de un cometa. La trayectoria de una particula alfa en el campo eléctrico de un
nicleo atémico puede ser descrita por una hipérbola.

En las siguientes secciones estudiaremos las cénicas con detalle.

1.4 La circunferencia

La circunferencia C es el conjunto de puntos de un plano que dista una distancia fija r de
un punto fijo C(h; k). El punto dado se llama el centro de la circunferencia y la distancia
constante el radio.

P(xy)

Figura 3.27 Conjunto de puntos que equidistan de un punto fijo

Para el caso particular en que el centro es el origen de coordenadas (0;0), la ecuacién

toma la forma:

2 2 2
o? 1 =12

que es conocida como la forma candnica de la ecuacion de la circunferencia.

Observaciones:
a)Si se desarrolla la ecuacién de la circunferencia

(0= h)? + (g =) = 72
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se obtiene:
2?4+ +Dr+ Ey+F=0---(%)
donde:
D = —2h,
E = -2k,
F=h?+k—r2

Por lo tanto, la ecuacién de cualquier circunferencia puede escribirse en la forma (%),
llamada forma general de la ecuacién de la circunferencia.
b)Dada la ecuacién
2+ +De+Ey+F=0

agrupando téminos resulta:
(z* 4+ Dz) + (y* + By) = —F

Y completando cuadrados en las variables = e y, tenemos:

D? E? D2+ E? —4F
<sc2+D:E+T> + <y2+Ey+T> =1

de donde
D\? E\? D2+ E?2_4F
) t\ty) ™)

Del valor del segundo miembro de (**) depende el que (%) corresponda o no a la ecuacién
de una circunferencia.

Hay tres casos a considerar:

Caso 1. Si D? + E? — 4F > 0, entonces (**) representa una circunferencia con centro

C(—2,-L) y radio r = YD HL2=AL

2°7 2
Caso 2. Si D? + E? — 4F = 0, entonces la ecuacién () representa un sélo punto de
coordenadas C(—%, —%)

Caso 8. Si D? + E? — 4F < 0, la ecuacién (¥*) no representa, en este caso, a ningin
punto del plano. Su gréfica es el vacio.

Ejemplo 1.21 Dadas las rectas Ly : © —2y —1 =0 y Lg:2x —y—1 =0, hallar la
ecuacion de la circunferencia de radio 2 que pasa por el punto (%4; 2) Y cuyo centro se
encuentra en la bisectriz del dngulo que forman las rectas Ly y Lo.

Solucién
Sea C'(h; k) el centro de la circunferencia

C:(z—h)?+(y—k?=4
Como C estd en la bisectriz entonces

d(C;L£1) = d(C;La)
h—2k—1  [2h—k—1]
V5 B V5

entonces k= —hVk=h—2/3
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De las dos opciones elegimos k = h —2/3 pues para k = —h al tener h y k distinto
signo, no es posible que disten 2 unidades del punto (14/3;2).
Luego

(x—h)?+(@y—h+2/3? = 4
(14/3 — h)* + (2 — h +2/3)?

de donde h=2y h=14/3
k=4/3y k=4,
entonces las circunferencias son:

C:(x—2%+(y—4/3)%=4,C: (x—14/3)*+ (y—4)* =4

1.4.1 Elementos de la circunferencia

Existen varias rectas y puntos especiales en la circunferencia.

Un segmento que une dos puntos de la circunferencia se llama cuerda.

A las cuerdas de longitud méxima (aquellas que pasan por el centro) se les llama
didmetros.

Se conoce como radio del circulo a cualquier segmento que une el centro con la circun-
ferencia, asi como a la longitud de los mismos.

Una recta que atraviesa la circunferencia, cortdndola en dos puntos, se le llama secante,
mientras que una recta que toca a la circunferencia en un sélo punto se denomina tangente.
El punto de contacto de la tangente con la circunferencia se llama punto de tangencia. El
radio que une el centro con el punto de tangencia es perpendicular a la tangente.

Tangente

Figura 3.28 Elementos de una circunferencia

Recta tangente a una circunferencia
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> <

Q=(x;y)

\J

o

Figura 3.29 Recta tangente en el punto Q

Como se menciond anteriormente, la recta tangente a la circunferencia C en el punto
@ es aquella recta que interseca a la circunferencia C solo en el punto @ (llamado punto

de tangencia).
Existe un método, llamado el método del discriminante, que se usa para determinar si

una recta £ de ecuacion :
Az +By+C=0---(1)

es tangente a una circunferencia C,
?+y*+Dx+Ey+F=0--(2)

Este consiste en resolver simultdneamente las ecuaciones (1) y (2) y determinar sus
soluciones que serdn a la vez las coordenadas de los puntos que pertencen simultdneamente

aC yal.
Asi, si de (1) se despeja y en términos de z,se obtiene :

Yy =mx +d,
y se reemplaza en (2), se tiene
22+ (mzx+d)?+Dx+E(mz+d) +F=0
desarrollando y agrupando se obtiene
(1+m?) 2+ (D +2dm+mE)x + F +bE+d* =0
Expresion que es de la forma:

ax’ +br+c=0

y cuyas raices estdn dadas por

. —b+ b2 —4ac
- 2a

40



La naturaleza de las raices depende de la expresién denominada discriminante:
A =b? —dac

a)Si A = b? —4ac < 0, entonces las raices no son reales, es decir, no existe interseccién
entre la recta y la circunferencia.

b)Si A = b% — 4ac > 0, entonces las raices son reales y diferentes, es decir, existen dos
puntos de interseccién entre la recta y la circunferencia. Por lo tanto la recta £ es una
recta secante.

¢)Si A = b? — dac = 0, entonces existe un tinico punto de interseccién entre la recta y
la circunferencia. Luego, la recta es tangente.

Ejemplo 1.22 La circunferencia C es tangente a la recta L: x+y-+10 = 0 y pasa por los
puntos de interseccion de las circunferencias Cy : 2?+Ty+y? = 11 yCo : 222 4+2y%—8y = 0.
Hallar la ecuacion de la circunferencia C.

Solucién

En primer lugar se determina la interseccién de C1y Co : A (—\/3; 1) y B (\/g, 1).

Si Q(h; k) y 7 son el centro y el radio de la circunferencia C, respectivamente, como Q
pertenece a la mediatriz del segmento AB, entonces h = 0.

C:a22+(y—k)?2=r2
Calculamos la distancia del centro Q(0; k) a la recta £ : x + y + 10 = 0:

_ |k + 10|
\/5 ’
Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene
k2 420k +100 — 272 = 0.. ... (%)

Por otro lado, B (\/g, 1) pertenece a la circunferencia, entonces

(V3—h)®+(1—k)? =12

y simplificando
k2 —2k4+4 =12 (x%)

De () y (x*) operando y simplificando se obtiene:

E=124+2V59V k=12 —2/59.

Como k es negativo, k = 12 — 2+/59.
Reemplazando en (#*)se tiene que: 72 = 360 — 44+/59.
Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia C sera:

C: 2?4 (y — 12+ 2v/59)% = 360 — 44/59.
Ejemplo 1.23 Dadas las rectas L1 : x —2y —1 =0 y Lo : 22 —y — 1 = 0, hallar la

ecuacion de la circunferencia de radio 2 que pasa por el punto (14/3;2) y cuyo centro se
encuentra en la bisectriz del dngulo que forman las rectas L1 y Lo.
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Solucién
Sea C'(h; k) el centro de dicha circunferencia, entonces debe cumplirse que:

d(CsejeX) =d(C;ejeY) = d(C; P)

Como la circunferencia se encuentra en el primer cuadrante,

k=h=y/(h=3)+ (k-6

Resolviendo este sistema de ecuaciones se obtienen dos soluciones: h =15 6 h = 3.
Por lo tanto,

Ci : (z—15)2+ (y—15)? = 152
Co : (z—3)%+ (y—3)2 =32

Ejemplo 1.24 Respecto a una circunferencia C se sabe lo siguiente:

i)Su centro estd en la recta £;, tangente a la circunferencia 22 + 9% = 25 en el punto
P(3;4).

ii)Su radio es 5.

iii)Es tangente a la recta Lo : 3x — 4y — 42 =10

Hallar la ecuacién de C (dar todas las posibles soluciones).

Solucién

La pendiente de £1 es —3/4, puesto que £ es perpendicular a la recta que contiene el
radio OP, siendo O = (0;0)

Luego:

3 3 25
Ll:y—4:—l—l(m’—3)ﬂ£1:y:—l—lx+z

Sea C' = (h; k) el centro de C':

325 25 — 3h
Ceﬁlﬁk——1h+z—>0—<h, . >

3h—4 25— 3h 42
_ |3h—4k—42|_ ( 4 )
d(07[‘2) =5— \/m =35 V32142

s |6h — 67| = 25 — (6h — 67 = 25 6 6h — 67 = —25)
—h=%6h=T

=5

Y las posibles circunferencias serian:

46 21 46\ 2 21\ 2

h=7T—k=1-C: (-7 +@ky—-172=25

Ejemplo 1.25 Sea M(1;5) el punto medio de la cuerda AB de la circunferencia C cuya
ecuacion es C: x? +y? —4x — 12y + 20 = 0.

a)Determinar las coordenadas de A y B.

b)Determinar las coordenadas del punto D, de ordenada mayor que 2 y que es punto
de interseccién de la circunferencia C con el eje Y.
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c)Hallar el drea del tridngulo ABD.

Solucién

Figura 3.30 Ubicacién de los datos del ejemplo

Completando cuadrados se obtiene:

C:(z—2)*+(y—6)* =20.

Sea L 4p la recta que contiene a la cuerda AB que pasa por M(1;5) y es perpendicular
al segmento que une el centro de C con el punto M

Lap:y—d=—(r—1)=y=—-2+6...(1)

Los extremos de la cuerda AB, A y Bse hallan en la interseccién de C y Lap.

(-2 4+ (—2+6—-6)2=20= (z—2)*+22=0.

Desarrollando: 22 — 2z — 8 = 0.

x=4 o x=-2 en (1)

A(4;2) y B(—2;8) .

El punto D: =0 — 4+ (y — 6)? = 20 — y = 2(no de considera por dato) 6 y = 10

D (0;10).

Base del trigngulo ABD : Longitud de AB = 61/2

Altura del tridangulo ABD :

d(D; L.ap) = %

Por lo tanto el drea pedida es: 12 u?.

Ejemplo 1.26 La recta L1 : 22 + /5y —5 = 0 es paralela a una recta tangente a la
circunferencia C de centro (2;—5). Ademds se sabe que Ly dista de dicha recta tangente

en @ unidades.
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a) Hallar la ecuacién de la circunferencia C (dar todas las soluciones).
b) Bosquejar la circunferencia y su recta tangente para las soluciones encontradas en

Solucién
Sea L la recta tangente a la circunferencia C , con ordenada en el origen b.
Como L1//L entonces L: \/_ —y+b=0.

d(Ly; L) = d(Py; £) = 2Y3=8 dondep1 (5/2;0) € L.
Entonces

|-V5+b| 558

9/5 37
de donde b=5— 35 v p=185 _5
Caso I: Si b:5—3—‘5/gentonces

105 -7

r=d((2: -5);L) = 3

s . 2 4 2 _ (10v/5-7 2
Ecuacién de C: (z —2)* + (y+5)° = (T)
Caso II: Si b= 13\/_ — 5 entonces

Ecuacién de

C:(z—2+(y+52*=09.
b)
Para el caso I:

%

Figura 3.31 Caso cuando b =5 — —

Para el caso II:
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Figura 3.32 Caso cuando b = i\/g -5

)

Ejemplo 1.27 La recta L:y =mx+b, con m <0, es tangente a las circunferencias Cy
y Cy, donde Cy : 2% +y? = 6—54 y el centro de Cy se ubica en el punto (8;0). Si se sabe que

C1 y Ca2 no son secantes y que la menor distancia entre C1 y Co es 40%6\/5 unidades:

a)Hallar la ecuacién de Cs.
b)Determinar la ecuacién de L.
c)Hallar la interseccién de £ con la circunferencia C;.

Solucién
a) Si d es la distancia mds corta entre C; y Ca, con radios respectivos 71 y r2 entonces:

r1 +d+ 2 = d((0;0), (8;0))

y

Figura 3.33 Ubicacién de los datos del ejemplo

45



005y =8

de donde 7“2:%
Luego:

Csy: (m—8)2+y2=6€4

b)Si £ : mz —y + b =0, entonces usando d(C, L) =r:

bl 8 18m+bl _

8
Vmirl VB Y VmErl | VB
Igualando queda
|b] = |8m + b

De donde : m = 0 (descartado pues la recta no es horizontal) 6 b= —4m.

Reemplazando en la primera ecuacion:

|—4m| _ 8
m24+1 V5
y resolviendola se obtiene: m = —2 ¢ m = 2 (descartado).

Luego: m = -2y b=28. Es decir, L:y=—-2x+8

c¢)Sea
m2+y2=%
QEClﬂﬁ.{ — 148

Para resolver el sistema, se reemplaza la segunda ecuacién en la primera:

64

2?4+ (8 —2x)% = Eﬂ25x2—1605c+25620
16 8
5c—16)2 = 0 = y=-
(5z — 16) —rT=EL Y=g

Por lo tanto, Q (2;3).

Ejemplo 1.28 Por un punto T de la circunferencia C : x> — 6x +y> +5 = 0 se traza
la recta tangente L1, luego la recta Lo, paralela a Ly, que dista de ella en 2 unidades y
que no corta a la circunferencia C'. St D es el punto de interseccion de Ly con la recta
perpendicular a L1que pasa por T y T se desplaza sobre C,

a)Hacer un esbozo de la situacién descrita.

b)Hallar la ecuacién del lugar geométrico descrito por el baricentro del tridngulo TDH,
siendo H(—6;9).

c¢)Graficar el lugar geométrico obtenido en b).

Solucién
De 22 — 6z + 4% + 5 = 0 entonces

(z—3)2+y*=4.

Para un punto T'(xg;yo) arbitrario, graficamos L1 , C, Lo y la recta que pasa por 1"y
el centro de C, L.
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Si T'(xo;yo) estd en C, entonces

C:(xg—3)2+92 =4...(1)

La pendiente de £ : m = -2

ro—3"
Si D(x1;y1) entonces T' es punto medio de ¢ y D, por lo tanto, zo = "”1;3; Yo = %,

esto implica que

D(Z(EQ - 3; 2y0).

Las coordenadas del baricentro del tridngulo T'DG, B(z;y) = B(xo— 3;yo+3), despe-
jando y reemplazando en (1);

C:a’+(y—3)*=4

otra circunferencia.

10

Figura 3.34 Ubicacién del lugar gométrico descrito por B

Ejemplo 1.29 Dadas las circunferencias
Cr:ax?+1y?+4x—4y—5=0 y Co:2?>+¢> - 102+ 10y +9=0

a)Hallar la ecuacién del eje radical de C; y Cq , teniendo en cuenta que el eje radical de
dos circunferencias es la recta que pasa por los puntos de interseccion, si existen, de estas.

b)Hallar la ecuacién de la circunferencia C cuyo centro se encuentra en la recta L :
2x +y — 14 = 0 y pasa por los puntos comunes a C; y Ca.

Solucién

a)Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de las dos circunferencias, se
obtienez =y +1 .

Y reemplazando se tiene que: A(1;0) y B(0;—1).

Luego, la ecuacién del eje radical serd: y =x — 1

b)El centro C' dela circunfererncia C debe estar en la recta £ : k = 14 —2h y planteando

d(C; A) =d(C; B)
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se obtiene h = 14.
Luego el centro es C(14; —14) y

C:(z—14)? + (y + 14)* = 365

1.4.2 Problemas propuestos

1) Una circunferencia pasa por los puntos A (—5;1), B(—2;4) y C'(1;1). Hallar
a) el centro y radio de la circunferencia,
b) los puntos de interseccién con los ejes coordenados.

2) Hallar el valor de k para que la ecuacién
4y —8r+10y+k=0

represente a una circunferencia de radio 6.

a) Trazar la grafica de esta circunferencia.

b) Hallar los puntos de interseccién de esta circunferencia con el eje de ordenadas.

c) Establecer el intervalo de nimeros reales que recorre x y el intervalo de nimeros
reales que recorre y.

3) Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los puntos A(2;0), B(0;2) y es
tangente a la recta £ : x +y = 6.

4) Dos circunferencias C; y Co son concéntricas y el radio de C; es 3v/5u; ademds
la recta tangente a Cp, corta a Co en los puntos A(8,—10) y B(12;—2). Encontrar las
ecuaciones de C; y Co de manera que la abscisa del centro de C; sea menor que 10.

5)Los vértices de un cuadrado estén sobre larectas £ : z—Ty+35 =0, Lo : x—Ty—15 =
0, L3 :Tx+y—5=0, L4 : Tx+y—>55 = 0, hallar la ecuacién de la circunferencia circunscrita
al cuadrado.

6) La circunferencia C; tiene centro en el origen y la circunferencia Cy tiene radio 5 y
centro en el eje X .

La recta L es tangente a ambas circunferencias, a C; en el punto A y a Cy en el punto
B(8;4).

Determinar:

a)La ecuacion de la circunferencia Ca.

b)La ecuacion de la recta L.

¢)El punto de tangencia A y la ecuacién de la circunferencia Cj.

7) Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por el punto P(3,6) y es tangente
a los ejes coordenados.

8) Dada la circunferencia C :2% + (y — 2)? = 4, determinar la ecuacién que contiene al
lugar geométrico del baricentro del triangulo RST), si:

a)R es el centro de la circunferencia C , y

b)la recta que contiene a ST es tangente a la circunferencia C en el punto T’y corta al
eje de las abscisas en S.
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Figura 3.35 Una posible ubicascién del punto T

1.5 La parabola

Una pardbola P es el conjunto de puntos del plano que equidistan de un punto fijo F'y
una recta fija D.
As, P={PecR*:d(P;F)=d(P;D)}

Figura 3.36 Elementos generadores de una pardbola

1.5.1 Elementos de la parabola

Los principales elementos de la parabola son:
Foco: Punto fijo.F
Directriz: recta fija D
Eje focal: recta que pasa por el foco y es perpendicular a la directriz.
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Vértice: punto de interseccién de la pardbola con el eje focal.

Cuerda: segmento que une dos puntos arbitrarios de la pardbola
Lado recto: segmento cuyos extremos se encuentran en la pardbola y es perpendicular
al eje focal.

y

A
Eje focal Cuerda
P
Lado Recto Focag
\( | 9
Vertice
Directriz

Figura 3.37 Elementos de una pardbola

Propiedad

La longitud del lado recto de una parédbola es cuatro veces la la distancia del vértice
al foco de dicha pardbola.

Asi, si |p| = d(V; F) entonces longiutd del lado recto=4 |p| .

1.5.2 Ecuacién de la parabola con directriz paralela a un eje coordenado

a) Parabola con directriz horizontal
Aplicando la definicién de parédbola para el caso en el que el vértice es el punto V' (h; k),
el eje focal es x = h y su directriz es la recta y =k — p,

(=h)* = 4 p(y—k)

\]

Figura 3.38 Pardbola con directriz horizontal

se obtiene que la ecuacién de la pardbola es:
(= h)? = 4p(y — k).
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b) Pardbola con directriz vertical

Aplicando la definicién de pardbola para el caso en el que el vértice es el punto V(h; k),
el eje focal es y = k y su directriz es la recta x = h — p,

Directri x=h-p
(-K)* = 4 p(x-h)

F(h;yV(h;k)

\J
x

Figura 3.39 Parédbola con directriz vertical

se obtiene que la ecuacién de la pardbola es:

(y— k)* = 4p(z — h)

Observaciones
i) El nimero real p distinto de cero, es el pardmetro y en valor absoluto representa la
distancia del vértice V' al foco F.

ii) Para el caso a) :

(& —h)? = 4p(y — k)

Sip > 0, entonces y > k. Luego, la gréfica estard formada por puntos cuya ordenada
es mayor que la ordenada del vértice. En ese caso se dice que "La pardbola se abre hacia
arriba".

Sip <0, entonces y < k. Luego, la gréfica estard formada por puntos cuya ordenada
es menor que la ordenada del vértice. En ese caso se dice que "La pardbola se abre hacia
abajo".

iii) Para el caso b) :
(y — k)* = 4p(z — h)

Si p > 0, entonces x > h. Luego, la grifica estard formada por puntos cuya abscisa
es mayor que la abscisa del vértice. En ese caso se dice que "La pardbola se abre hacia la
derecha".

Sip <0, entonces x < h. Luego, la grifica estard formada por puntos cuya abscisa
es menor que la abscisa del vértice. En ese caso se dice que "La pardbola se abre hacia la
izquierda".
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Ejemplo 1.30 Sean las pardbolas Py y P , los puntos A(—22;22) y B(18;22). Se verifica
que ambos puntos pertenecen a las dos pardbolas y que dichas pardbolas también tienen la
misma directriz horizontal que corta al eje Y en un punto de ordenada negativa. Si ademds
se sabe que la distancia entre los focos de estas dos pardbolas es 30 unidades.

a)Expresar las coordenadas de los focos de P; y P, en términos de una sola variable.

b)Hallar las ecuaciones de P; y Ps.

c)Graficar P; y P, en un mismo sistema de coordenadas cartesianas, senalando las
coordenadas de sus vértices y focos.

Solucién

a) Sea la directriz comin D :y =b, Fj: Foco 1, Fj: Foco 2.

Como las ordenadas de A y B son iguales entonces el eje focal £ es mediatriz del
segmento AB. Luego £ :z = —2.

La abscisa de cada foco es —2 y como la distancia entre los focos es 30 entonces las
coordenadas de los focos son: Fy(—2;a) y F>(—2;a + 30).

b)

d(A F1) = d(A;F)
V(=22 +2)2+ (22 —a)?2 = /(—22+2)2+ (22— (a+30))2

Va2 —44a+ 884 = +/16a + a? + 464

a? —44a+884 = 16a + a® + 464,

entonces a = 7.

Como :
d(4; D) = d(A; Fr),
entonces
b—22| = /(22— 72 + (18 +2)° = 25,
luego b = —3.

(se descarta b = 47 por condicién de la directriz).

Intersecando el eje focal y la directriz se obtiene el punto E(—2;—3).
Hallando la ecuacién de la pardbola de foco Fi:

El vértice V; es punto medio del segmento EF},entonces V; = (—2;2).Asi,

d(Vi; F1) = 5.
Ecuaciéon de la pardbola:
P (z+2)% =20(y — 2).

Hallando la ecuacién de la pardbola de foco Fb:
El vértice V3 es punto medio del segmento EFy, Vo = (—2;17).Asi,

d(Va; F2) = 20

Ecuacién de la pardbola:
P (z+2)% =80(y — 17).

¢) Gréfico de las dos pardbolas posibles:
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1 1 1 1 1 1 1 V= X
—-40 -20 L 20 40

Figura 3.40 Soluciones posibles del ejemplo

Ejemplo 1.31 Hallar la ecuacion de la pardbola cuya directriz es la recta de ecuacion

y = 2x + 1 y cuyo vértice es el punto (1—53, %) Hacer un esbozo del grifico de dicha
pardbola.

Solucién
Se requiere hallar el foco de la parabola.
Para la Ecuacion del eje focal:

. . 1 13. 27 N
la pendiente del eje focal, m = —5 y pasa por (3, 1—0) .entonces su ecuacién es:

simplificando = 4 2y = 8
Intersecando la directriz y el eje focal:

6 17
°(3%)
Y el foco serd tal que el punto medio entre () (g; 137) y el foco es el vértice V (1—5’, %)
Por lo tanto el foco sera F'(4;2)

Por la definicién de pardbola, tiene

Figura 3.41 Pardbola cuya ecuacién debe hallarse por definicién
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Ecuacion de P :

B |22 —y + 1]

V5

Ejemplo 1.32 La recta L : x = 4 es tangente a la pardbola P, siendo el punto de tan-

gencia el vértice de la pardbola. Si la pardbola pasa por los puntos A(12;7) y B(12;—1),
determinar:

V(e =42+ (y—2)?

a)La ecuacién de la pardbola P.
b)El drea del tridngulo ABF', en donde F es el foco de la parabola P.

Solucion

x=4

5L

Figura 3.42 Ubicacién de los datos del ejemplo

a) De donde el vértice tiene coordenadas V' (4; 3)

Py —3)° = dp(z — 4)

A pertenece a P, entonces

d(A; F) = d(A;D)
(7—-3)% = 4p(12 —4)

de donde se tiene p = 0, 5.Asi,

P:(y—3)2=2x—4)

b)Foco F'(4+0,5;3)

Altura h =12 —4,5=17.5

Base b=7—(-1) =38

Area= 0,5(b)(h) = 0,5(8)(7,5) = 30.

Ejemplo 1.33 La pardbola P tiene las siguientes caracteristicas:

(1)El foco esta sobre el semieje positivo de las abscisas.
(ii)El veértice es V(5,2) y un extremo del lado recto esta sobre la recta

L:y—2=0.

54



(iii)La directriz y la recta £ tienen la misma ordenada en el origen.
Hallar la ecuacién de la pardbola P .

Solucién

Sea R el extremo del lado recto que estd sobre la recta L.

En el triangulo rectdngulo VFR, por Pitdgoras: d(V;R) = /5p.
También, por relaciones métricas en el mismo triangulo: p(2p) = v/5p(2),
luego, p = /5.

Sea F'(f;0), y usando

se obtiene f = 6. Por lo tanto el foco es F(6;0).

Ahora hallemos la pendiente de la directriz, la cual es la misma que la pendiente de
FR. Desde R trazamos la perpendicular RH al eje X (H sobre el eje X), luego aplicando
Pitagoras en el tridngulo recténgulo RHF' se obtiene d(F'; H) = 4. Entonces la pendiente
es 1/2. Por lo tanto la ecuacién de la directriz es D : & — 2y +4 = 0.

Por definicién de pardbola:

P:d(Q,F)=d(Q; D),
de donde

— 2y +4|
P —6)%+ 2:7@ .
(z—6)"+y 7
O también

P:5[(x—6)%+ 9% = (v — 2y + 4)?

Ejemplo 1.34 La pardbola P pasa por los puntos A(17;6)y B(—T7; —24), los cuales pertenecen
a una recta que es paralela al lado recto de P. Si ademds se sabe que la longitud del lado
recto de P es 4v/41lunidades y que la abscisa de su vértice es —5, hallar:

a) La ecuacién de la directriz de P.
b) La ecuacién de P (no es necesario simplificar).

Solucién

a) Como el segmento AB es paralelo al lado recto de P , entonces A y B son puntos
simétricos respecto del eje focal. Luego, el eje focal es perpendicular al segmento AB y
pasa por su punto medio M(5; —9).

La ecuacién del eje focal es

4
y=-gT- 5...(1)

El vértice V' de la pardbola P pertenece al eje focal, luego sus coordenadas cumplen la
ecuacion (1). Asi tenemos V(—5; —1).

La directriz D de la parabola P es paralela al lado recto (paralelo a su vez al segmento
E) Luego, su pendiente es %.

Sea la ecuacién de

D:yzgstrb.

La distancia de V' a D es:

o _ [5(=5) + (—4)(—1) + 4b]
d(V;D) = V4l = VR

41

l4b — 21|
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b=31/2 6 b= —5 (descartado, porque cortaria a P )
Luego, la ecuacién de la directriz

b) El foco F' pertenece al eje focal, por lo tanto F(f; —%f —5).
Ademds, d(F; V) = v/41, tenemos entonces:

\/(f5ff)2+(f1+4/5f+5)2:x/ﬁ

Resolviendo obtenemos f = 0 6 f = —10 (descartado, porque estaria en D). Por lo
tanto F'(0; —5)
La ecuacién de la pardbola seré:

P . d(P,F)=d(P;D)
5 — 4y + 62|
P ooy 22+ +52:‘—.
2+ (y +5) i

Ejemplo 1.35 El punto F(—2;3) es el foco de la pardbola P y la recta L: y = —x + 17
es paralela a la directriz de P. Dicha directriz equidista de F' y de L. Hallar la ecuacion
de la pardbola P .

Solucién
El puntoF'(—2;3) es el foco de la pardbola P y la recta £ : y = —z + 17 es paralela a
la directriz de £. Dicha directriz equidista de F'y de L.
Hallar la ecuacién de la pardbola P.
Solucién propuesta
|—2(1) +3(1) —17] 16

Luego p = 2V/2
La directriz es de la forma D: z +y + b = 0 y verifica que d(F; D) = 4v/2, de donde
se obtiene b =7 6 b =9; por el contexto se descartab = 7 y se tiene que D: x +y —9 = 0.
Luego la ecuacién de P se determina por definicién:

d(P;F)=d(P;L)

_lz+y -9

V2

Ejemplo 1.36 La pardbola P pasa por los puntos A(24;16) y B(24;—8) y tiene como
directriz a la recta x = 4.

Vie+2?+ (y - 3)°

a)Determinar la ecuacién de P . Dar todas las soluciones posibles.
b)Graficar la pardbola P, seialando las coordenadas del vértice y del foco.

Solucién
a) Como la directriz de la pardbola es vertical, la ecuacién de dicha pardbola es dela
forma:
P:dp(x —h) = (y — k)?

Como la parabola pasa por (24;16) y (24; —8):
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El vértice de la pardbola debe encontrase sobre la recta y = # =4k=4
se abre hacia la derecha, p > 0.
Y reemplazamos uno de los puntos de paso de la pardbola en su ecuacion:

4p(24 — h) = (16 — 4)*

p(24 — h) = 36

Escribimos la abscisa del vértice en términos de p :
h =4+ p y reemplazamos p en la ecuacién anterior:

(h —4)(24 — h) = 36
h?—28h+132=0
(h—6)(h—22)=0

h=6 yp=26h=22 y p=18
Ecuaciones:
P:8(x—6)=(y—4)%LP 72z —22) = (y — 4)

b) Gréfica senalando vértice y foco.

20 -

20+

=40+

Figura 3.43 Ubicacién de las posibles soluciones del ejemplo

Ejemplo 1.37 Los extremos del lado recto AB de una pardbola P se encuentran sobre
los semiejes coordenados positivos. Si la recta
3 7

E:y:ZSCJrZ,

es el eje focal de P y el vértice de P tiene abscisa mayor que 3, hallar:

a)Las coordenadas de los puntos A y B.
b)La ecuacion de la directriz de P.
c)La ecuacién de la pardbola P.

Solucién
Sean A(a;0) y B(0; b) y F, foco de P .

F' es punto medio de AB, tiene coordenadas F'(a/2;b/2).

57



Como F' pertenece a
L:0/2=3a/8+7/4....(1)
4 b

Ademss, la pendiente de AB es igual a —4/3, entonces —3 =g

a

De (1) y (2) se obtiene a =6y b = 8.
A(6;0) y B(0;8).
La directriz de la pardbola tiene pendiente —4/3 entonces

4
Diy:—§$+b.

La distancia del foco F'(3;4) a la directriz D es 2p , donde
4p=d(A; B) = 10
Entonces:

[4(3) +3(4) — 38| _
5

5,

de donde b =—1/3 6 b =49/3.
Por la condicién del vértice, y = —§$ + %
La ecuacion de P se obtendré usando la definicidn:

P . d(P;F)=d(P;D)
RN T R

|4z + 3y — 49|
B 5

1.5.3 Problemas propuestos

1) Una pardbola P cumple las siguientes condiciones:

i)Su eje focal es la recta £ : x + 2y — 12 = 0 y su foco tiene coordenadas (2;c¢).

ii)La distancia entre su foco y su vértice es v/5unidades.

Hallar la ecuacién de la parabola Py, cuyo eje focal es paralelo al eje X, pasa por los
extremos del lado recto de P, siendo uno de ellos su vértice. Dar todas las soluciones

posibles al problema.

2) El punto F(—2;3) es el foco de la pardbola P y la recta L: y = —x 4 17 es paralela

a la directriz de £. Dicha directriz equidista de F'y de L.
Hallar la ecuacién de la parabola P.

3) Hallar la ecuacién de la pardbola P si se sabe que:
i)su vértice V estd sobre la recta £y :y = 2x — 7,
ii)su foco F' estd sobre la recta Lo: . —2y —1 =0,y

iii)que £1 y L2 cortan a la directriz D de P en dos puntos que son simétricos respecto

al eje X. La ecuacién de la pardbola es de la forma:

P:(y—k)? =4p(z—h), p>0.

4) La circunferencia C : (z —4)? 4+ (y — 5)® = 2 es tangente a la pardbola P en su

vértice y a la recta que contiene al lado recto de P.

Si se sabe ademds que un extremo del lado recto de P es el punto A(1;10) y que la

pendiente del eje focal de P es un nimero entero,
a)Hallar la ecuacion del eje focal de la pardbola P.
b)Determinar las coordenadas del foco de la pardbola P.
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¢)Determinar la ecuacion de la directriz de P.
d)Hallar la ecuacién de la pardbola P. No es necesario simplificar.
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1.6 La elipse

Més de mil anios después de que los griegos definieran las secciones cénicas, en la época del
Renacimiento, el astrénomo polaco Nicholas Copérnicus (1473 - 1543), en su obra Sobre
las revoluciones de las esferas celestes, sostenia que todos los planetas, incluso la Tierra,
giraban en drbitas circulares alrededor del Sol. Aunque muchas de las afirmaciones de
Copérnico no eran vilidas, la controversia provocada por su teorfa heliocéntrica empujo
a los astrénomos a buscar un modelo matema&tico que explicard los movimientos de los
planetas y el Sol. El primero en hallarlo fue el astrénomo aleman Johannes Kepler (1571
- 1630). Kepler concluyé que los planetas giran alrededor del Sol en érbitas elipticas, con
el Sol colocado no en el centro sino en uno de los focos. El uso de las elipses para explicar
el movimiento de los planetas es tan sélo una de sus diversas aplicaciones. A continuacién
se definird elipse como un conjunto de puntos del plano que verifican una determinada
condicién.

Una elipse £ es el conjunto de puntos P(z; y) del plano tales que la suma de sus
distancias a dos puntos fijos es una constante, mayor que la distancia entre los dos puntos.
Asi,
E={PeR*:d(P;F))+d(P;F,) =2a}

La grafica de una elipse cuyos focos estdn en el eje de abscisas serfa la siguiente:

P(x;y)

Fi(=c; 0)

Figura 3.44 Elementos generadores de una elipse

1.6.1 Elementos de la elipse

Los principales elementos de la elipse son:

Focos: Puntos fijos .F} vy F»

Eje focal: recta que pasa por los focos.

Vértices V1 y Vo : puntos de interseccién de la elipse con su eje focal.

Eje mayor V1V,: segmento que une los vértices.Su longitud es 2a.

Centro C: punto medio del eje mayor V; Vs o punto medio del segmento Fy F.

Eje menor ByBs: segmento que une los dos puntos determinado al cortar el eje normal
a la elipse.Su longitud es 2b, donde b? = a? — c2.

Distancia focal: FyFy = 2c.

Lado recto : segmento con extremos en la elipse y que es perpendicular al eje focal.
. C
FExcentricidad : e = —
a
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Eje Normal

P
a
b
Eje Focal Eje Mayor
| > X
v, Fi ¢ ¢ Fa Vs
Eje Menor &

Figura 3.45 Elementos de una elipse

Observacion

i)Para visualizar la definicién de la elipse, basta imaginar dos chinches clavados en los
focos y un trozo de cuerda atada a ellos. Al ir moviendo un ldpiz que tensa esa cuerda, su
trazo ird dibujando una elipse, como se muestra en la figura .

Figura 3.46 Construccién de una elipse a partir de dos puntos fijos y de una distancia fija

ii) La excentricidad de una elipse estd dada por el cociente:
c
e=—

Notemos que al estar situados los focos en el eje mayor entre el centro y los vértices,
siempre se tiene que:

0<c<a=¢0<2<1=¢0<e<1
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es decir, las elipses tienen una excentricidad menor a uno.
La excentricidad es una medida de la circularidad de una elipse; entre méas cerca de
cero este este valor, mas circular serd la elipse y entre mas cerca de uno, serd més alargada.

Propiedad
En cualquier elipse siempre se verifica que:

a? =b*+c?

Y

\A Fy c F2 \Z

Figura 3.47 Propiedad fundamental de la elipse

Esta propiedad se puede justificar considerando, sin pérdida de generalidad, una elipse
con centro en el origen y eje focal horizontal. Notemos que como el punto B; pertenece a
la elispe, se debe verificar que:

d(Bl; F1> + d(Bl; FQ) = 2a

Pero d(Bl; Fl) = d(Bl; Fg), luego d(Bl; Fl) = d(Bl; Fg) = a.
Y al ser el trisngulo OB; F, un tridngulo recto en O, se verifica que b? + ¢? = a?

Propiedad
La longitud del lado recto de una elipse es :
w?
a

1.6.2 Ecuacién de la elipse cuyo eje focal es paralelo a un eje coordenado

a) Elipse con eje focal horizontal

Aplicando la definicién de elipse al caso en el que los focos son Fy(h—c; k) y Fo(h+c; k),
y el valor constante es 2a,
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Eje mayor

[ (h-ak) (h+ak)

\]

Figura 3.48 Elipse con eje focal horizontal

un punto P(z;y)se encontrard en la elipse si verifica la siguiente condicién algebraica:

d(P;Fy)+d(P; Fy) =2a

Ve—(h=e)2+ @y —k2+V(z—(h+¢)?+(y—k)? =2a
y usando la propiedad a? = b? + ¢2, se obtiene:

(@12 (y=k? _

a? b2 1

b) Elipse con eje focal vertical
Aplicando la definicién de elipse al caso en el que los focos son Fy(h; k—c) y Fa(h; k+c),
y el valor constante es 2a,

Eje mayor

Y

Figura 3.49 Elipse con eje focal vertical

un punto P(z;y)se encontrard en la elipse si verifica la siguiente condicién algebraica:

d(P;F1)+d(P; F) =2a
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Ve =P+ (= (k=P + @ b7 + (g~ (k+ 9 = 2a

y usando la propiedad a? = b? 4 ¢?, se obtiene:

(z—h)?  (y—k)?
b2 + az :

Observacion

En aquellos casos en los que el eje focal de la elipse no sea horizontal ni vertical, se
debe emplear la condicién geométrica que la define para hallar su ecuacion.

Ejemplo 1.38 Se sabe que los focos de la elipse £ se encuentran en la directriz de la
pardbola P : 22 — 6x 4+ 8y — 15 = 0 y que el eje focal de la pardbola es eje normal para
la elipse £. Si ademds se sabe que la distancia entre un foco de la elipse y el foco de la
pardbola es 2v/10 y que uno de los vértices de la elipse € pertenece a la recta x = —4,

a)hallar el centro de la elipse &.
b)hallar la ecuacién de la elipse €.

Solucién
La ecuacién de la pardbola, completando cuadrados, es

P:(z—3)%=-8(y—3)

4p = —8 entonces p = —2, luego la ecuacién de la Directriz es D : y = 5 (eje focal para
£)

Por otro lado el eje normal de £ es N : x = 3, entonces el centro de £ es C(3;5)

En el tridngulo rectdngulo F/C'F donde F' es el foco de la pardbola y F7 es un foco

de &, se tiene que F'C = 2/p/ = 4 y por dato FFI = 21/10. Aplicando el teorema de
Pitdgoras se obtiene CF/ = ¢ = 1/24.

Ademids uno de los vértices pertenece a la recta © = —4 y al eje focal de £ , entonces
el vértice es V(—4;5) y su distancia al centro es a = 7.
Como b? = a? — ¢ = 25, la ecuacién de & sera:

(z=3" W=5" _,
49 25 '

x=—4 10 /\
v Fi | c F) v,
] &
— F
1 L L L — T L L L 1 L -

5L P

Figura 3.50 Ubicacién de la pardbola y elipse del ejemplo
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Ejemplo 1.39 Las elipses &1 y € o cumplen las siguientes condiciones:

(i)La ecuacién de &; es: 922 + 25y% — 36z + 50y — 839 = 0.

(ii)La longitud de los ejes mayores de & y € 2 es la misma.

(iii)La elipse £ 5 pasa por los puntos A = (6;5v/3 — 1) y B = (—2;5v/3 — 1), su eje
focal es paralelo al eje Y y tiene excentricidad e= 0,6.

a)Hallar la ecuacién de £ 5. Dar todas las posibles soluciones.

b)Considerando la elipse hallada en a), cuyo centro tiene ordenada negativa, y sabiendo
que los focos de & y £ o son los vértices de un rombo, determinar la ecuacién de la
circunferencia C inscrita en dicho rombo.

Solucién
a) Completando cuadrados y dando la forma a la ecuacién de la elipse &;:

_9)2 2
(e-2? @+ _,
100 36

Como el eje focal de & es paralelo al eje Y y la longitud de su eje mayor es igual que la
longitud del eje mayor de & se tiene que:

(y—k)?*  (z—h)?
100 * b2
Ademas la excentricidad de & es 0,6, de donde ¢ =6 .
Luego, b?> = 100 — 36 = 64, obteniendo b = 8.
Ademis los puntos A y B son puntos de paso, se tiene que el eje focal pasa por el
punto medio de estos, por lo tanto h = 2. Con estos resultados en la ecuacién de la elipse
se tiene:

& =1.

(V318" (6-22

=1.

100 64
Resolviendo la ecuacién anterior se obtiene k = —1V k= 10v/3 — 1.
Luego la ecuacién de & son :
2 _9)\2
@+ @22
100 64
(v -10V3+1)"  (@-2? _ |
100 64 N

b) Las coordenadas de los focos de & son: P(10; —1) y Q(—6; —1) y de & son: R(2;5)
y S5(2-7)
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(—2;5\/?—1

Y

-10 r 20
&

&,

Figura 3.51 Ubicacién de las posibles elipses F»

El radio es igual a la distancia del centro (2; —1) a la recta que pasa por Ry P :

Lzp:3x+4y —26 =0.

Luego,
2)+4(—-1)—2 22
r=d(C;Lgrp) = 3(2) (5 ) 6| =%

Por lo tanto, la ecuacién de la circunferencia es

C:(z—22+(@y+1)*= (2—52)2

Figura 3.52 Circunferencia inscrita en un rombo
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Ejemplo 1.40 FEl tridngulo ABC' tiene vértices A(—5;—1) y B(1;—3). El vértice C' se
encuentra sobre la elipse £ de ecuacion

4a? — 32z + 1> — 8y +64=0

a)Hallar la ecuacién del lugar geométrico del punto medio de la mediana del tridngulo
ABC correspondiente al lado AB.

b)Graficar en un mismo sistema de coordenadas la elipse £ y el lugar geométrico hallado
en a).

Solucion

a)
E:4x? — 322 +y* — 8y +64=0.

Completando cuadrado se obtiene;

-1 (-4

£ 16

=1

Ademds, C(cy; ¢) y el punto medio de AB: M (—2; —2).
Como P(z; y) es punto medio de MC,

Reemplazando ¢, = 2o + 2 y ¢, = 2y + 2 en la ecuacién £, se obtiene la ecuacién del
lugar geométrico del punto P:

(y — 1)
A

b)Graficar en un mismo sistema de coordenadas la elipse E y el lugar geométrico
hallado en a).

E:(x—1)%+

Figura 3.53 Lugar geométrico descrito por el punto medio de la mediana
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1.6.3 Problemas propuestos

1) Sea & una elipse con ejes paralelos a los ejes coordenados y con vértices sobre las rectas
r=1yx =29, respectivamente. El centro de & estd

sobre la recta £ : y = x 4+ 2 y el punto Q(2;6) se encuentra sobre dicha elipse. Hallar
la ecuacién de la elipse £ y graficarla.

2) Laelipse E, cuyos focos son F; y Fj, es tangente a los ejes coordenados. La parabola
P :y? — 48y + 80z — 704 = 0 tiene vértice en Fy y su

directriz D contiene al lado recto correspondiente a Fb.

a)Hallar la ecuacién de la elipse €.

b)Hallar la ecuacién de la circunferencia que pasa por los extremos del lado recto de
la pardbola P y por el foco F5.
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1.7 La hipérbola

Una hipérbola 'H es el conjunto de puntos P(x;y) del plano tales que la diferencia de sus
distancias a dos puntos fijos F; y F» de ese plano es, en valor absoluto, una constante
menor que la distancia entre los dos puntos fijos.

Asi,
H={PecR:|d(P,F}) - d(P, ;)| = 2a}

P(X,y)

Y

Fy /Vl S Vz\ F2
I 2| |

Figura 3.54 Elementos generadores de una hipérbola

1.7.1 Elementos de la hipérbola

Los principales elementos de la hipérbola son:

2b.

Focos: Puntos fijos 1 y Fo

Eje focal: recta que pasa por los focos.

Vértices V1 y Vo : puntos de interseccién de la hipérbola con su eje focal.

Eje transverso V1 Va: segmento que une los vértices.Su longitud es 2a.

Centro C: punto medio del eje transverso ViV, o punto medio del segmento F; F.
Eje normal: la recta que pasa por el centro y es perpendicular al eje focal.

Eje conjugado BiBs: segmento del eje normal cuyo punto medio es C.Su longitud es

Distancia focal: FyFy = 2c.
Lado recto o cuerda normal: cuerda focal perpendicular al eje focal.

.. . . c
Ezcentricidad de una hipérbola: dada por el cociente e = —
a

Observemos que al estar situados los vértices en el eje mayor entre el centro y los focos,

siempre se tiene que:

c
I<a<ec=0<—-—>1=—=e>1
a

es decir, las hipérbolas tienen una excentricidad mayor a uno.
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Asintota 1 Asintota 2

—————— e - = —

Eje focal

F1

Figura 3.55 Elementos de una hipérbola

Propiedad
En cualquier hipérbola se verifica que:

A =a?+b?

Propiedad
La longitud del lado recto de una hipérbola es:
2
a

1.7.2 Ecuacién de la hipérbola cuyo eje focal es paralelo a un eje coor-
denado

a) Hipérbola con eje focal horizontal

Aplicando la definicién de elipse al caso en el que los focos son Fy(h—c; k) y Fo(h+c; k),
y el valor constante es 2a,un punto P(z;y)se encontrard en la hipérbola si verifica la
siguiente condicién algebraica:

|d(P; F1) — d(P; F»)| = 2a

V== + =k - o= h+a)+ - k| =2

elevando al cuadrado dos veces y usando la propiedad c? = a? + b%, se obtiene:

(z—h)? (y—k)? _
a? v
a) Hipérbola con eje focal vertical
Aplicando la definicién de elipse al caso en el que los focos son Fy (h; k—c) y Fa(h; k+c),
y el valor constante es 2a,un punto P(z;y)se encontrard en la hipérbola si verifica la
siguiente condicién algebraica:

1

|d(P; F1) — d(P; F»)| = 2a
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V=P + =07 - Ve R+ -+ )| =2
elevando al cuadrado dos veces y usando la propiedad ¢ = a? + b?, se obtiene:

(y—k)? (z—h)?

a? b2 =1

Asintotas de una hipérbola

Para el caso particular (h; k) = (0;0) y eje focal horizontal, la ecuacién de la hipérbola
serfa:

A partir de la ecuacién anterior se obtiene

b
y=+—vVz2—a?
a
Ahora, si || es muy grande, 22 — a? es “casi igual” a 22 y por lo tanto

22— a2
es casi igual a |x|, es decir, para x suficientemente grande, ya sea positiva o negativa ,
y es casi igual a :I:gm. Lo anterior se expresa diciendo que las ramas de la hipérbola se

aproximan a las rectas

b b
y=—x y y=--z
a a

Este par de rectas se llaman asintotas de la hipérbola. Observa que las asintotas, el eje
focal y las rectas verticales que pasan por los vértices de la hipérbola, forman tridngulos
rectdngulos cuyos catetos miden a y b y la hipotenusa c. Esta observacién es ttil para
graficar las hipérbolas.

Asintota 1 Asintota 2

—————— e - = =

Eje focal

F1

Figura 3.56 Gréfica de una hipérbola con todos sus elementos

De manera similar, se puede justificar que en el caso en el que (h;k) = (0;0) y el eje
focal es vertical, las asintotas tienen ecuaciones:
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1.7.3 Hipérbolas conjugadas

Si el eje transverso de una hipérbola es igual al eje conjugado de otra hipérbola, entonces
ambas hipérbolas se llaman conjugadas. En este caso cada hipérbola es la hipérbola con-
jugada de la otra.

En el caso particular en el que una de las hipérbolas tenga ecuacion:

SL‘2 y2

a? b

se cumplird que la ecuacién de su hipérbola conjugada sera:

=1

Ejemplo 1.41 En la siguiente grifica se muestran un par de hipérbolas conjugadas en
donde, para una de ellas, a =4, b=3 yc=>5.

Y

6t

Figura 3.57 Hipérbolas conjugadas

Las hipérbolas conjugadas tienen un centro comin, un par comuin de asintotas y sus
focos equidistan del centro: los cuatro focos estdn sobre la circunferencia de ecuacién
22 +y?t =2

Observacién
Se ha indicado que los valores de a, b y c, satisfacen la relacién pitagérica: ¢? = a? +b?

esto implica que: a >b,a=boa<b
Cuando a = b, la hipérbola se denomina Hipérbola equildtera
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Ejemplo 1.42 Los focos de una hipérbola H son los extremos del lado recto de la pardbola

de ecuacion x? — 4z + 10y + 14 = 0. Si una de las asintotas de H es paralela a la recta
dr — 3y — 11 =0,

a)Determinar las ecuaciones de H y de su hipérbola conjugada.
b)Graficar las dos cénicas en el mismo plano.

Solucién

P i 2l —4x+10y+14=0
P (z—2°2=-10(y+1)
donde V' (2; -1) y p= —5/2.

Luego, los extremos del lado recto tendrén coordenadas L(2—5; —7/2) y R(2+5; —7/2).

Por lo tanto los focos son Fi(—3;—7/2) y Fa(7;—7/2) y el centro de la hipérbola se
encuentra en (2; —7/2) con ¢ = 5.

La asintota paralela a 4z — 3y — 11 = 0 tiene m = 4/3.

Como la hipérbola es horizontal, m = b/a = 4/3 con ¢ = 5 se obtiene que a = 3 y
b=4.

Por lo tanto la ecuacién de la hipérbola es,

b @2 w12’

1
9 16
y la ecuacién de la hipérbola conjugada sera:
5. W2 @-9’

16 9

Figura 3.58 Gréficas de las hipérbolas conjugadas del ejemplo

Ejemplo 1.43 Los extremos de uno de los lados rectos de la hipérbola H se encuentran

sobre las rectas L1 :y=2x—1 y Lo :y = —2x+ 11, uno en cada recta. Lo mismo ocurre
con los extremos del otro lado recto. Estos cuatro puntos forman un rectdngulo de drea
32u%.Si el eje focal de H es paralelo al eje X,
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a)hallar la ecuacién de H.
b)graficar H y sus asintotas.
c)el centro se encuentra sobre la interseccién de las rectas £1 y Lo

Solucién
a)Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones de estas rectas:

Li:y=2x—1
Lo:y=—-2x+11
de donde C(3;5) .
Como el eje focal es paralelo al eje X, entonces

(x-32 (y-5?2_

H - e 7

1

El drea del rectangulo, (2¢)2b%/a = 32.
2

Las coordenadas de L(3 + ¢,5 + b%/a) satisfacen la ecuacién de £; : — = 2c.
a

Reemplazando en el drea, ¢ = 2.
Asi, b?> = 4a vy por la relacién:

¢ =a®+ b’

se tendré:

a=-2+2v2 y b=8(v2-1)

Por lo tanto:

(z—3)? (y —5)

A2 12 8(v2-1)

b)La gréfica de ‘H y de sus asintotas, Ay, Ay : y = +4(x — 3) + 5 se muestra a contin-
uacion:

-5

Figura 3.59 Gréfica de la hipérbola H y de sus asintotas

Ejemplo 1.44 El centro de la elipse £ : 1622 + 25y — 64z + 150y — 111 = 0 es el centro
de la hipérbola 'H y las rectas que contienen a los lados rectos de esta elipse se interceptan
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con la recta L : y—1 =20 en los puntos A y B; por estos puntos pasan las asintotas de la
hipérbola H. Si la hipérbola H pasa por el punto medio de AB , determinar la ecuacion
de la hipérbola H y graficarla.

Solucion

Completando cuadrados, obtenemos la ecuacién de la elipse:

1

(=27 (+3? _

£ 16

Fje focal paralelo al eje X entoncesa=5,b=4y c=3.

Las rectas que contienen al lado recto de la elipse son : L1 :x=—-1y Lo:x =5

Al interceptarlo con la recta £ : y = 1, obtenemos los puntos :

A(—1;1) y B(5;1) y por consiguiente se pueden determinar las pendientes de las asin-
totas:

1-(=3) 4 a
"5 2 T37h 1"

Como la hipérbola pasa por el punto medio de AB, entonces ese punto medio es el
vértice de la hipérbola,de donde V' (2;1) y de este modo determinamos a = 4 y luego b = 3.

Como su eje focal es paralelo al eje Y, la ecuacién de la hipérbola sera:

y+3)° (z-2)

H: =1

16 9

Y su gréfica sera:

Figura 3.60 Ubicacién de la hipérbola H y de los datos del ejemplo

Ejemplo 1.45 La hipérbola H tiene centro en C(—2;3) y uno de sus vértices se encuentra
ubicado en el punto A(—2;6). La pardbola P tiene directriz D : 4y — 3z = 18 y vértice en
\%4 (—1—56; —g) Si el foco de la pardbola P coincide con el foco de ordenada negativa de la
hipérbola 'H, hallar la ecuacion de H.
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Solucién

Con respecto de H se sabe que el centro se ubica en C(—2;3), que a = 3 y que tiene
eje focal vertical.

Con respecto a la pardbola P se sabe que su foco es foco de la hipérbola, entonces
F(=2;x)
Para la parabola P se cumple que el vértice V equidista de la directriz y del foco:

d(V;D) = d(V;F)
-3 + 4 - 18] _ ¢(:2H§)2+u+gﬁ

5 5

Resolviendo se obtiene x = -2 6 z = 6/5.
Luego, el foco es F(—2;—2).
Para la hipérbola: ¢ = 5.
Luego
(y—3° (@+2?°

: — =1.
H 9 16

Ejemplo 1.46 Respecto a la hipérbola H se sabe que su centro se encuentra en (—2;3)
y que el punto (3;3 + /18) € H. Si ademds se sabe que una de las asintotas de H pasa
(w+57  (y—97

l vértice de absci tiva de la elipse € :
por el vértice de abscisa positiva de la elipse 169 5%

= 1, encontrar la
ecuacion de H.

Solucion

Figura 3.61 Ubicacién de los datos del ejemplo

2 _0\2
El vértice de abscisa positiva de la elipse de ecuacién (Iféz) + % =1, es el
puntoV2(8;9).

Entonces la asintota pasa por (—2;3) y por (8;9) y su ecuacion seré:

y—3 3-9 3

r+2 -2-8 5

Caso 1
Si la hipérbola tuviera eje focal paralelo al eje X:
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En ese caso, g =

La ecuacién de la hipérbola es de la forma

3
5

(x+2? (y-3?_

H - " 72

1

Reemplazando el punto de paso (3;3 + /18) y 3 = %, se llega a una contradiccion.
Caso 11

Si la hipérbola tuviera eje focal paralelo al eje Y:
En ese caso, § = %
La ecuacién de la hipérbola es forma
(y—3° (z+2? _

H : 2 — 52 =1

Reemplazando el punto de paso (3;3 + \/TS) y§= %, se obtiene que a = 3 y b = 5;
Por lo tanto la ecuacién de la hipérbola es,
(y—3? (z+2?*

: — =1
Tt 9 25

Ejemplo 1.47 Sea & la elipse con centro en el punto (2;2), eje focal paralelo al eje X, con
foco en (2++/7;2) y cuyo lado recto mide g. Sea P una pardbola cuyo eje focal contiene al
eje menor de la elipse £ , con vértice en el extremo inferior del eje menor de £ y con foco
en la recta L : 3x+2y+1 =0 y sea H una hipérbola cuyos focos son los extremos del lado
recto de la pardbola P y que tiene como una de sus asintotas a la recta 8x — 6y — 37 = 0.
Hallar la ecuacion de £, Py H.

Solucién

La d(centro; foco) = ¢ = /7.

Ademis, 2b?/a = 9/2 entonces b? = (9a)/4.

Luego en la relacién pitagérica se tiene a =4 y b = 3.

(z—-2)?  (y—2)°
: =1
& 16 * 9

Por otro lado, en la pardbola:

eje focal : x =2

sea el vértice de P es V(2; —1),

el foco F(2;y) pertenece a la recta £ : 3z + 2y + 1 = 0,entonces y = —7/2.
F(2;—7/2).Luego, p = —5/2.

P:(z—2)*=—10(y+1)

Para hallar la ecuacién de H, se debe tener en cuenta que el centro se ubica en
C(2;—7/2),c=5y como £ =2, entonces a =3y b=4.
Luego ,
(z—2)* (y+7/2)?% _

i 16

1

Y el gréfico sera:
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Figura 3.62 Ubicacién de la hipérbola H y de los datos del ejemplo

Ejemplo 1.48 Un punto P del plano se mueve de modo que su distancia al punto F(10;1)
es el triple de su distancia a la recta D : x = 2.

a)Demostrar que el lugar geométrico que describe P corresponde a una hipérbola y
hallar su ecuacion.

b)Graficar la cénica encontrada en a), senalando las coordenadas de sus vértices y
focos.

Solucién

a)De la condicién

d(P,F) =3z —2| = /(z—10)2 + (y — 1)2 = 3|z — 2
Simplificando se tiene una hipérbola

(=12 (y-1)?*
L

Por lo tanto, el lugar geométrico de P corresponde a una hipérbola.

b)a=3, b=3/8yc=09.
Las coordenadas de sus vértices son (4;1) y (—2;1) y de sus focos (10;1) y (—8;1).
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Figura 3.63 Ubicacién de la hipérbola H y de sus asintotas

Ejemplo 1.49 Considerar la hipérbola H con eje transverso vertical y con puntos de paso
(2; 34+3v2) y (2; 3—3v2). Sila recta £ de ecuacion © +vy+3 =0 es paralela a una de
las asintotas de 'H y dista del centro de 'H en g\/?, hallar la ecuacion de H y graficarla.

Solucién

Si ‘H tiene eje transverso vertical y los puntos (2; 3 4 3v/2) y (2; 3 — 3v/2) estdn en
dicha curva, el centro de H debe tener coordenadas (h; 3).

Ademsés como el centro de H distade L: z4+y+3=0en %\/5, se puede obtener h

resolviendo la ecuacién: b33 5
‘ ot | - _\/57

V2 2

se obtiene h = —1 6 h = —11.

Ademass se sabe que la hipérbola es equildtera pues la pendiente de una asintota es —1,
luego a = b.

Solucién 1 : Entonces la ecuacién de la hipérbola es de la forma:

2 2
— 1
b W= @1

a? a?

Reemplazando el punto (2; 3 + 3v/2), se obtiene: a = 3
Solucién 2 : Para la otra solucién se tiene la ecuacién:
(y—3)?° (z+11)* _

— =1
2 a2

a

Reemplazando el punto (2; 3 + 3v/2), se obtiene un valor de a? < 0.
Por lo tanto la solucién sera:

=37 (@+1)? _
R e

Su gréfica:

-5

Figura 3.64 Ubicacion de la hipérbola H y de sus asintotas
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Ejemplo 1.50 La recta tangente a la circunferencia C : x* + y?> — 2z — 6y —3 =0, en el
punto (—1;6), es asintota de la hipérbola H cuyo eje focal es la recta con ecuacion x = 4
y la distancia del centro de la hipérbola a su lado recto es igual a la longitud del didmetro
de la circunferencia. Hallar la ecuacion de la hipérbola H.

Solucion

C:(z—1)2+(@y—372=13

La pendiente de la recta que pasa por (1;3) y (—1;6) es —3/2, entonces la pendiente
de la recta tangente es 2/3.
La ecuacién de la asintota es

Ajry—6=2(x+1)/3.

Intersecando A; con el eje focal se obtiene el centro de la hipérbola: C(4;28/3)

Como la distancia del centro de la hipérbola a su lado recto es igual al didmetro,
entonces ¢ = 2v/13.....(*)

Ademas, de la pendiente de A; : a/b=2/3.....(&).

De (*), (&) y de la relacién pitagérica se obtiene a =4 y b = 6.

La ecuacién de la hipérbola es:

Ejemplo 1.51 La hipérbola H , cuyo eje focal es la recta y = 2, tiene una de sus asintotas
paralela a la recta L : 4x — 3y +46 = 0 y la distancia de un vértice de H al lado recto mds
alejado es 24. Se sabe ademds que la distancia entre L y una de las asintotas de 'H es
igual a la longitud del semieje conjugado de H (es decir, es igual a b). Hallar la ecuacion
de H ; dar todas las soluciones posibles.

Solucién
Sea A;: Asintota de pendiente positiva.
Como L//A; entonces,
Ay (4/3)x —y+k=0.

Ademads,se tienen:
bla=4/3,
d(vvlvFQ) =a+c= 247
a?+v?=c2
y de resolver la ecuacién: (24 — a)? = a® 4+ Ya?
se obtiene: a = 9,b = 12. ¢ = 15.
Basta tomar un punto en £ ,por ejemplo (0;46/3) :

(4/3)0 — 46/3 + K| _

d(L; A1) = d((0;46/3); A1) = b = 35/9

12,

de donde k£ =106/3 V k = —14/3.

Caso I: Si
k=106/3 = Ay : (4/3)r —y+ 106/3 = 0,

entonces, el centro tiene coordenadas C'(—25;2).
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Ecuacion de 052 o2
b @2 (-2
81 144

Caso II: Si
k=-14/3= A1 :(4/3)r —y—14/3=0

entonces, el centro tiene coordenadas C’(5;2).

Ecuacion de ( 5)2 ( 2)2
T y—
: — = 1.
H 81 144

Ejemplo 1.52 Los extremos de los lados rectos de una hipérbola H son los vértices de un
rectangulo de drea 16v/2u? y las diagonales de dicho rectangulo se intersecan en el punto
(3;1). Si se sabe que uno de lados rectos de H es horizontal y que su longitud es la misma
que la del eje conjugado , hallar la ecuacion de H.

Solucién

T R L \>X

—4 8 10

Figura 3.65 Ubicacién de los datos del ejemplo

Un esbozo de la situacién nos ayuda a plantear las siguientes relaciones:
i)El eje focal de la hipérbola H es paralelo al eje Y.

ii)(20)(2¢c) = 161/2. Es decir bc = 4v/2 ... (1)

iii)%ﬁz = 2b. Es decir b? = ba, Como b es distinto de cero, b = a ...(2)
iv)También b% = c? — a2 ...(3)

De (1), (2) y (3): b=a=2
Por simetrias, las diagonales del rectdangulo se intersecan en el centro de la hipérbola,
es decir C'= (3;1).
Luego:
(y—17° (z-3)
4 4

H: =1.

Ejemplo 1.53 Se dice que dos hipérbolas son cofocales st tienen los mismos focos. Con-
2 2
siderando las hipérbolas cuya ecuacion tiene la forma H : % — @ =1lcon0<d<

25, responder las siguientes preguntas.

a)¢,Son dichas hipérbolas cofocales? Justificar su respuesta.
b)Determinar las ecuaciones de las asintotas de dichas hipérbolas.
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c)Hallar la ecuacién de la hipérbola para la que se verifica que el punto de coordenadas
(11; —9) pertenece a una de sus asintotas.

d)Con respecto a la hipérbola H se sabe que su centro tiene coordenadas (—2;1), su
eje focal es paralelo al eje y, uno de los extremos de un lado recto tiene ordenada 14 y que

el punto (6; 1+ 5—@) es un punto de paso de H.
Determinar la ecuaciéon de ‘H y de sus asintotas.
Solucion
a) Las hipérbolas de la forma

(-2° 3"

oy d

tienen centro en C(2;3), a®> =25 —d; b> =d y ¢® = 25; ¢ = 5.

Por lo tanto, las coordenadas de los focos de dichas hipérbolas son independientes del
valor de d y son (2 4+ 5;3) y (2 — 5;3). Entonces se puede afirmar que dichas hipérbolas
son cofocales.

b) Las ecuaciones de las asintotas corresponden a rectas que pasan por el centro (2;3)
y cuyas pendientes son

Vd

b_,_ vd
a V25 —d

Entonces las asintotas son:

Vd
Vs Y

¢)Reemplazando (11; —9) en la ecuacién %;—32; - @ = 1 se obtiene d = 16.

d)Como el centro tiene coordenadas (—2; 1) el foco superior tendrd coordenadas (—2; 1+
¢) y como se encuentra a la misma altura que el extremo del lado recto de ordenada 14,
se verifica que 1 + ¢ = 14. Luego, ¢ = 13.

La ecuacién de la hipérbola tiene la forma:

Aip:y—3= =

(y-1?* (z+2)?
H: 2 — 72 =1

reemplazando el punto (6; 1+ 5—@) , b? = 169 —a?, y simplificando, se obtiene que a = 5

6a= %ﬁ(> 13 por lo que se descarta esta respuesta).

Luego la ecuaciéon dela hipérbola es:
(-1 (2+2)? _

M g !

y de sus asintotas:

)
Al,z.y—l—iﬁ(x—i-%.

Ejemplo 1.54 Sea la pardbola P tal que los puntos L(7;16) y R(15;8) son extremos de
su lado recto.

a)Hallar la ecuacién del eje focal de P.

b)Si ‘H es una hipérbola equildtera (a = b), con centro en el eje focal de P, que tiene
como uno de sus focos a L y como de una de sus asintotas a la directriz de P, hallar la
ecuacién de la hipérbola ‘H. Dar todas las posibles soluciones.
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Solucién
a)Hallamos la ecuacién del eje focal:
El foco F de P es punto medio de LR: F(11;12).
La pendiente de LR es — 1 , luego la pendiente del eje focal es 1.
Ecuacion del eje focal:
y=z+1.

b) Como el centro se encuentra sobre el eje focal de P: C( z;z + 1).
Como el centro se encuentra en la interseccién de la directriz con el eje focal:

1
d(C;F) = 2|pl = d(C; F) = 5d(L; R)
22z —11)2 = 8/2=|z—1l|=4=2=T7TVz=15

De donde: C(7;8) o C(15;16).

En ambos casos las hipérbolas H tiene eje focal paralelo a los ejes de coordenadas.
Encontramos las ecuaciones de las 2 hipérbolas:

Distancia del foco F' de la hipérbola al centro C' ( en ambos casos) es ¢ = 8.
Como es un hipérbola equildtera ¢? = 2a?, de donde a? = 32.

Luego las ecuaciones de las hipérbolas son:

(y—8?2 (@-177°
32 32

(z — 15)2 (y- 16)2 _

32 32 :

Hi :

=1,H>:

-10

Figura 3.66 Ubicacién de las dos posibles soluciones

Ejemplo 1.55 Las asintotas de la hipérbola H : 92 —4y?> — 18248y —31 =0 contienen
a los extremos de los lados rectos de una elipse £. Hallar la ecuacion de £ , si se sabe que
pasa por los vértices de la hipérbola H y que su eje focal es vertical.

Solucién

La ecuacion de Hes:

(-1 (17
Wi = =1

Sus asintotas son: A :3x —2y—1=0y As:3x+2y—5=0.
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Figura 3.67 Ubicacién de los datos del ejemplo

Como las asintotas contienen los extremos de los lados rectos, entonces el centro de&
es el centro de H:C(1;1)

=1.

—1)?2  (z—1)?

UEN M)

& pasa por los vértices de H : b =2

Sea Fy un foco £: F} = (1;1+ ¢).

Reemplazamos y = 1+ c¢ en las asintotas A; y Az para hallar la longitud del lado recto
restando los correspondientes valores = se obtiene:

% = %, de donde ac = 6.
Reemplazando en la relacién:

I

a® =b> + A2

Se obtiene a? = 2 + 21/10

Por lo tanto,
Cy—-1? | (@1
"2+ 210 4

=1.

1.7.4 Problemas propuestos

1)Considerar la circunferencia C : 22 + y? — 6z — 2y + 1 = 0.

Desde cada punto de la circunferencia se traza un segmento perpendicular al didmetro
de C paralelo al eje X con extremo final en dicho didmetro.

Hallar e identificar la ecuacién del lugar geométrico que describen los puntos medios
de estos segmentos.

2)Si A; : x — 2y = 0 es la ecuacién de una de las asintotas de la hipérbola Hcuyo eje
focal es horizontal y cuyos vértices son los focos de la elipse

& vy se sabe ademds que:

i)la distancia entre los focos de H es 4v/5

ii)€ tiene dos extremos de sus lados rectos sobre A; y que uno de los extremos del lado
recto es el punto (10;5).

Hallar la ecuacién de la elipse £ .

3)Un punto P del plano se mueve de modo que su distancia al punto F(10;1) es el
triple de su distancia a la recta D : x = 2.

a)Demostrar que el lugar geométrico que describe P corresponde a una hipérbola y
hallar su ecuacion.
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b)Graficar la cénica encontrada en a), senalando las coordenadas de sus vértices y
focos.

1.8 Rotacion de ejes

Consideremos dos sistema de coordenadas cartesianas XY e XY’ con origen comiin O,
de modo que el eje X’ forma un dngulo # con el eje X, como en la figura.

P(x;y)=(X}y)

Figura 3.68 Coordenadas del punto P segin dos sistemas de coordenadas cartesianas
Sean (x,y) las coordendas en el del sistema XY |y (2';9') las coordendas en el sistema
XY’ de un punto cualquiera P del plano.

De la figura, si 7 es la longitud del segmento OP, entonces las coordenadas del punto
P en el sistema XY estdn dadas por:

x=rcos(@+a), y=rsin(@+a), --(1)
y en el sistema X'Y”’, por
¥ =rcosa, y =rsina.---(2)
De (1) tenemos
x=rcosfcosa—rsinfsina, y=rsinfcosa+ rcosfsinq,
y usando (2) resulta:

x = a'cosf—1y sind,

= a'sinf + 4 cosd.

Estas son las ecuaciones que relacionan las coordenadas de un punto P (z;y) del sistema
XY, con las correspondientes del sistema X'Y’. Se denominan ecuaciones de rotacién.

1.8.1 Ecuacién general de segundo grado en dos variables
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Se llama ecuacion general de sequndo grado en las variables x e y a la ecuacién de la
forma:
Az’ + Bzy+Cy? + Dz + Ey+F =0

donde A, B, C, D, E)y F son constante reales , y al menos uno de los coeficientes A, B
6 C es diferente de cero.

El segundo término xy es llamado el término rectangular.

Esta ecuacién se puede simplificar, mediante una rotacién adecuada de los ejes coor-
denados, de modo que se elimine el término rectangular.

Teorema
La ecuacién general de segundo grado:

Az’ + Bzy+Cy? + Dz + Ey+F =0
con B diferente de cero, puede transformarse en otra ecuacién de la forma:
A? 4+ C'y? + D2’ +Ey + F' =0
haciendo girar los ejes coordenados un éngulo 6 € ]0; 3 [ tal que:

B . , T
tan29—rc,81A7éC’ 6 O0=—,81A=C

Este resultado es cierto pues si se usan las ecuaciones de rotacion:

W

x=1x'cosf — 3 sinf
y=a'sinf + 3 cos 0

se tiene:

A (2 cosf — y sin0)? + B (2’ cos 6 — ¢/ sin ) (z'sin 6 4 1/ cos ) +
C (2 sinf + 1y cos0)® + D (' sin0 + ¢/ cos0) + E (¢ sin 0 + ' cosf) + F = 0

Y desarrollando y agrupando términos semejantes se obtendrd
A/x/2 +B'm'y' + C/y/Z +D,SL‘/ +E/y/ +F/ -0
donde

A" = Acos’+ Bsinfcosf + Csin?6

B' = B(cos’f—sin®0) +2(C — A)sinfcos6
C' = Asin?0 — Bsinfcos + C cos® 0

D' = Decosf+ Esin@

E' = —Dsinf+ Ecosf

F' = F

Para eliminar el el término 2’y , se debe elegir un dngulo 6 tal que B’ sea cero.
Por lo tanto,

B (cos? —sin® ) + 2 (C — A)sinf cosf =0

Bcos20 + (C — A)sin20 =0

Si A = (| la ecuacién se transforma en B cos20 = 0 y como B # 0 deducimos que
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cos26 =0
Como 26 € 0; 7|, concluimos que 0 = %
Si A # C entonces se tiene que

tan 20 =

B
TS A#C 0:% siA=C
Convenio sobre el dngulo de rotacién
Se seleccionard un dngulo de rotacién 6 agudo, es decir, 0 < 6 < g . Luego, 0 <26 <
.
De esta manera al resolver la ecuacién tan 20 = % se debe seleccionar 26 solo en
los cuadrantes I 6 I1 del plano XY

Nota: Para el nuevo sistema de coordenadas se empleardn las variables z’e 3 o las
variables u y v.

1.8.2 Identificacibn de las cénicas representadas por una
ecuacion general de segundo grado

Cuando se consigue un éngulo 6 adecuado para que B'=0, la ecuacién:
A/x/2 +B'm'y' + C/y/Z +D,SL‘/ +E/y/ +F/ -0
se convertird en:
A () + O ()’ + D'a' + By + F = 0.

Y como se vio en las secciones previas, esta ecuacién representa un lugar geométrico
conocido: puede tratarse de una pardbola, elipse o hipérbola.

Propiedad

a) Se tratard de una elipse si B? —4AC < 0.

b) Se tratard de una pardbola si B2 —4AC = 0.
c) Se tratard de una hipérbola si B2 —4AC > 0.

Ejemplo 1.56 Dada la ecuacion 8z +4xy+5y*+16x+4y—28 = 0, hallar las coordenadas
del centro y del eje focal de la conica en el sistema XOY y graficarla en dicho sistema.

Solucién

Si 0 es el dngulo que se debe rotar el eje « para obtener la ecuacién de la cénica en
un sistema de coordenadas con eje focal paralelo a uno de los nuevos ejes de coordenadas,
entonces:

4
tan 20 = —
an 3
2tan _é ¢ 0_1
1—tan2f 3 ° "MV 73
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g L _ 2
Entonces sin 6 = \/g,cosﬁ— 7

Y las ecuaciones de rotacién serfan:
2u—v
r =<t
V5
y = 2v4u
NG
reemplazando en la ecuacién dada, esta se transforma en:

(u2/V5)" (v 1/V5)’

=1
4 9

Obteniéndose que el centro en el sistema UOV es (—%;

%) y en el sistema XOY es

(—1;0).

Figura 3.69 Ubicacién de la elipse en los sistemas zy y uv

El eje focal en el sistema UOV es u = \7—% y en el sistema XOY es y+2x+1=0.

Ejemplo 1.57 Dada la curva de ecuacion x* + dzy + 43> + 65 2 — 185y +45 =0,

a)Hallar las ecuaciones de rotacién del sistema de coordenadas rectangulares XY al
sistema UV que permiten identificar la curva.

b)Hallar la ecuacién de la curva en el sistema UV.

c)Hallar las coordenadas en el sistema XY del vértice de la curva.

Solucién

a) tan(20) = %4 entonces tan(f) =2 6 tan(f) = —1/2

Entonces
u— 2v v+ 2u

T VT

b) Reemplazando en la ecuacién dada se obtiene:

(u—3)? =6v
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Figura 3.70 Ubicacién de la pardbola en los sistemas zy y uv

c) En UV el veértice es (3;0), el eje focal tiene ecuacién u = 3 y la recta que contiene
al lado recto tiene ecuacién v = 3/2.

Reemplazando estos valores en las ecuaciones de transformacion,
. Vértice— ([ 3. 6
En XY : Vértice (\/5, \/5> .

Ejemplo 1.58 Considerar la elipse £ de vértices Vi(—1;—1) y Va(3;3) y excentricidad
%. La hipérbola 'H tiene como focos a los vértices de £ y como vértices a los focos de E.

Hallar:

a)La ecuacién de H en el sistema UV, considerando que el eje focal de £ coincide con
el eje coordenado U.

b)La ecuacion general de segundo grado de H en el sistema XY
c)La ecuacién de una de las asintotas de H en el sistema XY

Solucién

a) En el sistema UV

La elipse &: longitud del semieje mayor a = 2v/2.

De la excentricidad e = ¢/a obtenemos ¢ = /2

Centro C(v/2;0)

Entonces en la hipérbola H : Centro C(\/ﬁ, 0); a = V2; ¢ = 2¢/2 y de la relacién
2 = a2 + b? obtenemos b = /6.

La ecuacién de la hipérbola en el sistema UV es:

(u o \/5)2 '1)2

b) En el sistema XY
Ecuaciones de Rotacién :

u=xcosf+ysinb
v = —xsinf 4+ ycosf

Con 6 = 7/4 se tiene:

{ u=z/V2+y/V2
v=—z/V2+y/V2

Reemplazando en la ecuacién () se tiene
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H:x? +y? +4zy — 62 — 6y =0

c) Las ecuaciones de las asintotas de H en UV son: v = £v/3 (u — /2)
Luego en XY las asintotas de ‘H son:

—z/V2+y/V2 = £VB(x/V2+ y/V2 —V?2)
Las ecuaciones de las asintotas serdn:

A1 (V3+ Dz + (V3 - 1)y =2V3

Ay : (V33— 1)z + (V3+1)y=2V3
Ejemplo 1.59 Dada la curva C cuya ecuacion es: 22% + v/3zy + 3> = 10,

a) hallar las ecuaciones de rotacién del sistema XY al sistema UV que permitan
identificar la curva C.
b) hallar la ecuacién de la curva C en el sistema UV, y graficarla en el plano, mostrando
los dos sistemas de coordenadas.
¢) hallar la ecuacién del eje focal en ambos sistemas.
Solucién
a)De la curva
C: 222 + V3zy + y* = 10(x)

Determinando el dngulo de rotacién: cot(26) = %, por lo tanto 6 = 30°.

e

U — >V
3
+ -5V

[Svar

Las ecuaciones de rotacién son:
y =

b) Reemplazando en (x) y
simplificando se obtiene: ”TQ + g—; = 1.

Cuya gréfica es:
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Figura 3.71 Ubicaciéon de la elipse en los sistemas zy y uv

c¢) La elipse tiene como eje focal al eje V.
Por lo tanto la ecuacién de su eje focal en UV es u =0y en XY es y = —/3x.

Ejemplo 1.60 Los ejes coordenados de un sistema cartesiano XY son rotados un dngulo
0 entre 0 y m/2, obteniéndose un nuevo sistema UV, en el cual la ecuacion de la pardbola
P viene dada por P : (v—4)? = —8(u—2). Si en el sistema XY, la ecuacidn del eje focal
dePesy = 274$+b,

a) Hallar las ecuaciones de rotacién del sistema XY al sistema UV'.
b) Determinar la ecuacién de la pardbola P en el sistema XY

c¢) Encontrar las ecuaciones del eje focal de P en ambos sistemas.
d) Graficar P en el sistema XY

Solucién
a)El eje focal de P es paralelo al eje U, luego la pendiente del eje U (en el sistema

- 24
XY) es igual a =,

Luego, tanf = 2—74.

Las ecuaciones de rotacién del sistema XY al sistema UV son:

{ xz%(?u—%v)

b)Para determinar una ecuacién de la pardbola P, encontramos u y v en términos de
Teqy.

x = 5= (Tu — 24v)
y = o5 (24u +Tv) ’

reemplazando en la ecuacién dada de la pardbola, tenemos:

24 7 2 7 24

c¢)La ecuacion del eje focal en UV esv =4 .
La ecuacién del eje focal en XY es :

|—=&3)

_ A 100
y=7 7

d) Y la gréfica correspondiente es la siguiente:
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Figura 3.72 Ubicacion de la pardbola en los sistemas zy y uv

Ejemplo 1.61 Considerar la elipse £, cuyos centro y vértice en el sistema XY son los
puntos (8;4) y (2;—4), respectivamente. Si ademdas se sabe que cada uno de sus lados
rectos mide 5 unidades,

a)Hallar el dngulo de rotacién adecuado para que el eje focal de £ sea paralelo a uno
de los ejes coordenados del nuevo sistema de coordenadas.

b)Encontrar la ecuacién de £ en el nuevo sistema.

¢)Graficar £ , mostrando en el mismo gréfico los dos sistemas de coordenadas y sefa-
lando las coordenadas de los focos en ambos sistemas.

Solucién

Vi

Figura 3.73 Ubicacién del eje focal de la elipse y del nuevo sistema uv

a)Como el centro y el vértice dado pertenecen al eje focal, la pendiente de la recta que

los contiene serd la pendiente del eje U. Luego, sea 6 el dngulo de giro, asf tan § = %

Las ecuaciones de rotacién son:

b) Hallamos los valores de a y b:
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a = d(Fp; V1) = 10 unidades.

Como la longitud de sus lados rectos son 5 unidades:

% _
¢ _

5.

De aqui, b = 5 unidades.
Determinamos las coordenadas de Fy y V1, en el nuevo sistema UV, considerando las

ecuaciones:
u =13z +4y)
v =1 (—dz + 3y)
Centro: C(8;—4).
Luego, la ecuacién de la elipse en el nuevo sistema es:
(u—-8)7% (v+4)?

: =1.
& 100 + 25

¢) Y la respectiva grifica seré:

154

—
e

10 -

Figura 3.74 Ubicacién de la elipse en los sistemas uv y xy

Ejemplo 1.62 Hallar las coordenadas de los puntos de interseccion del eje focal de la
conica

C : 48y — 1822 — 32y + 40z + 280y — 200 = 0

con la elipse cuyo centro se encuentra en el punto (—3; %), tiene un vértice en (—8; —) Y
un foco en (1; %) .

Solucién:
922 4 16y2% — 24xy — 20z — 140y + 100 = 0
= tan(20) = &

7 3

tenemos = cos(20) = 56 tanf = g
= sen(f) = 2 y cos(d) = %

=02 —du—dv+4=
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Entonces
C:(v—2)%=4u.

Su eje focal en UV es : v =2
entonces eje focal en XY es:

y = tan(0) + -

Por otro lado, como la ecuacién de la elipse es:

(+37 , (1=2.5? _

&5 9

1

al intersecar dichas curvas se obtendra:

(x4 3)2 (3x)? 1
25 16x9

El punto de interseccién sera:
L TA8+80v2 - 1334 120V2
- VT T e

Ejemplo 1.63 Considerar la ecuacion
2522 4 30xy + 9y? + 2434z — 40v/34y + 816 = 0

a) Reemplazar las variables x e y por las expresiones

x=wucosf —vsinf,y = usinf + v cos 6

e identificar el coeficiente del término uv en funcién de sinf y cos@.

b) Resolver la ecuacién trigonométrica generada al exigir que el coeficiente hallado en
a) sea cero.

Dar como respuesta el valor de tan 6, para 6 que corresponde a un dngulo de rotacién
en el intervalo ]0; g]

Solucién

a)

25(u cos ) — vsin0)? + 30(ucos @ — vsin@)(usinf + v cosf) + - - -
o+ 9(usin@ + vcos )% + 24v/34(ucos @ — vsinf) — - -

-+ —40v/34(usin 6 + vcos ) + 816 = 0.
Identificando el coeficiente del término mixto se tiene:

—50cos 0 sin 6 + 30 cos® @ — 30sin? 6 + 18 sin 0 cos §
b) Al resolver la ecuacién trigonométrica
—50cosfsinf + 30cos? 6 — 30sin? 6 + 18sinf cos = 0

se obtiene tan(26) = 2

y usando la identidad de la tangente del dngulo doble:

2tand _&
1—tan26 8
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Resolviendo la ecuacién cuadrética, se obtiene:

tanf = §0’tan9 = —g.

Por la condicién dada, elegimos tanf = %

Ejemplo 1.64 Sean las ecuaciones, en el sistema XY, de las curvas:
S: 9% — 24xy 4+ 16y — 86z — 52y +41=0 y C:a22+9?> -4z =0

El sistema de coordenadas XY se rota un dngulo agudo en sentido antihorario, de
modo que en el nuevo sistema de coordenadas UV la curva S no tiene término uv. Hallar,
en ambos sistemas de coordenadas, la ecuacién de la recta £ que pasa por un vértice de
S y por el centro de C .

Solucién

tan(20) = —— = — = —
7
entonces cos(20) = 5.
Luego, sinf = % y cosf = %
Entonces las ecuaciones de rotacién son:

r = 1(3u+ 4v) u = (4x + 3y)
{y:§(4u3v) :>{ EE

Reemplazando en S se obtiene:

24 1
2—95(16u2 — 24uv + Q?) — 2—5(12u2 + Tuw — 120%) + 2—§(qu + 24uw + 16v%)—

2
—8—56 —%(3u+4v)+41=0

De donde: 25v% — 80u + 10v +41 =0 6 (5v + 1) = 80(u — %)
Es decir, (v + %)2 = 1—56(u — 1) una pardbola y por lo tanto tiene un solo vértice.
Para el caso de la circunferencia, basta considerar su centro rotado, el centro en el

sistema XY es (2;0), luego en el sistema UV es

(4u — 3v)

oo
|
ulloy
~—

Entonces la recta en el sistema UV ha de pasar por los puntos (3;—1) y (%;
Por lo tanto la recta en este sistema tiene por ecuacién:

L:50u+55v—-14=0
1.8.3 Problemas propuestos
1) Dada la ecuacién
22 — 2V3xy + 3y — 8V/3x — 8y + 48 = 0,

graficarla con respecto al sistema de coordenadas XOY dado y hallar las coordenadas
de su vértice.
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2) Hallar la ecuacién de la curva cuya ecuacién en el sistema XY es:
522 — 20zy — 10y% + 8z — 4y — 28 =0

en un sistema de coordenadas donde no esté presente el término rectangular y graficarla.
3) Hallar las ecuaciones de rotacién para que el eje focal de la pardbola con foco
F (11;6) y vértice V (14;8) sea paralelo a uno de los nuevos ejes coordenados.
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Capitulo 2

Introduccién al Algebra Lineal

2.1 Introduccién al espacio R"

2.1.1 Vectores en R".

El conjunto de las n-uplas de nimero reales, n > 1, se representa por R™; es decir
R™ = {(x1, ..., 7n) 1 7; € Rparai=1,..,n}.

Los elementos de R™ serén llamados vectores y al vector (ay, ..., a,) lo denotaremos por A.
El nimero a; se llama i-ésima componente del vector A.
En R™ definimos una relacién de igualdad y dos operaciones:

1. Igualdad de wvectores. Si A = (ay,...,an) y B = (b1,...,b,) son vectores en R",
entonces
A=B & a;=0b; paratodoi=1,...,n

2. Adicion de vectores. Si A = (a1, ...,an) y B = (b1, ..., by) son vectores en R", entonces

A+ B= (a1 +b1,...,an+by).

3. Multiplicacion de vectores por escalares. Si a es un numero real y A = (aq, ..., ay) es
un vector en R", entonces
aA = (aay,...,aap) .

Proposicién 2.1 El conjunto R™ con la relacion de igualdad y las operaciones de
adicion de vectores y multiplicacion de vectores por niumeros reales, se llama espacio
vectorial real n-dimensional.

1VA, B € R" se cumple que A+ B € R™.
2VA,BeR", A+ B=B+ A.
3VA,B,CeR", A+ (B+C)=(A+B)+C.
4.310 e R", VA € R":

A+60=A.

El elemento 6 de R™, llamado vector cero, estd dado por

5¥A€ R, 3 (—A) e R :



El vector —A, llamado opuesto de A, es

A= (-1 A

6VA € R" Va € R, aA € R™.

TVA e R" Vo, € R, (a+ ) A=aA+ [A.
S8VA,BeR" VaeR, a(A+ B) =aA+ aB.
9INVA € R" Vo, B € R, a(BA) = (af) A.
10YA e R": 1A = A.

La expresion espacio vectorial R™ se referird, al espacio (R",+,R,-) con las opera-
ciones definidas anteriormente. Observar que para n = 1,2, 3 tenemos los conocidos R, R?
y R3 respectivamente.

La sustraccién de vectores puede ser definida en términos de la adicién del siguiente
modo.

Definicién 2.1 Para A, B € R" cualesquiera
A—B=A+(-B)

es decir,
A*B: (a1 *bl,...,an*bn).

Definicién 2.2 Si Ay, ..., Ay son vectores en R™ y aq, ..., am son escalares, el vector
a1l + ...+ anAn,
se llama combinacion lineal de los vectores A; con coeficientes ;.
En la siguiente proposicién, enunciamos algunas propiedades bésicas.

Proposicién 2.2 Demostrar que
1. VaeR:al =0,
2.VAER":0A=0,y
3 aA=0=a=00A=90.

Representacién geométrica de vectores en R? y R3.

Representacién geométrica de un vector. Cada vector en R? o R? puede ser
representado graficamente en el plano o el espacio de la siguiente manera:
a. Como un punto.
b. Como un radio vector. Es decir como flechas con origen en el origen de coorde-
nadas y su extremo en un punto del plano o del espacio con coordenadas las componentes
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del vector

P = (a1,a2) P = (a1,a2,a3)

c. Como una flecha o segmento dirigido. El origen es un punto P cualquiera y
el extremo serd el punto ) tal que A = @ — P. Por ejemplo, en el plano se tiene

2.1.2 Paralelismo de vectores.

Definicién 2.3 Sean A y B dos vectores en R™, decimos que A es paralelo a B, si existe
a € R tal que B = aA.

Observemos que el vector cero es paralelo a todos los vectores, pues § = 0A para todo
AeR™

Definicién 2.4 Sean A y B dos vectores no nulos en R", si A es paralelo a B decimos
que:

1. tienen sentidos iguales si B = aA donde o > 0, y

2. tienen sentidos opuestos si B = aA con a < 0.

2.1.3 Producto escalar y norma.

Definicién 2.5 Dados los vectores A = (a1, ...,an) y B = (b1,...,b,) en R™, el producto
escalar de A y B, representado por A - B, es el nimero real

A'B:Zaibi =aiby + -+ ayby,.
=1

En particular, si A = (a1,a2) y B = (b1, b2) en R?

A-B=a1by + ashy
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y si A= (al,aQ,ag) y B = (bl,bg,bg,) en ]Rs
A - B =a1b1 + asbs + agbs.

Nétese que el producto escalar de dos vectores es un nimero real y no es un vector.
Las propiedades fundamentales del producto escalar son:

Teorema 2.1 Para A, B,C € R" y para todo o € R
1. A-B=B-A
2. a(A-B)=(aA)-B=a(A-B)
3. A-(B+C)=A-B+A-C
4. A-A>0,A-A=0siysdlosiA=10

Definicién 2.6 La norma (o mddulo) de un vector A = (aq,...,a,) en R™, representada
por ||Al|, es el niimero real

[All =vA-A=

En particular, si A = (a1, az) en R?

[A]l = y/af + a3
|A|l = \/a? + a3 + a3.

A R"™ con la norma que acabamos de definir se le llama espacio vectorial euclideano
n-dimensional. Las propiedades fundamentales de la norma de un vector son enunciadas
a continuacion.

y si A= (a1,az,a3) en R?

Proposicién 2.3 Para A, B € R" y para o € R cualesquiera se cumplen:
L||A|| =0, |A]l =0« A=0.
2]laAl| = |a] |14].
3.(Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

|A-Bl < [[A]|1B] -
4.(Desigualdad triangular)
[A+ Bl < [|A]l +[|B]|-

La desigualdad triangular corresponde al teorema geométrico: la longitud de un lado
de un tridngulo no degenerado es menor que la suma de las longitudes de los otros dos
lados.

Definicién 2.7 1.Un vector de norma igual a la unidad se llama vector unitario.
2. FEl versor de un vector es un vector unitario con la misma direccion y sentido del
vector.

Proposicion 2.4 Si A es un vector no nulo en R™, su versor es el vector

A

Up=
1Al
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2.1.4 Ortogonalidad de vectores.

Sean A y B dos vectores no nulos en R™. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

2
(%) <1, de donde —1 < Hﬁ"ﬁ < 1. Por lo tanto, existe un unico angulo ¢ € [0, 7]
A-B

tal que cos (p) = TAIMBI

Definicién 2.8 Fl dngulo que forman los vectores no nulos A y B en R™, es el nimero

real ¢ € [0, 7] tal que
A-B
)= [yt

Definicién 2.9 Sean A y B dos vectores no nulos de R™. Decimos que A es ortogonal a
B, si el dngulo que forman es 5.

De acuerdo con la definicién de éngulo entre dos vectores,
A es ortogonal a B<= A-B =0

Como A-B = B- A, es claro que A ortogonal a B implica que B es ortogonal a A. Por
esta razon se usa con frecuencia la expresién mutuamente ortogonales. Diremos también
que A y B son ortogonales. El vector cero tiene la propiedad de ser ortogonal a todo los
vectores.

2.1.5 Proyeccién ortogonal y componentes.

Definicién 2.10 Sean A y B wvectores en R™ con B # 0. La proyeccion ortogonal de A
sobre B, denotada ProypA, es el vector

A-B
Proyp A = ( > B
I1BII*

Definicién 2.11 El ndmero se llama componente de A en la direccion de B y se

1B
denota ComppA, es decir
A-B

ComppA = ——
1B

En consecuencia, la relacién entre la proyeccién y la componente es
ProypA = (ComppA) Up,
es decir,

1. Si ComppA > 0, entonces Proyg A tiene el mismo sentido que B,y
2. Si ComppA < 0 entonces ProypA y B tiene sentidos opuestos.

3. Si ComppA = 0 entonces A y B son ortogonales.

Ejercicios Propuestos
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10.

. Probar que si A, B € R" son vectores no paralelos y

aA+ BB =0,

entonces o = 3 = 0.

. Sean A, B € R"™ vectores no paralelos dados, C = («+8—-1)A+ («+5)B y

D = (a—pB)A+ (2a — B) B. Hallar los valores de o y 8 para que se cumpla la
relacién C = 3D.

. Demuestre que el vector ||A|| B + ||B|| A es paralelo a la bisectriz del dangulo que

forman A y B. Hallar un vector unitario en la direccién de dicha bisectriz.

En el tetraedro de la figura

>
O

— =

— — —
a1 =AD, a3 =CB,a3=BD, as = AC, a5 = CD y ag = BA. Demostrar que

a1 -as+as-aq+as-ag =0.

. Sean a,b € R", demostrar que:

() fla+0|* + la—b]* = 2|lal|* + 2o
() lla+ b lla —bl| < [|al|* + [1b]*
(c) lla +blI* +lla — b]|* = 2 |la* + 2 |b]*
() lla+ 0] fla — bl < [lal* + [jp]*

Sean A y B dos vectores unitarios que forman un dangulo 6. Demuestre que |A — B|| =
2 ‘sin (g) !

Halle un vector unitario que forme un dngulo de 45° con el vector (2,2, —1) y un
angulo de 60° con el vector (0,1, —1).

Los vectores A, B € R™ forman un dngulo de 45° y ||A]| = 3. ;Cuél debe ser el valor
de || B|| para que:

(a) A — B sea perpendicular a A7
(b) A+ B forme un éngulo de 30° con A?

Demostrar que dos vectores A y B en R™ son ortogonales si y sélo si
A+ Bl =[|A-B]
(Teorema de Pitdagoras). Dos vectores A y B en R™ son ortogonales si y sélo si

1A+ BII* = |AI” + | BI*.
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2.1.6 Producto vectorial y producto mixto en R3.

En esta seccién introducimos el concepto de producto vectorial entre dos vectores de R3.
Este concepto juega un papel importante en el electromagnetismo como también en la
mecédnica de fluidos cuando estudiamos los rotacionales de campos vectoriales.

Definicién 2.12 Dados los vectores A = (a1, az,a3) y B = (b1, ba, b3), el producto vecto-
rial de A y B en ese orden, es el vector A X B definido por

A X B = (agh3 — azba, azby — aibs, arby — azby) .

Proposiciéon 2.5 A x B es ortogonal tanto al vector A como al vector B.

1L AxB=—-BxA

2(aA) x B=a(Ax B)

3AXx(B+C)=AxB+AxC

4 (A+B)xC=(AxC)+ (BxCQO)

5| Ax B|* = | A|*|B|* — (A B)?

6.]|A x B|| = ||A]| || B]| sin (¢) donde ¢ es el dngulo que forman A y B.

El niimero ||A x B|| representa el drea del paralelogramo determinado por los vectores
Ay B.

Proposicién 2.6 Los vectores A y B son paralelos si, y sélo si A x B =26.
Proposicién 2.7 Para A, B,C € R? cualesquiera
Ax(BxC)=(C-A)B—(B-A)C.

Corolario 2.2 Si A, B y N son vectores de R? tales que ALN y B1N, entonces Ax B ||
N.

Definicién 2.13 Dados los vectores A, B y C, el producto mizto de A, B y C en ese
orden, es el nimero real [A, B, C] definido por

[A,B,C]=(AxB)-C.

Proposicién 2.8 1.5i A = (a1,a2,a3), B = (b1,bs,b3) y C = (c1,c2,c3), entonces

a; ag as
[A, B, C] = det b1 b2 b3
Cc1 C2 C3

2.]A,B,C] = [B,C, Al =[C,A,BJ.
3A- (BxC)=(AxB)-C

Proposicién 2.9 1.5i A = (a1,a2,a3), B = (b1,bs,b3) y C = (c1,c2,c3), entonces

ap az as
[A, B, C] = det b1 b2 b3
Cc1 C2 C3

2./A,B,C] = [B,C, Al =[C,A,B].
3. A-(Bx(C)=(AxB)-C

El mimero |[A, B, C]| representa el volumen del paralelepipedo determinado por los
vectores A, By C.
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2.1.7 Rectas en R3

Sea A un vector no nulo en R3. Si Py es un punto dado, entonces existe una tnica
recta £ que pasa por Py y tiene la direccién de A.

Sea P un punto genérico de la recta L. Se verifica que
P
P=FP+ FRP
_ '
y como Py P es equivalente a tyA, para algin ty € R, resulta que
P = Py + tyA.
Para cada t € R se tiene un punto perteneciente a la recta £. Asi

L={PeR’:P=P+tA teR}

L:P=P+tA tcR (1)

es la ecuacion vectorial de la recta L.
Si asumimos que P = (z,y, z), Py = (20, Y0, 20) ¥ A = (a1, az, as), sustituyendo en (1)
tenemos
(.TI, Y, Z) = (m07 Yo, zO) +1 (ah az, a3) , b€ R

de donde

T =220+ tay

L: y=1yo+taz ,teR
2z =z +tas

las que se denominan ecuaciones paramétricas de la recta L.
Si las componentes a1, as y ag son distintas de cero, eliminando a t, se obtiene
T—%o Y—Y _ 2%
L: = =

ai a2 as

que es la ecuacidn simétrica de la recta.

Definicion 2.14 Sean las rectas

Ly : P=Py+tA teR,
Lo @+ P=Qo+1tB,tcR.

1.Las rectas L1 y Lo son paralelas si A es paralelo a B.
2.Las rectas L1 y Lo son perpendiculares si A es ortogonal a B.
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Observacion 2.1 1.5i Ly || L2, entonces L1 N Lo =¢ o L1 = Lo.
2.5i L1 no es paralela, entonces L1 N Lo = {Punto} o L1 N L3 = ¢.

Definicién 2.15 Si £y y Lo se intersecan, definimos el dngulo entre las rectas L1 y Lo,
al dngulo formado por sus respectivos vectores de direccion, es decir,

0=« (L1,L2)=4(A,B)
El dngulo 0 se calcula mediante la siguiente relacién:

A-B
<6 <m.

cosf=—— 0<
IA[IB]

Ejemplo 2.1 Hallar la ecuacion vectorial de la recta L que pasa por el punto @ = (3,4,0)
y corta al eje Z, si se sabe que la distancia del origen de coordenadas a dicha recta L es
4 unidades.

Solucién

Considere S = (0,0, zg) un punto del eje Z.

Sea L la recta pedida que tiene como vector de direccién 67)9 =S5—-Q=(-3,-4,2).
Por condicién del problema:

Q0 x Q8 g 5 4
woT 4@‘)?)‘4:( Tt =4

l(-4z0,-320.0 _ ,_
VZ3 + 25 V7 + 25

1
ASI’, @}S = (737 74, :l:2_3?) = *g (9, 12, :l:20) .

Luego, las ecuaciones de las rectas son :

L : P=(3,4,0)+1(9,12,20),t € R
o L : P=(3,4,0)041t(9,12,-20),teR

Ejemplo 2.2 Un tridngulo equildtero inscrito en una circunferencia

] 2+ +22 42042y +22=3
| rtyt+z=1 ’

tiene un vértice en la recta
1
L:P= (—l,l,g) +t (2,-1,1),t € R.

Hallar dos de sus vértices del tridngulo.

Solucién
{ 4+ yP 2 =1
I': .
r+y+z=1

Sea P; € L vértice del tridngulo: P; = (—1 +2t,1 — ¢, % + t) .

P €P:x+y+ 2z = lentonces —1+2t+1—t+%+t =1, de donde t = %.Asi,
P = (- ,%, %) Se observa que Py € £ : (z+1)>+ (y+1)* + (2 +1)® = 6, esfera con
centro C' = (—1,—1,—1).

Wl
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Considere la recta

Ly @ P=C+1t N,teR,
Ly : P=(-1,-1,-1)+t(1,1,1),t € R.

Sea Py el centro de la circunferencia —.
Pheln:P=(-14+t,-1+t,-14+t)eP:x+y+z=1,dedonde —1+t—1+t—
1+t—1entomcest—%l Ast, Py=(3,4,1).
2

B A+ +ct=1
Sea P, = (a,b,c) € I': {a+b+c=1:>021ab‘

Luego PP,=P— (a+l,b—%,c—§)

m
I

PRy = Po- P = (133) = (-h32) = G—h—) = 12 -1.-1) forma wn
dngulo de § con el vector PP = P, — P = (a—i—% b—%,c—%) Luego,
— 1 2 .2
cos(”) P Py- PP, \/§ (2,-1,-1)- (a+3,b—3,¢—3)
H P1P0HHP1P2H 12, =1, =Dl [(a + 3,0 = F.c = 3)|
=
3 20 —b— 2
2 = — —
3 [2a—3b—3c+a’+b+2+1
\/_\/3a 3 3cta +1+c+
V3 20 —b—(1—a—10b)+2
2 \/6\/ a—32b—32(1-a—10b)+2
V3 Ba+l V3 3a+1 V3 3a+1

= = = = -
2 6y2a 12 2 \/EL%H 2 2y/Ba+1

2 1
b> = <§,b,§ b>pertenece al 2?2 +9y2+22=1,de

wino

2 2
1
donde (—) 0245 —b) =22 -2b+5=1=9?-30-2=0:b=—30b=

2 12 22 1
Por tanto, P, = | =, —=, = pP=(22_2).
or tanto, P, <3, 3,3) o P <3,3, 3>
Ejemplo 2.3 Sea L la recta que pasa por el punto M = (12,0,5) e interseca al eje Y

en el punto N. Hallar la ecuacidn vectorial de la recta L si la distancia del origen de
coordenadas a dicha recta L es 12 unidades.

Solucién

Considere N = (0,yp,0) un punto del eje Y.

Sea L la recta pedida que tiene como vector de direccién ]\W =N-M=(0,y0,0) —
(12,0,5) = (=12, 90, —5) .

Por condicién del problema:

—_— —_—
HMOXMNH
de(0) = R/ =12
||
H(*12,0, *5) X (*12ay05 75)” —12
(=12, 50, —5)||
_ _ /16992
[(=590,0, =12y0)|| 19— V6% o — o = L 196

VY& +169 VY + 169 5

106



Asi, MN = (—12,yp, —5) = (—12,4£428 —5) .
Luego, las ecuaciones de las rectas son :

1

L P:(12,0,5)+t<12,?,5,>,t€R o
1

oo P:(12,0,5)+t<—12,—%,—5,>,teR
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Ejercicios Propuestos

1. Sean

El : P:P0+tA,t€]R
Ly : P=Qy+tB,teR.

Demostrar que £1 = Lo si, y sélo si Py € L2y A es paralelo a B.
2. Si Py y Qo son puntos distintos, demostrar que la recta
L:P=PFP+t(Qo—F),teR
pasa por Py vy Qq, siendo la tnica con esta propiedad.
3. Sea A = (a1,az) € R? un vector no nulo, probar que si B es ortogonal al vector A,

entonces B = o (—ag, a1) para algin o € R.

Dado el vector A = (a1, a2), el vector (—ag,ay) serd llamado ortogonal de A, y se
representard por A+. Asi tenemos que la ecuacién de la recta en R? que pasa por
el punto Py y tiene la direccién del vector A también se puede escribir en la forma
L:(P—P)-At=0.

4. Larecta £ : 2z = 4z + 3, y = 2z — 5 se proyecta (ortogonalmente) sobre los planos
coordenados. Halle las ecuaciones de las rectas resultantes.

5. Halle la interseccién de las rectas £1 : P = (2,1,3) +¢(1,2,1) y L2 : P =(3,1,2) +
s(~1,1,2).

6. Halle la ecuacién vectorial de la recta que satisface las tres condiciones siguientes:

(a) Pasa por el punto (3,4, —5).

(b) Intersecta a la recta P = (1,3,—2) +t(4,3,2).

-4 -2
(c) Es perpendicular a la recta i 5 = Y , 2 =0>5.
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2.1.8 Planos en R?

Sea N un vector no nulo en R?. Si Py es un punto dado, entonces existe un unico
plano P que pasa por Fy y tiene normal V.

Sea P un punto genérico del plano P. Se verifica que
P
PyPLN
P
y como FyP = P — Py, resulta que
(P—PFy)-N=0.

Ast
P={PcR’:(P-PR)-N=0}

P:(P—F)-N=0 (2)
es la ecuacion normal del plano P.
Si asumimos que P = (z,y,2), Py = (x0,Y0,20) Yy N = (n1,n2,n3), sustituyendo en
(2) tenemos
[(:‘Ca Y, Z) - (:170’ Yo, ZO)] : ((1, ba C) =0
de donde se obtiene
Prax+by+cz+d=0

que se denomina ecuacién cartesiana del plano P.

Definicién 2.16 Dada la recta L: P = Py+tA, t € Ry el plano P : (P — Fy)- N =0.
Decimos que la recta L es paralela al plano
P si y solo si A es ortogonal a N.

Observacion 2.2 1.5i L es paralela al plano P se tienen los casos :
(i) LOP =L
(i) LOP = ¢.
2. 8i L no es paralela al plano P, entonces L NP ={Punto}

Definicién 2.17 Sean los planos Py : (P—Fy)- N1 =0 y P2 : (P—Qo) - N = 0.
Decimos que :

(a)P1 es paralela al plano Py si y solo si Ny es paralelo a Nj.

(b)P1 es perpendicular al plano Py si y solo si Ny es ortogonal a Na.

Observacién 2.3 Si P; no es paralela a Py entonces Py NPy = L.
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Ejemplo 2.4 Hallar la ecuacion cartesiana del plano que interseca a la recta
L:P=(1,3,-3)+t(2,1,-2),te R

en el punto (m,0,n) y es perpendicular a otro plano P : 3x — 3y + z = 2. Se sabe que el
punto @ = (1,1,2) estd en la interseccion de ambos planos.

Solucién

Sea 7 el plano buscado, entonces @ = (1,1,2) € 7. Bastard hallar el vector normal
n = (a,b,c)

np=(3,-3,1) = np-n=0—3a —3b+ c =0 (condicién 1)

L:x=142t;y=3+t;2=-3—2t

LNr=(m,0,n) my=0—-t=-3—>x=-52=3

— R=(-5,0,3)en
Q—-R=(6,1,-1)Ln—6a+b—c=0—c=6a+b (cond.2)

Resolviendo:

2 2
3a—3b+ (6a+0b) = 0:>9a—26:0—>a:§b%c:6(§b)+b—>c:gb
2 7 1
=b,b,-b) = =0(2,9,21 =(2,9,21
(9773) 9(797 )—>n (797 )

T o 2x+49y+21z4+d=0
Q = (1,1,2)er—2(1)+9(1)+21(2)+d=0—d=—-53
T 20 4+9y +212—-53 =0

Ejemplo 2.5 Hallar la ecuacion cartesiana de un plano P que pasa por los puntos QQ =
(0,7,0) y R=(1,5,2), y forma un dngulo de % con el plano Py :x+y—4z+5=0.

Solucién

Sea N = (a,b,c) la normal del plano P buscado .

Consideren @ = (0,7,0) y R = (1,5, 2) entonces QT% =R-Q=1(1,52)—(0,7,0) =
(1,-2,2) es.e>l vector que estd contenido en el plano P .

—
Como QR estd contenido en el plano P entonces QR es perpendicular al vector normal
del plano P. Asi :

—

—_—
R 1 N<<N-QR=0

~— (a,b,c)-(1,-2,2)=0

— a—2b+2c=0=a=2b—2¢

Por tanto, N = (2b — 2¢, b, ¢).
Si N1 = (1,1,—4) y N son los vectores normales de P; y P, respectivamente.

™ N1 -N
Luego, cos(—) = ———
47 |INe|[ IV |
1 (L,1,-4)-(2b—2¢,b,¢)
V2 I L =4[ [[(2b = 2¢,b, )|
1 3b — 6¢ b—2¢

BT 3R 1 e - She 1= 502 + 5c2 — 8be
= 5b% 4 5¢% — 8be = b? + 4¢? — 8be

—4b?2 —dbe+ 2 =0= (2b —¢)* =0 = ¢ = 2b.

Luego, a =2b—2c=a=2b—2(2b) = —2b
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ASia N = (72b7 bv 2b) =-b (2’ 71, 72) || (27 71, 72) .
Luego la ecuacién del plano buscado es.:

P : 20—y—224d=0
Q = (0,7,00eP—-20)—-7-20)+d=0—-d=T.

Asi, P:2x —y—22+7=0.
Ejemplo 2.6 (a) Dadas dos rectas no paralelas que se cruzan (no se intersectan)

L, : P=Py+ta,tcR
Ly : P=Qo+rb,reR

contenidas en los planos paralelos Py y Po respectivamente. Demostrar que la distancia
entre L1 y Lo estd dada por:

b) Hallar la ecuacion vectorial de la recta L que pasa por el punto Py = (1,3,—1), es
paralela al plano P : x4+ z —2 =0 y dista 3 unidades de la recta

) r—y—2=2
LO'{ xT—z=2

Solucién
(a)Construimos dos planos paralelos P; y P2 que contengan a £y a Lg respectiva-
mente. Puesto que N = @ x ? es normal a ambos planos entonces es perpendicular a los
vectores de direccién de L1y a Lo.
—_— - =
. . ‘P@Qo.(axb)‘
Asi, d(L1,L9) = HProyE,X?POQOH = ‘CompE)X?PoQg‘ = —

@ X b

(b)Sea A = (a, b, c) el vector de direccién de £. Como L || P, entonces A- N = 0, donde
N = (1,0,1) es el vector del plano P. Entonces (a,b,c)-(1,0,1) =0, de donde a + ¢ =0
y asi, ¢ = —a. Luego, A = (a,b,—a).

Jr-y—2=2 e o) —
De Ly : v 2—9 . ,se tiene: y = 0.
Parametrizando Lo : sea z =t, x =2 +t. Asi, Lo : P =(2,0,0) +¢(1,0,1),t € R.
B
L no es paralela a Lg, por condicién del problema se tiene:
—_—
3= d(£.Lo) PoQo - (A x B)
(A x B
—_—
POQO = QO -k = QO = (27070) - (1a3a*1) = (1a*3a 1)
Ax B=(a,b,—a) x (1,0,1) = (b, —2a, —b) .
Asi,
-
3= d(ﬁ L ) _ POQO ) ((A x B)) _ |(17 _37 1) i (ba —2a, _b)‘ _ ‘6a|
i I(Ax B (6, —2a,-b)] ViaZ 25

de donde b = 0.
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Asi, A= (a,0,—a) =a(1,0,—1). Por tanto, la recta

L£:P=(1,3,—-1)+t (1,0,—1),t € R.

Ejemplo 2.7 Sean el plano Py : 3z+2y—z—5=0ylarecta L: P = (1,-2,2)+t(2,-3,2),
t € R. Hallar:

Pr.

(a)El punto de interseccion de la recta con el plano P;.
(b)La ecuacion cartesiana del plano P2 que contiene a la recta L y es perpendicular a

(¢)La ecuacion vectorial de la recta L1 que contenida en Py y Pa.

Solucién

(a)Sea £: P =(1,-2,2) +(2,-3,2) = (14+2t,—2 —3t,2+2t), t e R

Q € L entonces Q = (1 +2t,—2—3t,24+2t) € P1:3x+2y—2—5=0:
3(1+2t)+2(—2—3t) — (2+42) —5=0=> —2t —8=0=>t = —4.

Por tanto, @ = (-7, 10, —6) .

(b)Sea No = Ax Ny = (2,-3,2) x(3,2,—1) = (—1,8,13) la normal del plano buscado.

Luego la ecuacion del plano es

Po:ax—8y—13z4+d=0

puesto que Fy(1,—2,2) € Py : x—8y—13z+d = 0 entonces 1 -8 (—2)—13 (2)+d = 0,de

donde d = 9.

Por lo tanto,

Po:x—8y—13z2+9=0.
[ 3r+2y—2—-5=0....(4) 122 4+ 8y — 42z =20

(C)Seaﬁl'{sc8y13z9:0 "\ z-8-13:=9

se tiene : 13z — 17z = 29.

Parametrizando Elzseaz:t,x:%—i—}—gt.

De 3z+2y—z—5=0,setiene 2y = 2+5—-3z =t+5-3 (B + 1t) = y = -3t — 1.
17 19

; .p_ (29 _11

As1,£1.P_(E,E,O)+t<1—3,1—3,1),t€R.

B

Ejemplo 2.8 Dado un punto Py = (1,1,1). Hallar la ecuacion cartesiana de los planos
P tales que d(Py,P) = /10 y es ortogonal a la recta

L£:P=(0,1,2)+1,0,3),t €R.

Solucién
Se observa que Py = (1,1,1) ¢ £: P =(0,1,2) +¢(1,0,3),t € R.
Considere la recta

Ly:P=(1,1,1)4+t(1,0,3),t € R.

Sea @ € L entonces existe un ¢t € R tal que @ = (1 +1¢,1,1+ 3t).

Sea d (P, P) = d(Pp, Q) = H@H = ||(£,0,3t]| = V10£2 = 10 => ¢ = +1.
Sit=1:Q=(21,4)

La ecuacién del plano es, P: (x — 2,y — 1,2 —4)-(1,0,3) =0

Por tantoP:x+32—14=0.

Sit=-1:Q=(0,1,-2)

La ecuacién del plano es, P : (z,y — 1,2+ 2)-(1,0,3) =0

Por tanto P : 2 +324+6=0
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Ejemplo 2.9 Dadas las rectas

Ly P=(2,3,-3)+¢t (13,1,-4),t€R
Lo : P=(56-3)+r (—13,—-1,4),t€R.

(a)Hallar la ecuacion cartesiana del plano P que contiene a las rectas L1 y Lo.

(b)Hallar la ecuacion vectorial de la recta L que corta perpendicularmente a la recta
Ly en el punto Q = (2,3,—3) y es

paralela al plano w: 2x — z+ 3 = 0.

Solucién

(a)Se observa que L1 || L2

S~624 = (13,1, —4) el vector de direccién de L.

PoQo = Qo — @j (5,6,—-3) — (2,3,-3) = (3,3,0).

Sea N = A x PyQo = (13,1,—-4) x (3,3,0) = (12,-12,36) = 12 (1, -1, 3)
N = (1,—-1,3) la normal del plano buscado. Luego la ecuacién del plano es

P:z—y+3z+d=0

puesto que Py (2,3,-3) e P:x—y+32+d=0entonces P:2—-3+3(-3)+d=0,
de donde d = 10.
Por lo tanto,
P:z—y+32+10=0.

(b)Sea u = (a,b,c) el vector de direccién de L.

Si L1L, , entonces u = (a,b,c) LA = (13,1,—4) = (a,b,c) - (13,1,—4) = 0 =
13a +b—4c=0= b= 4c— 13a.

Ast, u = (a,4c — 13a,¢)

Por otro lado, £L||7, entonces u LN = (2,0,—1) = (a,4c — 13a,¢) - (2,0,—1) = 0 =
c = 2a. Luego,

u = (a,4(2a) — 13a,2a) = (a,—ba,2a) = a(1,-5,2) || (1,-5,2).

Por lo tanto,

L:P=(23-3)+t(1,-52),tcR

Ejemplo 2.10 Considere los planos Py :x—y+2=0 y Pa:x+y—z=2.

(a)Hallar la ecuacion de la recta L que es interseccion de Pi y Pa.

(b)Hallar la ecuacion vectorial de la recta L1 que pasa por el punto (2,1,3) y no corta
a ninguno de los planos P1 y Pa.

Solucién (1)
o ) IE*Z/‘FZ:O"' 1
(a)Sea P € L:=P; NPy : Tty—z=2-(2)

Sumanado (1) y (2): 20 =2 =z = 1.
Dez—y+2=0—1-y+2=0—2=9y— 1.
Seay=t=—2z2=1t—1.

Por lo tanto,

L:P=(1,t,t—1)=(1,0,—1)+¢(0,1,1),t R

(b)Es claro que (2,1, 3) no se encuentra en ninguno de los planos dados.
Basta elegir una recta £; pasando por (2,1,3) y sea paralela a £. Por lo tanto,

L1:P=(21,3)+r(0,1,1),r €R.
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Ejemplo 2.11 Sean P1:x+2y—32+2=0 y Po: —xz+2=0.

(a)Hallar la proyeccion ortogonal de la recta L, que es interseccion de Py con Pa sobre
el plano coordenado XY.

(b)Hallar el drea del tridngulo que dicha proyeccion forma con los ejes X,Y.

Solucién
(a)Sea P € L =P, 0732:{
De(2): —z+2=0=z=1x=t,

En(1):242y—3242=0=t+2y—-3t+2=0=—=y=1t—1
Por lo tanto,

r+2y—324+2=0---(1)
—x4+2z=0---(2)

L:P=(tt—1,t)=(0,—1,0)+¢(1,1,1),teR

Sea larecta Lr: P=Q +t 62—156}, t € R que resulta de hacer la proyeccién ortogonal
de la recta L sobre el plano coordenado XY,

donde Q € L NPxy, Pj=Proy,, P

Sea @) € L, entonces existe un ¢t € R tal que Q = (t,t — 1,t) € Pxy : 2 =0=t=0.

Luego, @ = (0,—-1,0).

Sea Py = (1,0,1) € L entonces Pj = (1,0,0)

QP =P, — Q= (1,0,0) — (0,~1,0) = (1,1,0)

Por tanto,
Lr:P=(0,-1,0)+%(1,1,0),t € R.
b)Lr:q y=—-1+t---(2) =y = —1+x es una recta en el plano XY.
Y, L
2__

Sea A =Lz N X : haciendo y = z =0, de donde A = (1,0,
B =Lz NY : haciendo x = z =0, de donde B = (0,—1,0).
Por tanto el drea del tridngulo OAB es: A(AOAB) = $u?.

Ejemplo 2.12 Sea L: P =Py+t a,tc€R wuna recta en R? y Qo € R3. Demostrar

que

Solucion
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En el tridngulo PoHQq de la figura, (H es el pie de la perpendicular trazada), se tiene
que:
—_— —_—
A(Qo, Po) = ||RoQs|| ¥ d(Po, H) = |Comp 4 PoQs)

Por el Teorema de Pitdgoras:

dz(Qo) = d*(Qo,Ry) — d*(Py, H) = Hﬁoafo‘r - ‘Compﬁfo@_o}r

2
e [ROy-@] e [P 1@ cos?0
= el - || = [mel - 2
lall Al
sl @2 = @ P cos? 0N 5|2 =2 Sin% 6

—
siendo 0 el dngulo entre los vectores Py() v A. Tomando raiz cuadrada en ambos
miembros

|Po]i@lsine | 7o@o x|
(@) = T T =

Ejemplo 2.13 Sea L : P = (1,-2,3) +t (—1,2,—4),t € R. Hallar Q € R3 tal que
d(Q,L) = ,/%l y Q es un punto de la recta
) z=2z+1
oo

Solucion

Sea Q = (z,y, 2) tal que d(Q,L) = 1/%, entonces

[((z,y,2) = (1,=2,3)) x (=1,2, =4)|

d(Q,L) =
(@5 L2 -9
H($ — 1,y+2,z _3) X (_1727 _4)”
[(=1,2,—4)]
|(—4y — 22 — 2,42 — 2z — 1,2z + )| 24
d(Q,L) = S

\/(4y+2z+2)2+(4x—z—1)2+(2x+y)2 = V24 =
(Ay+2242%4+ Uz —2—1P2+ 2z +y)*> = 24---(x)
Como @ € £, entonces de (*) se tiene :

(A(-2)+222+1)+2)°+lz— 2z4+1) —1)°+ (22— 22 =24 = 24 (2 — 1)2 = 24,
de donde x =0,z = 2

115



Siz=0:Q =(0,-2,1),
Siz=2:Q=(2-25).

Ejemplo 2.14 Dado el plano 7 : kx —y+2z+1=0 y el punto M = (0,1,0).
(a)Hallar el valor de k sabiendo que el plano 7 es paralelo a la recta

L£:P=(1,23)+t (1,0,-1),teR

(b)Hallar las ecuaciones cartesianas de aquellos planos P paralelos al plano 7 tales que
la distancia del punto M al plano P es 2.

Solucién

(a)Si 7 es paralelo a la recta £ entonces u = (1,0,—1) L N = (k,—1,2) = (1,0, —1) -
(k,—1,2)=0=k =2.

(b)Si w: 2z —y+ 22+ 1 =0 es paralelo al plano P entonces la ecuacién del plano P :
2 —y+22+d=0.

Por condicién se tiene:

V2 (1) 22 3
d—1 = 6Vd—1=—6=d=7Vd=—5.

Por tanto, los planos son :

P 22—y+2247=0,
P 2 —y+22-5=0.

Ejemplo 2.15 Dado el plano P:xz+y—2=0 1y la recta

) y+22=8
E'{ 20—y =0

Hallar las ecuaciones vectoriales de las rectas L1 y Lo que estdn contenidas en el plano
P, tales que L1 es
perpendicular a L y Lo es la proyeccidn ortogonal de L sobre el plano P.

Solucién

Parametrizando L : { y+22=28

2e—y=0=y=2x '
Sea x =t entonces y = 2t.
Dey+2z=0setiene 2t +2z=8=—2=4—1
Por lo tanto,

L:P=(t2t,4—1t)=(0,0,4)+t(1,2,—~1),teR

Hallando Q.
Sea ) € L entonces existe un t € R tal que Q = (¢,2t,4 —t) e P:x+y—2z=0,
entonces t + 2t — (4 —t) =0, de donde ¢t = 1.Asi, @ = (1,2,3).
Hallando £;.
Como L£; LL entonces A7 LA=(1,2,—1)
L1 C Pentonces Ay LN = (1,1,-1)
Entonces A;||Ax N =(1,2,-1) x (1,1,—1) = (-1,0,-1)
Por lo tanto,
L1:P=(1,2,3)+t(-1,0,—-1),t R
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Hallando £5. .

Sea larecta Lo: P=Q+t QF, t R

que resulta de hacer la proyeccién ortogonal de la recta £ sobre el plano coordenado
P, Py=ProypPy=LyNP,

Ly:P=(0,0,4)+¢t(1,1,-1),teR

Sea Pj € Ly, entonces existe un ¢t € R tale que Pj = (t,t,4—t) e P:ax+y—z =

O=t+t—44+t=0=1t=3.

Luego, P} = (%, %, %) )

Pl=P,—-Q=(248-(1,23)=(4, -2 -H)=1@1,-2,-1
QO_ 0 Q_(gagvg) (aa)_(ga 3 3)_3(a 9 )
Por tanto,

Lo:P=(1,2,3)+t(1,-2,-1),teR

Ejercicios Propuestos

1. Un rayo luminoso sale del punto Py = (0,—2,0) segun la direccién del vector A =
(1,2,2) e incide en el espejo plano P : 3z + 4y — 5z = 0. Halle la recta que contiene
al rayo reflejado.

2. Identifique los conjuntos solucién de cada una de las siguientes ecuaciones:

(a) Ax P = Bsiendo Ay B vectores dados.
(b) (P — P1) x (P, — P;) =6 siendo P, y P, puntos distintos dados.

3. Hallar la ecuacién del plano m que es perpendicular al plano
P:3x—4y—22z=3

vy que contiene a la recta
) r—4y+22=3
| 2z +y—4z2=4 "

4. Sean U, V y W tres vectores no coplanares y no nulos tales que sus representaciones
como segmentos dirigidos tienen un punto inicial comin. Demostrar que el plano
que pasa por los puntos finales de dichos segmentos dirigidos, es perpendicular al
vector U X V+V xW 4+ W xU.

5. Determine si existe un plano que contiene a las rectas £q : P = (2,—1,3) +¢(1,2,1)
y Lo P =(2,—1,33) + s (3, —1,4).

6. Similar al ejercicio 5 para las rectas £; : P = (4,1,0) +t(1,2,1) y Lo : P =
(—2,-3,2) + 5(2,-1,3).

7. Halle la ecuacién cartesiana del plano que pasa por el punto (—1,—1,2) y es perpen-
dicular a los planos * — 2y + 2z =0, x4+ 2y — 22+ 4 = 0.

1 1 3
8. Halle la interseccién de la recta L : rHIo_ ¥+l _ 2t con el plano P :

2 -1 3
2z +y—2z=0.

9. Si los vectores A, B,C,D € R? son representados por segmentos coplanarios, de-
muestre que:
(AxB)x (CxD)=86

. Es verdadero el resultado reciproco?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Hallar el plano bisector del diedro agudo formado por los planos 6x+9y+2z+18 = 0,
z—8y+4z—20=0.

Halle la distancia del centro de gravedad del tridngulo formado por las rectas

L1:P=(511,-2)+7(0,8,-1),r R
Lo:P=(8,-233)+s(3,-10,-4), sc€ R
L3:P=(8,1,-6)+t(3,-2,5),teR

al plano 5z 4+ 12z + 14 = 0.

Halle la distancia del punto (1,—2,1) al plano determinado por los puntos (2,4, 1),
(717 47 2) y (717 Oa 1)

Sean P, = (1,2,3) y P» = (4,5,6) los vértices de un cuadrado. Sabiendo que P»
pertenece a larectareal £: P = (4,5,6)+t(1,0,—1), t € R, hallar los otros vértices
del cuadrado(dos soluciones).

Hallar las ecuacién del plano m que contiene a la recta

r. r+y+32=0
"l 3z4+2y—2=0"

y es perpendicular al plano 2z +y —z+ 1 =0.

El punto @ = (—4, 2, 1) se proyecta ortogonalmente sobre los planos 71 : 3z+y—z =0
y mo : —x +y+ 2+ 5 =0 determinado por los puntos A y B respectivamente.Hallar
la distancias entre A y B.

Dadas las rectas
L1:P=(-1,3,-1)+1t(3,1,2),teR
Lo:P=(0,0,—-11)+7r(1,2,6), r€R

(a) hallar el punto @ que es intersecciéon de L1y Lo.
(b) hallar el punto R simétrico de (—1,—9, —1) respecto a la recta Ls.

(c) hallar la ecuaciones paramétricas de la recta £ que pasa por Q y R.

En un paralelepipedo ABCDFEFGH como en la figura, sean Py, Py, P3, Py, Ps v Ps
los opuntos medios de las aristas F'/E, FH, HD,CB y BF respectivamente. Analizar
si los seis puntos mencionados estdn en un mismo plano o no.
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18. Dadas las rectas
L1:P=(1,-2,5)4+t(2,3,—-4),teR

2
Lo:x—2, y—I:Z;r

Hallar la recta £ que pasa por el punto (—1,2,0), si la recta es perpendicular a £
y corta a Lo.

19. Dados los planos :
mir—2y+2=0y m:x—2y—22—4=0.

(a) Hallar una ecuacién vectorial de la recta £ que estd contenida en ambos planos.

(b) Sea 7 : ax + by + cz + d = 0 un plano tal que la recta £ de la parte (a) estd
contenida en 7 y la distancia de P; = (1,—1,0) a m es 1. Hallar una ecuacién
normal para .

20. Hallar la ecuacién cartesiana del plano que pasa por Py = (1,0,0), sabiendo que la
)

recta L:x—5= =

, y = 1 dista una unidad de dicho plano.
21. Sea P = (x,y,2) un punto de R3.

(a) Calcular la distancia de P a los ejes coordenados X e Y.
(b) Analizar la verdad o falsedad de los siguientes enunciados :

i. La distancia de P = (z,y,2) al eje X es igual a la distancia de @ =
(x,—y,—2z) al eje X,

ii. La superficie determinada por los puntos de R? tales que las distancias a
los ejes X e Y son iguales, es un tnico plano,

iii. La ecuacién cartesiana de la superficie S determinada por los puntos de R3
cuya distancia al eje X es el doble de su distancia al eje Y es 222 —y% 4622 =
0.

22. Hallar el punto P(a,b,c) con ¢ > 1, que pertenece a la recta

y+2 =z
L:z—1=9T2_72
v 2 3

tal que las distancias de P a los planos

Prixz4+2y+2z—1=0 y Pr:2x2+y—2—-3=0

son iguales.

23. Sea m un plano que pasa por el origen y contiene a la recta £ : P = (1,2,3) +
t(1,—1,-1), t € R. Hallar una ecuacién cartesiana de dicho plano.

24. Considerar los planos
m:2c+3y—2+1=0 y @my:x—y+2z4+3=0.

(a) Halle la ecuacién vectorial de la recta £ contenida en 71y ma.

(b) Halle la ecuacién cartesiana de un plano que contiene a la recta £ y que forma

un dngulo de g con el plano 7.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Halle las ecuaciones de la recta que pasa por el punto A(—1,2, —3) , es perpendicular
al vector v = (6,2, —3) e interseca a la recta

L:P=(1,-1,3)+1(3,2,—5),t € R.

Dadas dos rectas oblicuas en R3
L1 : P=Py+tA tcR
Lo @ P=Qo+rB, reR,
hallar una férmula para calcular la distancia entre las rectas £1 y Ls.

Determine la ecuacién de la recta que intercepta a las rectas

Li: P=(1,-1,1)+t(1,0,-1), t€R
Ly: Q=(1,0,0)+s(—1,1,1), s€ R

en los puntos A y B, respectivamente, de tal manera que la longitud del segmento AB
sea minima.
(Para qué valores de a y b, larecta £L: P =(2,—1,5)+t(a,4,—3), t € R es perpen-
dicular al plano

m:3x—2y+bz+1=07
Considere la recta

L£:P=(1,23)+1(0,1,1), tcR

Hallar la ecuacién del plano P que contiene a la recta £ y cuyas intersecciones del
T
plano P con los planos coordenados XY e Y Z forman un dngulo 3

Dadas las rectas
Ly: P=(1,1,3)+t(—4,10,—-1),t R
Lo: Q=(2,1,-2)+s(7,-2,7), seR
Hallar la ecuacién de la recta que pasa por la interseccién y es perpendicular a ambas.

Considere la recta

L£:P=(1,23)+1(0,1,1), tcR

Hallar la ecuacién del plano P que contiene a la recta £ y cuyas intersecciones del
T
plano P con los planos coordenados XY e Y Z forman un dngulo 3

Hallar la ecuacién vectorial de la recta que pasa por la interseccién y es perpendicular
a ambas.

(a) Hallar la ecuacién vectorial de la recta £ que pasa por los puntos (2,3,1) y
(—1,4,1).

(b) Uno de los puntos R (5,2,1) y Q(3,1,2) pertenece a £. Hallar la ecuacién
simétrica de la recta perpendicular a £ que pase por el punto que no pertenece
a la recta L.
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33. Sean S = (1,—-1,2) y R = (1,0,1).

(a) Hallar la ecuacién del plano que contiene a los puntos S'y R, y es paralelo a
la recta
L:P=(1,51)+¢t(1,1,1), teR

(b) Sea M el punto medio entre Sy R.Hallar el punto de la recta £ més cercano a
M.
34. Sean los planos

Priz4+y—24+1=0y Po:x—y+224+5=0.

(a) Hallar la ecuacion vectorial de la recta £ que pasa por el punto (0,0,1), estd

contenida en el plano P; y forma un dngulo % con el plano Ps.

35. Sean L : P =(-3,-3,5)+t(1,2,—-2), t € R unarecta 'y P, un plano que pasa por los
puntos Q@ = (2,—1,2) , R=(3,1,—1) y S = (2,3,1) .Desde el punto B = (2, -2, 3)
se trazan rectas que cortan a la recta L e intersectan al plano P en puntos que se
alinean formando otra recta al que llamaremos £q.Hallar la ecuacién cartesiana de

Ly .

2.2 DMatrices. Sistemas de ecuaciones lineales

Definicién 2.18 Una matriz de orden m X n es un arreglo rectangular de mn nimeros
acomodados o dispuestos en m filas y n columas.

ajl a2 a3 -+ Qln
a1 Q22 Q23 -+ QG2
A= a31 a3 azz --- asp
| AGml Gm2 am3 - Oamnp |
Los elementos aii,...,am, € R, y se conocen como las entradas de la

matriz A; el elemento de A ubicado en la interseccién de la i-ésima fila y la
j-ésima columna se denota por a;;. La matriz A se denota brevemente por
A = [aj;]. La i-ésima fila de A se denota por Ay = [ai1,... ,ai;n] v puede
considerarse como un vector de, la j-ésima columna de A se representa por

aij
AU) =

Ay
y puede considerarse como un vector de R™
Las matrices se denotan por letras maytsculas A, B, C, ...,etc.
Observacioén 2.4 Si m = n,se dice que la matriz es cuadrada.

En lo que sigue una matriz de m filas y n columnas sera denotada por A,,x, = [ai;] 0
simplemente por A.
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Ejemplo 2.16

es una matriz de orden 2 x 4 y

B =

S W N
S =
- O O

es una matriz cuadrada de orden 3.

Definicién 2.19 (Igualdad de matrices). Dos matrices A y B del mismo orden son

iquales st todos sus elementos correspondientes son iguales. En tal caso se usa la notacion
A=B.

En sfmbolo:

Dos matrices A = [ai;] y B = [bi;], del mismo tamano, son iguales si y solo si a;; = by,
paracada 1 <¢<m,1 <j < n.

Denotemos por M,,,,(R) el conjunto de matrices de orden m X n sobre R.

2.2.1 Adiciéon de matrices

Sean A = [a;j] y B = [b;;] dos matrices en M, (R), entonces
A+ B = laj] + [bij] = [aij + bij]

2.2.2 Multiplicaciéon de un escalar por una matriz

El producto de un escalar k£ por una matriz A es otra matriz kA la cual se obtiene
multiplicando cada elemento de A por k.

k.A= k.[aij] = [k al-j], k e R.
ail a2 Qi3

Por ejemplo, si k es un escalar y A =
az1 Q22 a23

] entonces

| kair ka2 kaiz
kA = |: kagl ka22 ka23:|

Propiedades
Para A, B y C matrices de orden m X n cualesquiera y para r, s € R, se cumplen
1. 7(A+B)=rA+rB
2. (r+s)A=rA+sA
3. r(sA) = (rs)A
4. 1A= A.

2.2.3 Multiplicaciéon de matrices

El producto de dos matrices no estd definida de manera obvia; esto es, el producto de dos
matrices no se obtiene multiplicando sus componentes correspondientes.
Antes de definir la multiplicaciéon matricial, se requiere una definicién previa.
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Definicion 2.20 Sea A = [ a1l a2 -+ Qip ] una matriz o vector fila n—dimensional
y sea

una matriz o vector columna n—dimensional. Entonces el producto, AB, de A y B estd
dado por

AB = [all a2 . . . aln]

_bnl_

= a11bi1 + a12b21 + ... + a1pbny

Obsérvese que el producto de un vector fila y un vector columna no se puede definir
a menos que sean de tamarfios compatibles. Ademads, el vector fila debe escribirse a la
izquierda.

4
Ejemplo 2.17 Fl producto deA:[?) 2 S]yB: 3| es
2
4
AB=1[3 2 5]|3|=3(4)+203)+5(2)=12+6+10=28.
2

Usando la definicién de un vector fila por un vector columna se puede definir la mul-
tiplicacién matricial.

Definicion 2.21 Dadas las matrices

A = [a;j] de orden m x

B = [bi;] de orden[p|xn;

el producto A x B, en ese orden, es la matriz C = [¢;;] de orden m x n cuya componente

n
cij ==Y aibj,
k=1

es el producto de la fila i de A y la columna j de B.

Ejemplo 2.18 Determinar el elemento de la sequnda fila y la tercera columna del producto

4 3
) 1 3 2 4
AB de las matrices A= | 2 5 | yB= [ 9 5 1 3 }

3 6

Solucién El elemento a determinar, ca3, se obtiene multiplicando la fila 2 de A por la
columna 3 de B.
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cos = 2 5][?]:22+51:9

Ejemplo 2.19 Calcular el producto AB = C' donde

3 —1

2 1 =3
A2><3 = Yy Bg><2 = 2 4
4 -5 1 1 5

Solucién La matriz producto C es de orden 2 X 2, esto es, tiene 4 elementos.

c11 = (fila 1 de A)x(columna 1 de B) =2(3) + ( )+ (=3)1=5
c12 = (fila 1 de A)x(columna 2 de B) =2(—1)+1(4)+ (-3)5=—
co1 = (fila 2 de A)x(columna 1 de B) =4(3)+(—-5)2+1(1)=3

= (fila 2 de A)x(columna 2 de B) =4(—1) 4+ (—5)4+1(5) = —19

. . C11 (€12 . 5 —13
De lo anterior se concluye que C' = [ o1 oo ] = [ 3 _19 }

Observacién 2.5 Dadas dos matrices, por ejemplo, Asxs y Bsxa es posible efectuar
AB = (Cs3x4,debido a que sus tamarnios son compatibles, es decir, el nimero de colum-
nas de A es igual al nimero de filas de B; sin embargo, no es posible calcular BA.

Ejemplo 2.20 Hallar todas las matrices cuadradas A de orden 2 X 2 que conmutan con

la matriz
1 0
B—[z _1]
a b

Sea A = [ c } . Entonces AB = BA

s 4]

a+2b —b _ a b
c+2d —d o 2a —c 2b—d

Solucion

de donde

a+2b=a---(1)
-b=b---(2)=b=0
c+2d=2a—c---(3)

—d=2b—d---(4)

De (3):c+2d=2a—c=d=a—-c
A:[ab}:[a 0 ],a,ceR.

c d c a—c¢

2.2.4 Matrices especiales

1. Matriz diagonal. Es la matriz cuadrada Ay, xn = [a;;] definida por

oo disii=]
VT 0sii# g
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en donde \; € R.

Es decir ) ;
A0 0 0
0 X O 0
A=1] 0 0 X3 0

| 0 0 0 An |

Es decir, los valores \; se ubican en la diagonal principal.

. Matriz identidad.- Llamada también matriz unidad, es un caso particular de ma-
triz diagonal, en la cual los elementos de la diagonal principal son iguales a 1. Se
representa por I, o simplemente por I.

(1.0 0 - 0]
010 0
=001 0
100 0 1]

Propiedad fundamental
A-IT=T-A=A

. Matriz triangular superior.- Es la matriz cuadrada que verifica a;; = 0, Vi > j.

Ejemplo 2.21
ail a2 a3 a4 as
0 age ag3 as ags
A= 0 0 a3 a3 az |,
0 0 0 44 Q45
0 0 0 0 ass

es una matriz triangular superior.

. Matriz inversa Sea A una matriz cuadrada de orden n . Se dice que A es invertible
si existe una matriz cuadrada B de orden n tal que: AB = BA = 1.

B se llama inversa de A y se denota por B = A~}

A se llama inversa de B y se denota por A = B~}

1 1 2 1 1 =1

2 2 72

Ejemplo 2.22 SiA=|2 1 0 yB=1]-1 0 1 entonces AB = BA =1,
3 =1 -1

1 2 2 1 7 7

por lo que B = A1

Los métodos para determinar la inversa de una matriz se verdn ma&s adelante, sin
embargo se debe tener en cuenta que no toda matriz cuadrada A es inversible.

Propiedades
Supongamos que existen las inversas de A y B, entonces se cumplen

1. AAl=A1A=1

2. (A H) =4
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3. (AB)"'=pB71tA"!
4. (kA)~t=+A7Y k #0 (k escalar)

2.2.5 Transformaciones elementales con las filas de una matriz

Son operaciones con matrices que no modifican ni su orden ni su rango. Son transforma-
ciones elementales las siguientes.

1. El intercambio de la fila ¢ y la fila j. Se denota por f;;.

2. El producto de todos los elementos de la fila ¢ por una constante k& # 0.Se denota
por kf;.

3. Lasuma de los elementos de la fila ¢ con los correspondientes de la fila j multiplicados
por una constante k # 0. Se denota por f; + kf;.

5 3
Ejemplo 2.23 Con la matriz A= | 6 8 | e pueden efectuar las transformaciones
49
5 3 5 3 5 3
1. fag: | 6 8 | 2. 4fa: | 16 36 | 3. fs—2fi:| 4 9
4 9 6 8 —4 2

2.2.6 Rango de una matriz

El rango de una matriz A,,;, es el nimero real r si el determinante de al menos uno de
sus menores cuadrados de orden 7 es distinto de cero,siendo nulos los correspondientes a
todos los menores cuadrados de orden r 4+ 1, si es que existen.

1 2 3
Definicién 2.22 FEl rango de A= | 2 3 4 es iqual a 2, ya que el determinante de
2 46

1 2 .
[ 9 3 ]es distinto de cero,

siendo |A| = 0. En realidad, el cdlculo del rango de una matriz mediante la definicion
anterior puede ser muy laborioso si aumenta el orden de la matriz, de ahi que es con-
veniente encontrar algin método que simplifique estos cdlculos, para lo cual es necesario
conocer los siguientes conceptos.

2.2.7 Matrices Equivalentes

Dos matrices A y B se llaman equivalentes,lo que se denota por A ~ B, si una de ellas
se obtiene a partir de la otra mediante un nimero finito de transformaciones elementales
filas.

Propiedad 1 Las matrices equivalentes tienen el mismo orden y el mismo rango.

1 21 4
Ejemplo 2.24 A partir de la matriz A = | 2 4 3 5 se puede obtener la matriz
1 2 6 7
1 21 4
B=|10 0 1 =3 | mediante dos transformaciones elementales: fo —2f1 v fs — f1
005 3
por lo que A ~ B y rango(A) = rango(B).
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2.2.8 Matriz escalonada
Una matriz estd en su forma escalonada si verifica las siguientes condiciones:
1. La primera componente distinta de cero de cualquier fila no nula es .
2. Todas las componentes que se encuentran debajo de | 1| son iguales a cero.
3. El nimero de ceros que preceden a aumenta conforme las filas aumentan.

4. Todas las filas nulas (si en caso existen) se ubican en la parte inferior de la matriz.

Observacién 2.6 Si en la seqgunda condicion ademds se verifica que las componentes

que se encuentran sobre son ceros, entonces se dice que la matriz estd en su forma
escalonada reducida.

1 0 0] (1) (1) i 01 2 4
Ejemplo 2.25 A = | 0 1 0 , B = , C=10015];en
0 01 001 0 0 01
- 0 00
1 1 5]
cambio la matrizD = | 0 0 1 | no estd en la forma escalonada.
0 1 4

Propiedad 2 Toda matriz A puede reducirse a una forma escalonada, mediante transfor-
maciones elementales por filas.

0 5 10 25
Ejemplo 2.26 Reducir la matriz A= | 2 6 4 0 a la forma escalonada.
03 4 0
Solucién
2 6 4 0 1 320
Operaciones: 1) fi2: | 0 5 10 25 2f1y5f2 [0 1 25
03 4 0 0 340
1 3 2 0 13 2 0
3)fs—3f2: |10 1 2 5 4)3f3:B=]0 1 2 5
00 —2 -15 001 L
En la dltima matriz el rango se puede calcular directamente. Basta observar que
1 3 2
0 1 2 |#0,porloquerango(B) =3. Ademds como A y B son matrices equivalentes,
0 01

se concluye que rango(A) = 3. Este procedimiento se puede generalizar a todo tipo de
matrices, obteniéndose la siguiente.

Propiedad 3 El rango de una matriz A es igual al nimero de filas no nulas de cualquier
matriz escalonada B equivalente a A.

1 2 -1 4
Ejemplo 2.27 Hallar el rango de la matriz A= | 2 4 3 5
1 2 —6 7
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Solucién Primero se escalona la matriz, mediante transformaciones elementales filas.

1 2 -1 4 12 -1 4
fo=2f1, fs—fi: |0 0 5 =3 |~ifp,Zfs:|00 1 2|~
00 -5 3 00 1 2
1 2 -1 4
fs—fo:B= 100 1
00 0 0

La matriz B tiene dos filas no nulas y es equivalente a A, de donde se concluye que
rango(A) = 2.

2.2.9 Sistemas de ecuaciones lineales

En dlgebra se han estudiado sistemas de ecuaciones de la forma

20 —by+3z2=4 1 —2r9+x3+x4 =1
r+Ty—z=-2 | T — 209+ a3 — x4 = —1
3r —4y+62=0 1 —2x9+x3+ 514 =5

Ahora, tales sistemas pueden escribirse en forma matricial. El primer sistema es equiva-
lente a

2 -5 3 z 4
1 7 -1 y | =] -2
3 -4 6 2 0

Asx3 - X3x1 = B3ax1

El segundo sistema se puede representar mediante

1 -2 1 1 il 1

1 -2 1 -1 2= 4

1 -2 1 5 3 5
T4

Asxa - Xax1 = B3sxi.

Estos casos particulares se pueden generalizar a sistemas de m ecuaciones con n
variables (incognitas), en tal caso se usard la notacion A,y - Xnx1 = Bmx1 0 simplemente
AX =B.

Notar que en esta representacion A es la matriz de los coeficientes, X es la matriz de
las variables y B es la matriz de los términos independientes del sistema. La resolucién
de sistemas escritos en su forma matricial, exige el uso de la matriz ampliada del sistema,
la cual se representa por [ A B ]

Ejemplo 2.28 La matriz ampliada del primer sistema es

2 -5 3 4
1 7 -1 =2
3 -4 6 0

Observar que cada una de las filas de la matriz anterior es una representacion abreviada
de dicho sistema; para leer la ecuacion de una fila basta con anadir apropiadamente las
incognitas y los signos +, —, =

Sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas.
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El objetivo general de este tema es discutir y resolver sistemas de ecuaciones lineales,
haciendo abstraccién del tipo de problemas que origina su planteamiento.

Discutir un sistema consiste en averiguar si tiene o no tiene solucién y, en caso de
tenerla, saber si es tinica o si no lo es.

Resolver un sistema es calcular su solucién (o soluciones).

Los casos méds sencillos (2 ecuaciones con 2 incégnitas, 3 ecuaciones con 3 incégnitas,
..). Aqui, analizaremos el caso general: nimero arbitrario de ecuaciones y nimero de
incognitas.

Definicién 2.23 Un Sistema de m ecuaciones con n incégnitas ,es :

a11x1 + a2z + ... + a1z, = b1
a2171 + a2 + ... + a1y, = by

Ami1T1 + AmaTo + ... + GmnTn = bm

donde,

xj son las incdgnitas, (j =1,2,...,n).

a;json los coeficientes, (i =1,2,...,m)(j =1,2,...,n).
b son los términos independientes, (i =1,2,...,m).

Los nimeros m y n son enteros positivos : m >n, m=n 6 m < n.

Los escalares a;;y b; son nimeros reales.

El escalar a;;es el coeficiente de x; en la i-ésima ecuacion.

Cuando n es pequeno, es usual designar a las incégnitas con las letras x,y, z,¢,.........

Obsérvese que el nimero de ecuaciones no tiene por qué ser igual al nimero de incég-
nitas.

Cuando b;=0 para todo ¢, el sistema se llama homogéneo.

Definicién 2.24 Una Solucion de un sistema es una n-upla (c1,c,...,¢,) de nimeros
reales que satisface a todas las ecuaciones.

1121 + a12%2 + ... + a1y, = b1
ao1x1 + a0 + ...+ a1pxy, = by (*)

Ami1T1 + AmaTo + ... + GmnTn = b

FEs decir,
aijicy +apca + ...+ a1ncy = by
ao1C1 + ag9cs + ... + a1pCy = bo

Ami1Cl + amaca + ... + GmnCn = bm

Definicién 2.25 FEl sistema (x) se llama compatible si admite por lo menos una solucion,
y se denomina incompatible en caso contrario.

Un sistema compatible se llama determinado si admite solamente una solucion, y se
llama indeterminado si tiene infinitas soluciones.

Observacién 2.7 FEs evidente que todo sistema homogéneo es compatible ya que por lo
menos admite la solucion (0,0,---,0), llamada solucion trivial.
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2.2.10 Meétodo de Gauss-Jordan.

Para resolver sistemas de ecuaciones usamos el método de Gauss-Jordan. Este se sustenta
en el uso de la matriz ampliada sustituyéndose la matriz A por una matriz escalonada
reducida equivalente, C, aplicando transformaciones elementales de fila.

Ejemplo 2.29 Resolver el sistema

r+2y+z=2
3zr+y—22=1
dr -3y —2=3

204+ 4y+22=4

Solucién. La matriz ampliada

1 2 1 2 1 2 1 2
3 1 -2 1 0 -5 -5 -5
ABI=1, 3 13|~ 0o -1 -5 -5
2 4 2 4 0 0 0 0
1 1 1 21 2 1 21 2
o 1 1 1 01 1 1 01 1 1
0 —11 -5 -5 00 6 6 00 1 1
0O 0 0 0 000 0 000 0
10 -1 0 1001
01 11 0100
00 11 001 1
00 00 0000

Por consiguiente el sistema tiene por solucién:

$1:2
1‘220
:E‘3:1

En la matriz terminal del sistema se observa que rango[A B] = rango[A] = 3 =
nimero de variables (n = 3), concluyéndose que el sistema tiene solucién tinica. En general
la solucién de un sistema de ecuaciones depende de la relacién existente entre el rango de
la matriz ampliada y el rango de la matriz de los coeficientes, la cual es consecuencia de la
definicién de matrices equivalentes. Antes de enunciar la relacién mencionada es oportuno
conocer lo siguiente.

Definicién 2.26 FEl sistema AX = B se llama compatible si admite por lo menos una
solucion, y se denomina incompatible en caso contrario.

Definicién 2.27 Un sistema compatible puede tener solucién tunica (sistema determi-
nado) o infinitas soluciones (sistema indeterminado).

Definicién 2.28 Fl sistema AX = B se llama homogéneo, cuando B = 0 = matriz nula.

Observacién 2.8 Todo sistema homogéneo es compatible ya que admite por lo menos la
solucion: x1 = xg = - -+ = x, = 0, llamada solucion trivial (ST ).
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Como se anoté anteriormente, existen resultados que simplifican la resolucién de sis-
temas de ecuaciones lineales, los cuales se pueden resumir en la siguiente.
Propiedad Si A,,xn-Xnx1 = Bmx1 €s un sistema m de ecuaciones con n incégnitas,
entonces

1. La condicién necesaria y suficiente para que el sistema sea compatible es que rango [A B] =
rango [A].

2. Si rango[A B] = rango[A] = n =numero de incégnitas, entonces el sistema tiene
solucién tnica.

3. Sirango|A B] = rango[A] = r < n, entonces el sistema tiene infinitas soluciones. En
este caso se pueden elegir n—r variables libres a las cuales se les llama pardmetros. Al
asignar valores arbitrarios a estas n —r incégnitas, las otras r quedan perfectamente
determinadas.

4. La condicién necesaria y suficiente para que el sistema sea incompatible es que
rango [A B] # rango [A].

Ejemplo 2.30 Resolver el sistema

1 —2x9+x3+ x4 =1
1 — 2T+ 23— x4 = —1
r1 —2x9+x3+514 =5

Solucién.Se considera la matriz ampliada del sistema

1 -2 1 1 1
[AB]=|1 -2 1 -1 -1
1 -2 1 5 5

la que debe escalonarse.

1 -2 1 1 1 1 -2 1 1 1
1 -2 1 -1 -1 Nfg—flyfg—fll 0 0 0 -2 -2 e
1 -2 1 5 5 0 0 0 4 4

1 1 1 -2 1 1 1 1 -2
szyzfsi 0 0 01 1| ~ fs—fo:|O
0O 0 011 0

0
0

11 17
01 1].
00 0]

Se observa que rango[A B] = 2 =rango[A] < n = 4. Segun la propiedad anterior el sistema
tiene infinitas soluciones con n — r = 2 pardmetros. La ultima matriz se puede leer de la
siguiente manera: 1 —2z9+x3+x4 =1, 4 = 1, 0 = 0, de donde se tiene z1 —2x3+x3 = 0.
En esta ecuacién se pueden tomar como pardmetros xo = s y x3 = t, obteniéndose
x1 = 2s — t. Las soluciones del sistema se pueden expresar como

Ty =25—1t,x0=5,x3=1, x4 =1,

con sy t nimeros reales.
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Ejemplo 2.31 Resolver el sistema

r + 4y — z 4+ 3w = 10
r + y - Tz = 22
r + 8 + 4z — 8w = 3

5 + 17y — 5z + 13w = 44

Solucién. La matriz ampliada del sistema es

1 4 -1 3 10
1 1 =7 0 22
[A B] = 1 8 4 -8 3
5 17 =5 13 44

Escalonando la matriz anterior se obtienen las siguientes matrices
1 4 -1 3 10 4 -1 3 10
0 -3 -6 -3 12 1 2 1 —4
0o 4 5 -—-11 -7 4 5 11 -7
0 -3 0 -2 -6

1
0
0
0
(1 4 -1 3 10 14 -1 3 10
01 2 1 —4 01 2 1 -4
“loo0o -3 -15 9 |T|0o0 1 5 -3
|0 0 6 1 -18 00 6 1 -—18
(1 4 -1 3 10 1 4 -1 3 10
01 2 1 -4 01 2 1 —4
“loo 1 5 -3|7]0oo0 1 5 -3
100 0 =24 0 00 0 1 O
Se deduce que rango[A B] = rango[A] = 4 =ntmero de incégnitas, por lo que el

sistema tiene solucién tdnica. Tal solucién se obtiene leyendo la tltima matriz, obteniéndose
r=—-1 y=2 2z=-3 w=0

Ejemplo 2.32 La Texas Electronics Inc. (TEI) produce tres modelos de computadoras:
1, 2y 8. Como parte del proceso de elaboracion, estos productos pasan por la planta
técnica de la empresa y se emplean 30, 12 y 36 minutos por unidad de los modelos 1, 2
y 3, respectivamente. Se sabe que, durante el mes, en total se emplearon 116 horas para
el respectivo chequeo técnico de las computadoras.En el proceso de ensamblaje de estos
productos se requirieron en total 740 horas durante ese mes. Se empled una hora para
ensamblar cada computadora del modelo 1 y cuatro horas para ensamblar cada computadora
del modelo 2 y del modelo 3.;Cudntas unidades de cada modelo produjo la empresa si
obtuvo una utilidad mensual de 37 500 ddlares, sabiendo que las ganancias obtenidas
por la venta de los modelos 1, 2 y 8 fueron de 200, 50 y 100 ddlares por cada unidad,
respectivamente? Resolver el problema empleando el método de eliminacion gaussiana.

Solucién
Sean las cantidades de computadoras, x, y, z de los modelos 1, 2 y 3 respectivamente,
entonces de los datos se obtiene el sistema:

0,5z + 0,2y 4+ 0,62z = 116
44y +4z =740
200x + 50y 4+ 100z = 37500
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La matriz ampliada, después de multiplicar por 10 la primera fila y luego, permutar la
primera fila con la segunda, es

1 4 4 740
5 2 6 1160
20 5 10 3750

Después de las operaciones elementales sobre las filas de la matriz ampliada, resulta

1 4 4 740

7 1270
0 1 5 5
00 1 40

Y sustituyendo, se obtiene z = 40, y = 110, x = 140.

Ejemplo 2.33 Micaela desea cubrir sus requerimientos vitaminicos semanales de exacta-
mente 13 unidades de vitamina A, 22 de vitamina B y 81 de vitamina C.Existen disponibles
tres marcas de cdpsulas vitaminicas en el mercado. La marca I contiene 1 unidad de cada
una de las vitaminas A, B y C por cdpsula; la marca II contiene 1 unidad de vitamina A,
2 de By 8 de C, y la marca III contiene 4 unidades de A, 7 de B y 10 de C.

Si las capsulas de la marca I cuestan 50 céntimos cada una, las de la marca II cuestan
70 céntimos cada una y las de la marca I11, 2 soles cada una, ;qué combinacion de cipsulas
de las marcas I, II y III producird exactamente las unidades de vitaminas deseadas y le
ocasionard menor gasto semanal a Micaela? Emplear eliminacion gaussiana.

Solucién. Sean:

x = numero de cdpsulas de la marca I
y = ntmero de cdpsulas de la marca II
z = nimero de cédpsulas de la marca III

z+y+4z=13
T +2y+ T2 =22
4+ 3y +10z =31

Resolviendo usando el método de Gauss Jordan

11 4 13 11 4 13 11 4 13
12 7 12{—-1013 9 |—=[013 9
1 3 10 22 0 2 6 18 000 O

El sistema equivalente es

r+y+4z=13
y+32=9

El sistema es consistente con mds de una solucién

Si z = t, entonces y = 9 — 3t, reemplazando en la ecuaciéon x + y + 4z = 13 obtenemos
r=4—1t

Soluciones posibles:

x|y | 2| Costo=0,5x+0,7Ty + 2z
41910 8,3 soles
316|179 soles
213|271 soles
1101 3]|6,5soles
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El costo es minimo cuando x =1 ,y =0,z = 3.

Ejemplo 2.34 En la siguiente figura se ilustra una red de calles y los nimeros indican la
cantidad de
autos por hora que salen o entran (segin sea el sentido de las flechas) de las
intersecciones. Asi por ejemplo, en una de las intersecciones, en una hora, ingresan
x1 Y xoautos y salen 400 autos por una de las calles y 400 por otra.

Solucién
(a) Sistema por resolver:

x1 + x4 = 500
T1 + x9 = 800
r3 + x4 = 800
To + x3 = 1100

(b) Planteando la matriz y realizando las operaciones filas elementales:

1 0 0 1 500 1 0 0 1 500
11 0 0 800 0 1 1 0 1100
0 0 1 1 800 100 1 1 800
0 1 1 0 1100 0 01 1 800

de donde resulta un sistema con infinitas soluciones de la forma:

x3 = 800 — x4
x4 + 300
z1 = 500 — x4

2

con x4 > 0 y entero.
Ejemplo 2.35 La ecuacion lineal ax + by + cz = d en las variables x, y y z corresponde

a la ecuacion de un plano en un sistema coordenado tridimensional. Es posible que dados
tres planos, estos:
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Se corten solo en un punto: Se corten en infinitos puntos: No se corten

Considerando los planos :
m:2x—3y+52=1
mo:x—4y+3z=—4
m3:x —3Yy+cz=—6
Senalar si es posible encontrar valores para ¢ de modo que los planos no se corten.
Senalar si es posible encontrar valores para ¢ de modo que los planos se corten en un
unico punto.

Senalar si es posible encontrar valores para ¢ de modo que los planos se corten en
nfinitos puntos.

Solucién
Realizando operaciones fila elementales, se obtiene:

2 -3 5 4 1 -4 3 —4
1 43 -4 |=]0 1 c—3 =2
1 -3 ¢ 6 0 0 14—-2c 19

Para que los planos no se corten, basta exigir que 14 —5¢ =0, ¢ = 14/5.

Para que el sistema tenga solucién tnica, basta exigir 14 — 5¢ # 0, ¢ # 14/5

Y no es posible hallar valores de ¢ para los que el sistema tiene infinitas soluciones
pues eso implicaria que ¢ = 14/5 y

19=0.

Ejemplo 2.36 Un proveedor de productos para el campo tiene cuatro tipos de fertilizantes
A, B,C y D que tienen contenidos de nitrégeno de 30%, 20%, 15% vy 60% respectivamente.
Se ha planeado mezclarlas para obtener 700 kg. de fertilizante con un contenido de ni-
trégeno de 30%. FEsta mezcla debe contener 100 kg. mds del tipo C que del tipo B y
ademdas la cantidad que intervenga del tipo A debe ser exactamente igual a la suma de las
cantidades de los tipos C'y D con el doble del tipo B. Hallar por métodos matriciales la
cantidad de kg. que se deben usar por cada tipo.

Solucién.Sean

x : cantidad de kg. a emplearse del tipo A.

y : cantidad de kg. a emplearse del tipo B.

z : cantidad de kg. a emplearse del tipo C.

t : cantidad de kg. a emplearse del tipo D.

De las condiciones del problema se forma el siguiente sistema

T+y+z+t =700,
0.3z + 0.2y + 0.15z + 0.6t = 210,
y—z = —100,
r—2y—z—t =0.
En la segunda ecuacién, tener en cuenta que se trabaja con porcentajes(30% de
700=210)
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La tercera ecuacién es consecuencia de z = y + 100 y la cuarta es consecuencia de
r=2y+z+t.

Se forma la matriz ampliada del sistema y se escalona mediante transformaciones
elementales filas.

1 1 1 1 700 1 1 1 1 700
0.3 02 0.15 0.6 210 0 -1 -15 3 0
1 -1 0 —-100]| |0 1 -1 0 =100
1 -2 -1 -1 0 0 -3 -2 -2 —700
1 1 1 1 700 11 1 1 700
0 1 -1 0 -—100 01 -1 0 —100
Y10 -1 -15 3 0 “10 0 —25 3 -100
0 -3 -2 -2 —700 00 -3 —1 —200
11 1 1 700 11 1 1 700
01 -1 0 —100 01 -1 0 -100
“l1oo 1 40 Tloo0 1 F 40
00 -5 —2 —1000 00 0 -8 —800
11 1 1 700
01 -1 0 —100
“loo 1 F 40
00 0 1 100

De donde se obtiene que £t = 100, z = 160, y = 60, = = 380.

2.3 Determinantes

Los determinantes de las matrices pueden ser considerados como funciones que cumplen
cuatro propiedades bdsicas. En este capitulo veremos que cualquier funcién del dlgebra de
matrices cuadradas M,, (K)(en el cuerpo K que cumpla dichas propiedades es necesari-
amente la funcién determinante. Nuestra primera leccién esta dedicada al estudio de las
propiedades bésicas.

Definicién 2.29 Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K, una funcion multilineal
de m argumentos sobre el espacio V' es una funcidn

D:Vx.--.xV—=K
————

m—veces

que es lineal en cada argumento, es decir, D satisface las siquientes
condiciones:

a)D(viy... 0+ Uy Up) = D(v1, o0 0y Un) F D(v1, e U U,
para cada 1 <1 < m.

b)D(v1,...,a.0;,... ,Uyp) =a.D(v1,... ,0,... V),

para cada 1 <1 < m.

¢) D es alternada si D cumple la siguiente condicion:

D(v1,... , 0,0 ,... ,0y) =0

para cada 1 <1 < m—1. Es decir, D es alternada st D se anula cuando dos argumentos
consecutivos

136



coinciden.
Sea D una funcion multilineal alternada de m argumentos sobre un espacio V. En-

tonces se puede demostrar facilmente que D satisface las siguientes propiedades.

d)Si se intercambian dos argumentos de D el signo cambia, es decir,

D(vi, ... 05 ..., 05, .., Up) = —=D(V1,... ,Uj,... ,Vi,... V),

para cualquier par i # j.

e) Si existe un par i # j tal que v; = v; , entonces

D(vi,...,v5 ... ,05,...,0m) =0

f) Si a un argumento le sumamos otro multiplicado por un escalar, entonces el valor

de la funcion D no cambia. Fs decir,

D(vi,...,vi+a.vj,...,vp) =D(vi,... ,v5,...,0m),

para cada par i # j y cada escalar a € K.

g) Si un argumento de D es nulo, entonces D se anula, es decir,
D(vi,...,viy...,0,...,05) =0.

Cada fila de una matriz cuadrada A € M,,(K) puede considerarse como un vector de

K™ de tal forma que podemos definir funciones multilineales de M,,(K) en K.

Segtn la Proposicién de la leccién anterior, cada funcién multilineal alternada D : M,,(K) —
K queda completamente determinada por su accién sobre los vectores de una base. Esto
permite definir el concepto de funcién determinante de la siguiente manera.

Sea M, (K) el élgebra de matrices cuadradas de tamano n > 1 y sea
X ={e1,...,en} la base canénica de K™. Se define la funcién determinante
como la dnica funcién multilineal alternada

det : M, (K) — K

que satisface la condicién det(eq,...,e,) = 1, es decir, det(E) = 1, donde
FE es la matriz idéntica de orden n.

Si A = [a;] € My (K) , entonces cada fila A(;) de A puede expresarse en la
forma A(i) =aqa;1.e1+ -+ ai - €, ¥, de acuerdo a la prueba de la Proposicién
, hecesariamente se tiene que

det(A) = [Zfes Signo(f>a1f(1)a2f(2) T Qpgy (n)] det(eq, ..., en),

es decir,

det(A) = [X_seg signo(flaipayazy@) - anf (n))s

donde S es el conjunto de funciones biyectivas de {1,2,...,n} en si mismo.
El signo de la funcién f fue definido en al prueba de la Proposicién . Cualquier
funcién multilineal alternada D de M, (K) en K tal que D(E) = 1 coincide
con la definicién anterior de la funcién det.

Sea

aixp a2 ais
A= as1 a92 a93 S M3(K)
azr as2 ass

A partir de la definicén de la funcién det demuestre que

det(A) = a11(agass — aszazs) — azi(aizass — azzai3) + asi(aizass — a2a13)
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Teniendo en cuenta que la funcién determinante es multilineal y alternada respecto de
sus filas, entonces tiene las propiedades que se enuncian a continuacién. Sea A una matriz
cuadrada de orden n > 1.

a)

det | Ag +u; | =det(A)+det | wu |,

donde u; € K™.
b)
C Ay ]
det | a.Ay | =adet A
[ Aw
donde a € K.
c) Si existe un par i # j tal que Ay = A(;), entonces det(A4) = 0.
d)
A | [ Aw |
Ag) Ag)
det : = —det : ,
Ag) Ag)
L 4w L Ay
para cada par ¢ # j.
e)
_ Ao -
Ay +a-Ag)
det : = det(A),
Ag)
L Aw

para cada par i # j.

f)
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det 0 =0.

| Aw) |

Ademis de las propiedades anteriores se tienen las siguientes.
g) La matriz A se dice que es triangular superior si a;; = 0 para ¢ > j, es
decir, A tiene el siguiente aspecto

ail o Qin
A=10 IR
0 0 apn

Si A es una matriz triangular superior, entonces det(A) = a1+ apyp , €8
decir, el determinante de A es el producto de los elementos de la diagonal.

h) det(AB) = det(A) det(B).

i) Si A es una matriz invertible, entonces det(A) # 0, y ademds, det(A™1) =
(det(A))~L

j) Si A es similar a B, entonces det(A) = det(B).

k) Sea T : V' — V una transformacién lineal de un espacio de dimensién
finita n > 1. Entonces el determinante de 7" se define como el determinante de
la matriz de T" en cualquier base (véase en el préximo Capitulo ).

1) det(A?) = det(A).

Determinante de Vandermonde. Sean xz1,... ,x, € K, entonces
o1 1 . 1 ]
I Z2 In
d 3 23 o 22 | =
et 1 2 n _H1§i<j§n(l‘j7$i)‘
n—1 n—1 n—1
L 1 ) Tn = |

Sea A una matriz de orden n, B una matriz de orden m y C un matriz de
orden n x m. Entonces

A C

det[o B

] = det(A) det(B).

Sea A, By C como en el gjercicio anterior. Entonces

c A

det[B 0

} = (—1)" det(A) det(B).

La teoria de determinantes puede ser emprendida por medio de los llamados menores
de una matriz. La definicién de una nueva funcién det en este caso se hace por induccién
sobre el tamano de las matrices.

Definimos

det; : My(K) — K
[a] — det1(a) = a
dety : My(K) — K
— allDetl[agg] — angetl[alg]
az1 a2
= a11G022 — A21012-

[ ann ai
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La funcién det,,—1 : M,,_1(K) — K se supone definida y queremos con-
struir la funcién

det = det,, : M, (K) — K .

Sea A = [ai;| € My(K), para el elemento a;; definimos la matriz A;; €
M,,_1(K) suprimiendo la i-ésima fila y la j-ésima columna de A, es decir,

aix - a1j5—1 alj+1 A1n
Ais = aj—11 - Gi—1j-1 Qi—1j+41 " Gi—1n
/A
ai+11 0 Gi415-1 Gi41541 0 Qi4ln
L 9n1 - Anj—1 anj+1 - Qnn |

La imagen de A;; a través de la funcién det,,_; se conoce como el menor
del elemento a;; y se denota por M;;, es decir,

Mij = detnfl(Al'j).
det se define entonces por

det(A) = 377 (=1)*lan My (1).
det es una funcién multilineal alternada sobre las filas de las matrices de
orden n que cumple ademas la condicién det(E) = 1.

Se dice que la férmula (1) define la funcién determinante por los menores de
la primera columna, adaptando esta férmula a cualquier otra columna se puede
probar también la proposicién anterior, ademas, como det(A”) = det(A), en-
tonces se tienen las siguientes igualdades:

det(A) = Y0, (1) a; My = Y0 (1) a My (2)

para cada 1 < 4,5 < n. Estas férmulas pueden usarse para probar la regla
de Crammer que estudiaremos enseguida.

Sea A = [a;;] una matriz de orden n, se define la matriz de cofactor de A
por

Cof(A) = [(—=1)" My].
La regla de Crammer estd entonces dada por el siguiente teorema.

Teorema 2.3 Sea A una matriz cuadrada de orden n > 1. Entonces,
det(A) 0 0
ACof(A)" = o .0 = Cof(A)TA.
0 0 det(A)

Una consecuencia importante de este 1itil teorema es el siguiente corolario.
Sea A una matriz de orden n > 1. Entonces, A es invertible si y solo si
det(A) # 0. En tal caso, A1 = (det(4))"1Cof(A)T.
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Ejemplo 2.37 Hallar el valor de x tales que

}

O < M AN <
MmN —H
MmN - OO
N~ O OO
— O O O O
e —

t

5]

o]

|
—
—
OO O AN I~
O O o MmO
cofvo
AN <t N O <
1O N O M
e —
—
— AN N <f
S R B
— AN ™M
=

—

210i0
MmN AN O OO
<t N O O O
-
(\

)

5]

o]

Solucion

Primera forma:
det l

16 (9 + 1) (22 — 5)

z 2 0 00
5 4 0 00
2 3 4 5 6
6 5 4 3 2
34 0 67

|

0
-1
-2
-3
—4

1
0
-1
-2
-3

4 3 2
3 2 1
00 O
0 0 -1
00 O

14

13
-1
—15
-29
—-33

31 8x +4

4x 4 25

4z
—4

—4x — 8

13
—13
—-25
—31

3z +9
—12
—-23
-30

la Solucién es: x

0,

—16
-31
—34

—12

Segunda forma:

N <
[
— N ™M
o
i
OiO
oo o
™
_
o
I ™ <
o
o O O A I~ — A
[ — N <A
O O m © [
o T o
cofvwo f — ™
o
N < o <t c << _
Oio
8o N O M A___L
o~
o T — N <
[ o
TYTT
— ™ — N
=< R B
—~ AN ™M
— — R B R
)
MmN OO N oo f
+ m o oo Mmoo NO OO

o<
(.
r)
[
—~
— [a]
L I
—~~ ~—~
i) 7
L L
o ™
I _
~~
<t
o < |
[ Mﬂ
[
—
o T o
| — N o <A
S R B
=
—~ AN ™M
N AN
—
e N N -
SN—
~—~
11_.4%1_.32000
SN—
_mo oo
— —
20i0 — 1

5 0 00
2 4x 5 6

z 2 0 00 40 00

54 0 00
2 3 42 5 6

6 4 3 2

(2ol Te]

=X

6 5 4 3 2
34 0 6 7

3 0 6 7

4 0 6 7
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4r 5 6 dr 5 6
=4x| 4 3 2|—-25| 4 3 2
0 6 7 0 6 7

= 4z (362 + 4) — 10 (362 + 4) = (4z — 10) (362 + 4)

1
2(4x—10)(36m+4):O:>x:—§,x:g.

1 =2 k+2
Ejemplo 2.38 Calcular el determinante de A= | 2 —3 2k
1 -k kK*+k-3

Solucién
1 -2 k42

detA=|2 -3 2k

1 —k K*+k-3

-3 2k 2 2k 2 -3

K k2+k—3‘+2‘ 1 k2+k—3‘+(k+2)‘1 —k‘

det A=—k*—3k+9+2(2k*—6) + (k+2)(3—2k) =k* -4k +3=(k— 1) (k—3)

det A =1.

Ejemplo 2.39 Dado el sistema de ecuaciones lineales en las variables x,y, z :

xr - 2y + (k+2)z =5
2z — Jy + 2kz = 8
x — ky + (k2 +k— 3) z = 3k

Hallar todos los valores de k € R para que dicho sistema :
(a)tenga una dnica solucion
(b)tenga infinitas soluciones.
(c)no tenga solucion

Solucién
Trabajando en la matriz ampliada:

1 -2 k+2 |5 By Fy— 2

2 -3 2k 8 -

|1 —k kK*+k-3]|3k s s

(1 -2 k+2 |5

0 1 -4 | =2 F—-02-kF ~

| 0 2—k k*—5|3k—5

1 -2 k+2 5 1 -2 k+2 5

0 1 —4 ~2 =10 1 —4 -2
|0 0 K*—4k+3|k-—1 0 0 (k—1)(k-3)](k—1)

y—4z=-2
E=3)(k—1)z=(k—-1)
(a)Si k #1y k # 3, el sistema tiene solucién tnica.
C.S. = {(sc,y,z) = (%,—22:;;0, k—i3) ck# 1,k # 3}.
(b)El sistema tiene infinitas soluciones si k = 1.

{ r—2y+(k+2)z=5
<~
(

1 -2 315
0 1 4| 9 rT—2y+32=5
0o 0 o0lo y—4dz=-2—y=-2+4z

De:z—-2y+32=5—ax=2y—32+5=2(—2+42)—32+5=1+52
CS ={(z,y,2) = (1+52,-2+4z,2) : z € R} .
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(c)El sistema no tiene solucion si k = 3, pues

1 -2 5|5
0 1 -4 -2 |=0=-2
0 0 02

Otra forma: Sea

SidetA=(k—1)(k—3) # 0=k # 1 y k # 3.Entonces el sistema tiene solucién
Unica.

SidetA=0=k=10k=3.

Sik=1:

NG I I PR T

2 -3 28 Foe— 7 — I ~

1 -1 -1|3 s st

(1 -2 3|5 ]

0O 1 —-4|-2 Fy—— F3—Fy ~

0 1 —4| -2 |

[1 -2 3|5 ]

0 1 —4]-2 (:>{ —4zi13yi>32:5—2+4z
0 0 00 yoRE= y=

De:z—2y+32=5—a=2y—32+5=2(—2+42)—32+5=1+52
C.S. ={(z,y,2) = (1 +5z,—2+4z,2) : z € R}.

Sik=3:
N B T 77
2 -3 6 8|8 RPN S
1 -39 99 3 3ot
1 -2 3 |5 ]
0 1 —-4| -2 Fs—— F34+F, ~
| 0 -1 4 |4 |
1 -2 3 |5 ]
0 1 —4|-2 | =0=-2
0O 0 012
El sistema no tiene solucién.
1 0 00
. a 1 0 0
Ejemplo 2.40 Seq A = 2 a 10
a® a® a 1

(a)Hallar todos los valores de a para las cuales existe A™1.
(b) Calcular A~
(¢)Hallar la inversa de

1 0 0 0
V2.1 0 0
2 V2 1 0
W2 2 V21
Solucién
(a)Existe A~ 1si det A # 0
N T
Al =1 =1.|la 1 0]|=1 ':1
¢ a 1 0 9 a 1
ad a® a 1 @ a1
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F2 —> F2 — (ZFl
Fg — Fg — CL2F1 ~
F4 —> Fg — a3F1

—
=
SN—
w e = O
Q= OO
o O O
O O = O
O = O O
—_ o O O

~

F4 — F4 — CL2F2

Q = O O Q
(@)
\
Q

0 0
0 0 F3<—>F3*(ZF2
10
01

O OO R OO O+ OO oK

F4<—>F4—CLF3 ~

SCoro oo~ OR s —o 888 ~

O OO Q OO
_ OO0 OO

Por tanto, A~ =

Q
—
= O O

\
o O —
S ==

(¢)Si a = /2, entonces A1 =

= o O O

Ejemplo 2.41 Sabiendo que

O O w8y
oK =
—_ 8 N O
8 w oo

Hallar m.

Solucion

-1

o O w R
SN KR =
— 8 N O
8 woo
I
8
S N8
— 8 N
8 wo
o o w
— 8 N
w

Sea |A| =
z 3

ama(el £ 2|3 21 212 2

|A| =z (z (2* = 3) —2(2z)) — (3 (2 —3) —2(0)) : 2 — T
Al = (2 —72) — (322 = 9) =2* — 1022+ 9= (z — 1) (z+3) (z — 3) (x + 1)
|A] = (2% — 1) (2% — 3?) ,de donde m = 2

-2 3
T

a® (a+1)? (a+2)>
Ejemplo 2.42 Sabiendo que | b (b+1)* (b+2)* |=k(a—b)(a—c)(b—c)
A2 (c+1)? (c+2)?
Hallar el valor de k.

Solucion
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a® (a+1)? (a+2)? a® 2a+1 4(a+1) a®> 2a+1 a+1

A= (b+1)2 b+2?*|=|0* 26+1 4(b+1) |=4]| b 26+1 b+1

A (c+1)? (c+2)? A 2c+1 4(c+1) @ 2c+1 c+1
a? 2a+1 a+1 a®> 2a+1 a+1
=4|b®—a® 2(b—a) b—a |=4(b—-a)(c—a)| b+a 2 1
2—a?> 2(c—a) c—a ct+a 2 1

A
A=4(b—a)(c—a)[a®(0)—(2a+1)(b—c)+2(a+1)(b—c)]
A=4(b—-c)(a—c)(a—0),de donde k = 4.

Ejemplo 2.43 Sea la matriz

1 0 =z
A=| -z 1 —”—22
0 0 1

Demostrar que para todo x € R la matriz A tiene inversa y hallar dicha matriz.

Solucién
Puesto que :
1 0 =z
—x 1 —5"—22 =12 0, entonces A tiene inversa para todo z € R.
0 0 1
Usando el método de Gauss -Jordan:
1 0 = 1 00
—z 1 -2 01 0| BemFP—aF ~
. 0 0 1 001
Lo = LU0 p  p_2R
01 % = 10 7 7 —2F
(00 1 001 L e ess
1 0 0 1 0 —x 1 0 —=z
010z 1 & | Portanto, A l=|2 1 -2
1001 00 1 00 1
Ejercicios Propuestos:Matrices y determinantes

1. Hallar todas las matrices cuadradas de orden 2, tales que:

(a) Sus cuadrados son iguales a la matriz identidad

(b) Sus cubos son iguales a la matriz nula.

2. Sea L, la matriz de orden m x n que contiene 1 en el lugar pg—ésimo, y el ntimero

cero en los demads lugares.

(a) Obtenga las matrices E11, E12, Fa1, Fay todas ellas de orden 2 x 2
—2

1
0 4 } CcOmo una suma

(b) Exprese la matriz A = [

aFh1 + bE12 + cEa1 + dEss,

donde a, b, c y d son escalares apropiados.

3. Si A = [aj],,5 es una matriz tal que la suma de los elementos de la diagonal principal

de At- A es 0. Halle la matriz A.
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4. Dadas las matrices

a 2 3 11 1 11 2
A=|506|,B=|4 b 4 |, C=|12 ¢
6 7 d 6 7 —d 00 -2

Hallar a, b, d, e y la matriz X, sabiendo que AX = BX +1 y XC=1.

5. Hallar la matriz inversa de A en los siguientes casos:

(a)A:[l 2] ,A:[Z b],donde ad —bc # 0

2 5 d
2 2 3
b)yA=|1 -1 0
-1 2 1

6. Hallar la matriz incégnita X a partir de la siguiente ecuacion

2 1 -3 2 -2 4
[3 2}'){'[ 5 3}_[ 3 1]
7. Se sabe que A es una matriz cuadrada tal que A" = 0. Demuestre que (I — A)~! =
T+ A+ A%+ A3+ .+ AL

8. Dadas las matrices

1111 2100
0111 1 210
A= 0 011 B= 01 21
00 01 00 1 2

tales que A.X = B, hallar la matriz X.

9. Considerar la matriz A = [ (1) 7)1\ } .

(a) Determinar la matriz B = A% — 24
(b) Determinar los valores de A para que la matriz B tiene inversa.
(c) Calcular B~ lpara A = 1.

m —1 4
10. Dada la matriz A = 3 m 0 |,dondemeR.
-1 0 -1

(a) Determinar para qué valores de m la matriz A tiene inversa.

(b) para m = 1, resolver el sistema de ecuaciones lineales : A.X = B, con B =

11
)
2
4
(c) Calcular C — A~'B, siendo C = | 5 | y B definida en el apartado anterior.
6
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11. Si A= , calcule el determinante de A.

o N W

2
3
-1 6
1 =5

O = =

12. Dada la matriz A = [a;;] de orden 4, tal que:

{ij+2 801> j
1]

ij—2  sii<j

Calcular el determinante de A.

Encontrar, si existe, la inversa de A.

13. Sean las matrices

1 7 000 0 2
A=|2|.B=| 2 |,c=|l010|,D=|2|,E=]|5
3 —2 00 1 2 3

(a) Hallar la matriz AB”, donde B’ indica la matriz transpuesta de B.;Es in-

versible?
x
(b) Calcular M = | y | que verifique la ecuacién (ABT 4+ C).M = E.
z

142z 142 14z 1
1 1 2—2x 0
2 1—-2z 2—-2z O
—2x 1—2x 2—-2x 0

14. Si A=

(a) Halle los valores de « para los cuales |A| = 0.

(b) (Para qué valores de z, A es inversible?

x+2 4 6 3y+5 7 12
15. Dada la matrices: A= | 2¢4+3 3 6 |, B=| 2y+3 3 6
dr+4 2 6 3y+4 2 6

(a) Calcular el determinante de la matriz 3A y obtener el valor de = para que dicho
determinante sea 162.

(b) Demostrar que la matriz B no tiene inversa.

a b c da —5b bc
16. Si| 5 0 10 | =1, calcular el valor del siguiente determinante : | 1 0 2
11 1 1 -1 1
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2.4 Espacio vectorial

Definicién 2.30 Un espacio vectorial sobre un cuerpo K (los elementos de K se llamardn
escalares) es un conjunto V(cuyos elementos se llamardn vectores) dotados de dos opera-
ciones. una de ellas interna (adicion):

+ : KxV -V

(u,v) +— u+v

respecto de la que V es un grupo conmutativo.
Una Operacidn externa, multiplicacion por un escalar

KxV — V

(a,v) +— aw

que verifican los siguientes axiomas:

Para cualesquiera escalares r,s € K y cualesquiera vectores u,v € V.
Adicion:

Conmutativau +v=v +u

Asociativa.u + (v +w) = (u+v) +w

Elemento neutro de la adicion. u+e=e+u=u
Elemento opuesto de la adicion.u +u* =u*+u=c¢e
Multiplicacion por un escalar:
r(u+v)=ru+rov

(r+s)v=rv+sw

(rs).v =r.(s.v)

lv=vw

Es costumbre denotar el espacio vectorial (V,+,-,R) simplemente por V; también se
dice que V es un K-espacio vectorial.

Ejemplo 2.44 El plano cartesiano R? de puntos de la forma (1,3) con z,y € R, es un
espacio vectorial real respecto de las siguientes
operaciones:

(z1,91) + (22, y2) = (¥1+ 22,91 + ¥2)
r(zy) = (rz,ry)

El conjunto R” con la relacién de igualdad y las operaciones de adicién de vectores y
multiplicacién de vectores por nimeros reales. En R™ definimos una relacién de igualdad
y dos operaciones:

Igualdad de vectores. Si A = (aq,...,a,) y B = (b1, ..., b,) son vectores en R", entonces

A=B < aq;=b; paratodoi=1,...,n
Adicion de vectores. Si A = (a1, ...,an) y B = (b1,...,b,) son vectores en R", entonces
A+ B= (a1 +b1,...,an+by).

Multiplicacion de vectores por escalares. Si a es un numero real y A = (aq, ..., a,) €s
un vector en R”, entonces
aA = (aay,...,aap) .
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Proposiciéon 2.10 El conjunto R™se llama espacio vectorial real n-dimensional:
1VA, B € R" se cumple que A+ B € R".
2VA,BeR", A+ B=B+ A.
3VA,B,CeR", A+ (B+C)=(A+B)+C.

Proposicion 2.11 4.310 e R" VA € R™:
A+0=A.
El elemento 8 de R™, llamado vector cero, estd dado por
0 =(0,...,0).
S5YAeR" I (-A) eR":
A+ (—-A) =46.

El vector —A, llamado opuesto de A, es
—A=(-1)A.

6VA € R".Va € R, oA € R™.
TVA e R" Va,B €R, (a+ 8) A =aA + SA.
8YA, B ER" Va €R, a(A+ B) = aA + aB.
9NVA € R" Vo, B € R, a(BA) = (af) A.
10VAeR": 14 = A.

Ejemplo 2.45 El conjunto R[x] de polinomios reales en la indeterminada x con las opera-
ctones habituales de adicidn y multiplicacion de real por polinomio, es un espacio vectorial
real.

Si cambiamos R por un cuerpo cualquiera K obtenemos el K-espacio vec-
torial K [z] de polinomios con coeficientes en K.

Ejemplo 2.46 Sea M,,,(R) el conjunto de matrices de orden m X n sobre R con las
operaciones usuales de adicion y multiplicacion de de matriz por escalar conforma un
espacto vectorial sobre los reales.

Ejemplo 2.47 Sea S un conjunto no vacto en R. El conjunto RS de todas las funciones
de S en R es un espacio vectorial real bajo las siguientes operaciones:

(f+9)@) = flz)+g(2)
(r-f)(z) = rf(z)
Ejemplo 2.48 Ejemplo 2.49 Ejemplo 2.50 El espacio vectorial R [t]

Define una estructura de

Ejemplo 2.51 Ejemplo 2.52 espacio vectorial en el conjunto R [t] de polinomios en ¢
con coeficientes en R.

Soluién. Si p(t) = ag + a1t + -+ + a,t™ and q(t) = by + bit + - -+ + b,t™ son dos
polinomios en R [t], entonces las definiciones:

p(t) +q(t) = (ao+bo) + (a1 +b1)t + -+ (an + by)t"
ap(t) = aag + aart + -+ - + aapt™
0 =0

proporcionan la estructura del espacio vectorial deseado. 4
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Ejemplo 2.53 Algunos ejemplos de espacios vectoriales son los siguientes:
(a)El espacio vectorial trivial es el conjunto V ={0}, con respecto a cualquier
(b)Los conjuntos de polinomios Q[x], R[x] y C[x] son espacios vectoriales con
cuerpo de escalares, respectivamente, Q, R y C.

Proposiciéon 2.12 Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, se tienen las sigu-
tentes:

1.5 ru =0 entonces r =0 o u = 0.

2.(=r)v =7r(—v) = —rv.

Subespacio vectorial

Dados un V sobre un cuerpo K y un subconjunto no vacio S de V, resulta interesante
preguntarse si S bajo la misma adicién de vectores y la misma accién de escalares sobre
vectores, conforma un espacio vectorial sobre K. En caso afirmativo, se dice que S es un
Subespacio del espacio V. Esta relacién se denota por S < V. Segun esta definicién, si
deseamos establecer que S < V' deberiamos verificar el cumplimiento cuatro axiomas para
la adicién de vectores y cuatro axiomas para la accién de escalares sobre vectores. Sin
embargo, solo es necesario verificar el cumplimiento de dos condiciones, como lo muestra
la siguiente

proposicién.

Proposiciéon 2.13 Un subconjunto W no wvacio de V se dice un subespacio de él si W
con las operaciones de suma y producto por un escalar real es un espacio vectorial. Para
probar que W es un subespacio vectorial de V solo es suficiente verificar que se satisfacen
las dos leyes de clausura, esto es:

Si v,w en W entonces v+w en Wy si A € R entonces Aw € W.

Ejemplo 2.54 En el plano cartesiano el subconjunto S = {(x,y), |y = mz}, donde m € R

es una constante, representa una recta que pasa por el origen y conforma un subespacio
de R2.

Ejemplo 2.55 En el espacio de polinomios reales el subconjunto Ry, [x] de polinomios de
grado < n conforma un subespacio.

Ejemplo 2.56 En el espacio de funciones de R en R la coleccion de funciones continuas
de R en R conforma un subespacio. Se tienen dos subespacios notables: C™(a,b) confor-
mado por todas las funciones de (a,b) en R cuyas primeras n derivadas son continuas, y
C*>(a,b) constituido por las funciones de R en R para las cuales las derivadas de cualquier
orden son continuas. Similarmente, se tienen los subespacios C"(a,b) y C*(a,b) de C(R).
También, en el espacio de sucesiones reales la coleccion de sucesiones convergentes es un
subespacio. Una sucesion {a,} se dice que es polindmica si existe un entero positivo m
tal que an=0 para cada n>m. FEs claro que el conjunto de sucesiones polindmica es un
subespacio del espacio de sucesiones convergentes.

Ejemplo 2.57 En cada espacio vectorial V se tienen dos subespacios propios: 0={0} y
V.

Proposiciéon 2.14 La interseccion de dos subespacios es un subespacio. Mdads general-

mente, la interseccion de cualquier familia no vaciaa de subespacios de un espacio vectorial
es un subespacio.
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Definicién 2.31 Sea V un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio de V'; nétese
que el subespacio mds pequeno de V que contiene a S es la interseccion de todos los
subespacios de V' que contienen a S. FEste subespacio se denota por < S > y se conoce
como el subespacio generado por S.

A continuacién veremos que < S > puede describirse en términos de combinaciones
lineales de elementos de S. Sean vy, v9, ... ,v, elementos del espacio V', una combinacion
lineal de estos elementos es un vector v € V de la forma v = ay.v1 + -+ - + a,.v,, donde
ai,...,a, son escalares del cuerpo K. Se puede entonces afirmar lo siguiente.

Proposicion 2.15 Sea V' un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea S un subconjunto
no vacio de V. Entonces < S > coincide con el conjunto de todas las posibles combina-
ciones lineales realizadas con elementos de S.

Mds exactamente,

=1

n
<8 >= {Z)\i.vi\)\iEK,vi 65,7121}
Esta presentacién permite identificar a < S > como la envolvente lineal de S. Si
S = {v1,...,v,} es finito, entonces
< 8>= {Z?:l YR | A € K}

En cada espacio vectorial existen ciertos subconjuntos conocidos como bases; la im-
portancia de estos subconjuntos radica en que cada elemento del espacio puede ser repre-
sentado de manera tinica a través de sus elementos. El propdsito de la presente leccion es
explicar en detalle la nocién de base, la cual es fundamental en dlgebra lineal.

Ejemplo 2.58 Analizar si el subconjunto
H={(z,y,2) €ER®:x+2y+32=0}

es un subespacio vectorial de R3con las operaciones usuales de la adicion y multipli-
cacton por un escalar.

Solucién

Como (0,0,0) € H:0+2.0+3.0=0,H # ¢.

i) Sean u = (z1,y1,21),v = (z2, Y2, 22) € H, entonces
u+v = (21 + T2,y1 + Y2, 21 + 22)

Luego,

(1 +22) +2(y1 +92) +3(21 +22) = @1 +2y1 +321 +T2+2y2+ 3+ 22
= 0+0=0

Por tanto u +v € H
ii)Sea u = (x,y,2) € H, y sea ¢ € R entonces

cu = (cx, ¢y, cz)
Luego,

(cx)+2(cy)+3(cz) = c(xz+2y+32)
= =0
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Por tanto cu € H.
H es un subespacio vectorial de R3.

Ejemplo 2.59 Sea V = P3(R), el conjunto de los polinomios de grado < 3, con coefi-
cientes reales, con las operaciones usuales de adicion de polinomios y multiplicacion de
polinomios por un numero real. Demostrar que el conjunto

W= {p(z) €V :p(x)=ax®+bz>+ (a + bz +2b, a,becR},
es un subespacio vectorial de V.
Solucién

W # ¢, pues 0(z) € W : 0(z) = 023 + 022 + (0 + 0)x + 2 (0)
(i) Sean p(z),q(z) € W entonces

p(z) = azxd+bz®+ (a+b)x+2b, a,beER
qz) = da®+v2* +(d +V)x+ 2, o,V R
Luego,
px)+qx) = (a+d)2®+ (b+V)2®+(a+d +b+V)z+2(b+V), ab, o,V R

= p(z) +q(z)e W

(ii)Sea A € R entonces (Ap)(z) = Ap(z) = A (az® +ba? + (a + b)x + 2b) = Aaa® +
Abz? 4 (Aa + Ab)x + 2 (Ab)
= (A\p)(z) e W

Ejemplo 2.60 Sea R3el espacio vectorial con las operaciones usuales. Analizar si los
siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de R3.

(a)S={u=(v,9,2) ER3:z =y =12z}

BT ={u=(z,y,2) € R®: 2 = 2% + ¢?}.

Solucién
(a) S # ¢, pues (0,0,0) € S:0=0=0

(R1) Sean u = (z1,y1,21),v = (x2,Y2, 22) € S entonces u = (x1,x1,21),v = (T2, T2, T2) =

u+v=(x1 +x2,21 + 22,21 +22) €5

(R2)Sean u = (x,y,2) € S'y Sea A € R entonces u = (z,x,x)

A= (Az, Az, \x) € S

Por tanto S es un subespacio vectorial de R3.

(b) T # ¢, pues (0,0,0) € S: 0= 0%+ 0?

(R1) Sean u = (1,91, 21),v = (%2,y2,22) € T entonces 21 = 22 + y2, 20 = 13 + Y3

Entonces u + v = (z1 + x2,y1 + Y2, 21 + 22)

-tz =aityitad+yd # (@ +22)’+(n +y)’ = (0 +ud + 23 + +ud) + 2man +
+2y192

Por ejemplo:

(R1)Sean u = (1,1,2),v = (-1,-1,2) € T = u+v = (0,0,4) ¢ T , pues 4 # 0> +0?

0

(R2)Sean u = (1,1,2) € Ty Sea A = 2 entonces A\u = 2u = (2,2,4) ¢ T , pues
4 # 22 4 22

Por tanto 7 no es un subespacio vectorial de R3.
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Ejemplo 2.61 Analizar si los siguientes subconjuntos del espacio vectorial V' (con las
operaciones usuales) son subespacios.
(a)S = {A = (aij)2X2 eV i:ian+axn= 0} ,
donde V = Moayo , es el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden 2 X 2.
OT={feV:Ik>0; |f (t)] <k, VteR},
donde V', es el conjunto de las funciones f : R — R.

Solucién

(a) S # ¢, pues (0,0,0) € S.

(R1) A= (aij)2><2 , B = (bij)2><2 € S entonces a1 + age = 0,b11 + byo = 0 =
A+ B= (aij + bij>2><2

(‘a11 +b11) + (ag2 + ba2) = (a11 + ag2) + (b11 +b22) =0

Por tanto, A+ B € S.

(R2)Sea A = (a;j)y,5 €S y Sea A € R entonces ay + aze =0

AA = (Maij)gys

Aa1 + Aage = A (a1 + age) =0

Por tanto, AA € S.

Por tanto S es un subespacio vectorial de V.

(b)T # ¢,pues f=0€T.

(R1) Sean f,g € T : existen k1 > 0, ko > 0 tales que |f ()| < k1, Vt € R,
lg (t)] < kg, VE€R

Luego, [f (t) +g @) <[f &)+ g ()| < k1 + ke =k,

existeun k> 0:[f (¢t)+g(t)| <k, VteR.

Por tanto, f +g € 7.

(R2)Sea f € T y sea A € Rentonces 3k > 0; |f (t)| <k, VteR

(Af) @OI=IAIIf OI<NE=F = 3K =0;[(A\f) ®)|<K VteR
Luego, A\f € T.

Por tanto 7 es un subespacio vectorial de V.

Ejercicios propuestos:Espacios vectoriales y subespacios vectoriales

1. Sea Msyo el conjunto de las matrices reales de orden 2 x 2. Si A,B € Msyo ¥
a € R, se definen las operaciones @ y © del siguiente modo.

A®B = AB (producto usual de matrices)

a®A = aA (producto usual de un escalar por una matriz)

Determinar, justificando su respuesta, cuales de los 10 axiomas de espacio vectorial
se cumplen para estas operaciones.

2. Demostrar que R? es un espacio vectorial real con la adicién definida por
(@1,91) & (22,92) = (w1 + 22+ L,y1 +y2 + 1)
y la multiplicacién por un escalar definida por
a®(z1,1) =(a+ar; —L,at+ay — 1)
3. Sea V = {(e%,€¥) : z,y € R} provisto de las operaciones siguientes:

(e$176y1> ® (69627 ey2) — (65161+9627 ey1+y2)

xr axr (0%
a® (e e’) = (e*,e™)
Demostrar que V' con estas operaciones es un espacio vectorial real.
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4. En los siguientes casos determinar si el conjunto dado es o no un espacio vectorial.
si no lo es, enuncie los axiomas que no se cumplen

(a) E= {(x, y,2) €R3 tal que x =y = z} con las operaciones usuales de adicién
de vectores y multiplicacién de un vector por un escalar.

(b) F'= f: f es una funcién cuyo dominio es R y su rango es un subconjunto de
R con las operaciones usuales de adicién de funciones y multiplicacién de una
funcién por un escalar.

(¢) E =Py, el conjunto de los polinomios de grado < n, con coeficientes reales, con
las operaciones usuales de adicién de polinomios y multiplicacién de polinomios
por un ntimero real

5. Sea E = C|0,1] el conjunto de las funciones f : [0,1] — R, tales que f es continua
en [0,1]

(a) Verificar que F con las operaciones usuales de adicién y multiplicacién de fun-
ciones por un nimero real, es un espacio vectorial

(b) Si se consideran
P={fekb:f(0)=f(1)=0}, Br={fek:f(0)=2}
Analizar si F; y F> son subespacios de F.

6. Determinar, justificando su respuesta, cudles de los siguientes subconjuntos son sube-
spacios vectoriales de los espacios vectoriales que los contienen.
(Asumimos que son espacios vectoriales bajos las operaciones usuales)

(a) Hy = {(z,y) € R?: 22 — 9% =0}

(b) Hy = {(z —2y,z,2y, —y) ER*: z,y € R}
(c) H3 = {(z,y) € R?: max{z,y} = 2}

(d) Hy = {(z,y,7 —y) €ER3: 2,y € R}

7. Sean F1 = {v = (z,z,x), x € R} y F5 = {w = (2,9,0); z, y € R}. Demostrar que
F1 y F5 son subespacios de R3.

8. Sean S y T dos subespacios de un espacio vectorial V. Definimos el conjunto
S+T={veV:v=s+t,seSyteT}

El conjunto S+ T se llama suma de los subespacios S y T'. Pruebe que S+ T es un
subespacio de V.

Hallar e identificar la suma de los subespacios de R3.

S = {(t,2t,3t) eR®: t € R}
T = {(3s5,25,—-5s) €R®: s € R}

9. Responder con verdadero o falso
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(a) El conjunto X formado por los vectores v = (x,y, ) tales que z = 3z, x = 2y,
es un subespacio de R3.

(b) El conjunto Y formado por los vectores v = (z,y, z) tales que zy = 0, es un
subespacio de R3.

(c) El conjunto L formado por los vectores v = (z, 2x, 3z, ..., nz), es un subespacio
de R,
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2.4.1 Bases y dimensién del espacio vectorial

Definicién 2.32 Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K y S un subconjunto no
vacio de V', se dice que S genera V' si la envolvente lineal de S coincide con V, es decir,
< 8§ >=1V. ElespacioV se dice finitamente generado si existe en V un subconjunto
finito S de generadores.

Definicién 2.33 Sea X = {x1,... ,x,} un subconjunto finito de V', se dice que X es un
congunto de vectores linealmente independientes (L 1) si la inica combinacion lineal nula
con los elementos de X es a través de escalares nulos. Mds exactamente, los vectores de
X son linealmente independientes si para cualesquiera escalares A1, ..., \, € K se cumple
que

n
Z)\i.xi:0<:>)\i:0, 1<i<n.
i=1
Por definicién asumimos que el conjunto vacio es L 1. Un subconjunto cualquiera X de
V es L1 si cada subconjunto finito de X es LI. X es linealmente dependiente (L D) si no
es LL
La siguiente proposicién reune algunas propiedades bdsicas sobre dependencia e inde-
pendencia lineal.

Proposicién 2.16 Sea V un K-espacio y ¢ # V . Entonces

(a) S es LD siy solo si existe x € S tal que x € <S>, donde S'= 5 — {z}.

(b) Si0 € S entonces S es L D.

(c) Si S es LI entonces cada subconjunto de S es L I

(d) Si S es finito con n > 0 elementos, entonces cada conjunto de n+ 1 elementos de
<S>esLD.

Ejercicios
1. Demuestre que en el espacio de funciones el conjunto 8 = {e"* |n € N} es L1.

2. Demuestre que dos vectores de R? son LD si y solo si pertenecen a misma recta que
pasa por el origen.

Ya estamos en capacidad de presentar la nocién de base. 5 C V es una base para V si
se cumplen dos condiciones:

(a) <B>=V

(b) Bes LL

Ejemplo 2.62 En R" los vectores
ei=(0,...,1,...,0), 1<i<n

constituyen la llamada base canénica (1 se encuentra en la i-ésima entrada de la n-
upla). Cambiando R por cualquier cuerpo K obtenemos la base candnica de K™.

Ejemplo 2.63 En el espacio de polinomios el conjunto de polinomios {1,z,z% 23,...}
constituye su base candnica. En el subespacio de polinomios de grado < n la base candnica
es {1,x, 22 23,... a"}.

Ejemplo 2.64 En el espacio Mayx2(R) el espacio de matrices reales 2 X 2 se tiene la
siguiente base candnica:

ool oo a) oY)
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Ejemplo 2.65 En el espacio de sucesiones reales la coleccion de sucesiones
ei=(0,...,1,...,0,...),i>1
conforman la base candnica para el subespacio de sucesiones polindmicas.
Ejemplo 2.66 El conjunto ¢ es, por definicion, la inica base del espacio nulo 0 = {0}.

Terminamos esta leccién con una de las principales caracterizaciones del concepto de
base.

Proposiciéon 2.17 Sea V un R-espacio y 8 un subconjunto no vacio de V. 8 es una base
de V si y solo si cada elemento v € V tiene una representacion unica (salvo sumandos
nulos) como combinacion lineal de elementos de B en la forma:

v=MAN.v1 4+ + Ay Un, NEK, vep1<i<n.
Ejemplo 2.67 Determine los valores de ¢ € R para que el siguiente conjunto de vectores,
S={u=(1,-1,2),v=(2,3,1),w = (4,¢,5)}

del espacio vectorial R® , sea linealmente dependiente.

Solucién.
1 2 4

det| =1 3 ¢ | =3c—3=0,dedonde c=1.
2 1 5

Ejemplo 2.68 FEn el espacio de polinomios de grado menor o igual que 3, Ps.Analizar
si el conjunto dado de vectores T ={p1,p2,p3,P4}, donde p1 (x) = 23, ps(z) = (v — 1)3,
p3 () = (. —2)°, ps(x) = 1 + 22, es linealmente dependiente o linealmente

Solucién.
Considere la ecuacién  c¢1pi(x) + capa(x) + e3ps(z) =0
expandiendo la ecuacién

c12® + ca(x® — 322 + 32 — 1) + c3(2® — 622 + 122 — 8) = 0+ 0z + 02% 4 023,
se tiene que el sistema de ecuaciones resultante estd dado por:

leg +1cg+1e3 =0
061 — 362 — 603 =0
Oci +3cg +12c3 =0
061 — 162 — 802 =0

La matriz aumentada en su forma original y en los sucesivos pasos de escalonamiento
estdn dadas por

11 1 0 1 1 1 0 11 1 0
0 -3 -6 0 R 0 1 8 0 R 01 8 0
0 3 12 0 0 -3 -6 0 00 18 O
0 -1 -8 0 0 3 12 0 0 0 -12 0

Evidentemente, el sistema de ecuaciones tiene una tnica solucién, la trivial, y el con-
junto formado por {pi(x), p2(z),p3(x)} es linealmente independiente.
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Ejemplo 2.69 Si B ={vi,vs, -+ .vn,} es una base para un espacio vectorial V. Analizar
para que valores de n € N,

B'={v1 4+ v, v2 + v303 +v4, -+ ,Un_1 + Upy Uy + 01}
es una base de V.
Solucién. Si
A1 (v1+v2) + A2 (va+v3) + A3 (v3+vg,) + -+ A1 (Vn—1 + ) + A (v, +v1) =0

A+ X))o+ M+ A)v2+ A+ A3)v3+ -+ (M1 + M) vy =0
M= DA = A = (D" A A = =Ny

De donde se tiene que n es un nidmero par natural.

Ejemplo 2.70 En R3, sean los subconjuntos

S = {(1,2,0),(1,0,1)}
T = {(1,2,0),(2,0,2),(3,2,2)}

(a)Demostrar que los subespacios generados por S y T son iguales.Es decir,(S) = (T') .
(b) Representar graficamente el subespacio hallado en la parte (a) y hallar una base de
dicho subespacio.

Solucién.
(a) (S) = {(z,y,2) € R®: (z,y,2) =t(1,2,0) +7(1,0,1);t,r € R},
Se observa que (3,2,2) = (1,2,0) +2(1,0,1);
(T) ={(z,y,2) e R®: (w,y,2) =¢(1,2,0) +r(1,0,1);¢t,r € R}
De donde (S) = (T) .
(b) (S), (T') representan planos que pasan por el origen de cooordenadas.
(S) ={(z,y,2) e R®: (z,y,2).(1,2,0) x (1,0,1) =0}
Sy ={(z,y,2) eR®: (z,y,2)- (2,—-1,-2) =0}
(S) ={(z,y,2) eR®: 20 —y — 22 = 0}
Sea v = (z,y,2)€(S): 20 —y—2z=0=y=22—22
(S) ={(z,y,2) = (x,20 — 22,2) =2 (1,2,0) + 2 (0,—2,1) : ¢,z € R}
(S) = ({(1,2,0),(0,-2,1)}), ademds (1,2,0) y (0,—2,1) son linealmente independi-
entes.
Bsy = {(1,2,0),(0,—2,1)} es una base para (S).

Ejemplo 2.71 Sea V = Ps el espacio vectorial de todos los poliniomios de grado < 2.

Considere S = {p1 (z),p2 (z),ps (z)}, donde p1(z) =1, pa(z) =1+ 2z, p3(x) =
(14 z). Analizar si S es una base de Ps.

Solucién

(i) S es linealmente independiente
Si

c1p1 (x) + capa (z) +c3ps(z) = 0
a()+ea(l+z)+es(l+2)? = 0
c32® 4 (+ea+2c3)x +e14+catez = 0
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c3=0
co+2c3 =0
c1+ca+c3=0
Trabajando en la matriz ampliada:

00 1]0 11 1]0
01 2(0| ie—F ~|0 1 20| Fhe— P+ (-2)F; ~
|11 1|0 | 00 1[0
(1 1 1/0 ] [1 1 0|0
01 0({0| Ae—mFH+(-1)F3 ~|0 100
|00 1]0 00 1]0
c1=0
- co2 =
c3 =

Por tanto S es linealmente independiente.
(ii) S Generan Ps
Sea p (z) = ax? + bx + ¢ € Pa, entonces existen escalares cy, ¢z, c3 tales que

p(x) = c1p1 (x) + capa () + c3p3 ()

a? +bz+c = et(D)+ea(l+x)+e3(1+x)?
ar’ +br+c = cgr’+ (+eo+2c3)z +c1 + o +cs
c=a

co+2c3=0b
c1t+ct+cez=c

Trabajando en la matriz ampliada:

0 0 1]a 11 1]c¢
01 215b Fi «—— F3 ~ 01 210b F2<—>F2+(—2)F3 ~
|11 1]¢c 00 1]a
(1 1 1|¢c 1 1 0|lc—a
01 0|b—2a FLe—F+(-1)F3 ~| 0 1 0|b—2a FL— F+(-1)F ~
|00 1]a 00 1]a
[1 0 O|c—a—(b—2a)=a—-b+c ca=a—-b+c
01 0|b—2a = co=b—2a
0 0 1|a c3=a

Luego S genera Ps.
Por tanto S es una base de Ps.

Dimensiéon de un espacio vectorial

En esta leccién discutiremos los siguientes aspectos relativos a las bases: existencia,
unicidad y cardinalidad ( = cantidad de elementos). Comenzamos con el siguiente teorema
sobre existencia de bases en cualquier espacio vectorial. La prueba de este teorema se apoya
en el Lema de Zorn ( axioma de eleccién), el cual representa uno de los supuestos bésicos
de la teorfa clasica de conjuntos. El lector no interesado en la prueba puede simplemente
asumir el Teorema 1 como un axioma.

Teorema 2.4 Todo espacio vectorial posee al menos una base.

Con respecto a la unicidad de las bases podemos decir que, en general, un
espacio vectorial tiene infinitas bases. Pensemos por ejemplo que el espacio
V es no nulo (si V es nulo su tnica base es ()); si S es una base cualquiera
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de V y v es un elemento de 3, entonces cambiando v por A.v en 3, con cada
A € K — {0}, obtendremos bases diferentes en V. Cuando K es infinito esta
coleccién de bases es infinita. En realidad, el tnico espacio con base tnica es
el espacio nulo.

Mucho més interesante que la pregunta sobre la unicidad de las bases es el problema
sobre el tamafio de éstas. Las siguientes proposiciones constituyen la prueba del Teorema
2 que enunciaremos més adelante.

Proposicion 2.18 Si un espacio vectorial V posee una base finita, entonces todas sus
bases son finitas.

La proposicién anterior permite clasificar los espacios vectoriales en dos categorias: los
de bases finitas y los de bases infinitas.

Proposicién 2.19 Sea V' un espacio vectorial con bases finitas f = {us,... ,un}, B/ =
{v1,... ,um}. Entonces n =m.

Proposicién 2.20 Sea V un espacio vectorial con bases infinitas 3 y 3. Entonces
card (B) = card (fr1).

Para cada espacio vectorial V' se cumple que todas las bases tienen la misma cardinal-
idad.

El teorema anterior permite definir la nocién de dimensién en un espacio vectorial
V' como el nimero de elementos que forma cualquiera de sus bases; denotaremos este
invariante de V' por dimg (V'), o simplemente por dim(V'), es claro por el contexto sobre
que cuerpo estamos trabajando. Si V' es de bases infinitas diremos que V' es de dimensién
infinita. Si 8 es un subconjunto de V, definimos el rango de X, como la dimensién de la
envolvente lineal de X, es decir, rankg (X) = dimg < X >.

Ejemplo 2.72 dim(R") =n

Ejemplo 2.73 El espacio de los polinomios es de dimensidn infinita.
Ejemplo 2.74 dim(P,) =n+1

Ejemplo 2.75 dim(0) = 0.

Ejercicio.Demuestre que si un espacio vectorial V' posee un subconjunto
infinito LI, entonces V' es de dimensién infinita.

Algunas propiedades interesantes relativas a espacios de dimensién finita se presentan
a continuacién.

Proposicion 2.21 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n > 1. Entonces,

(a) Cada conjunto de n elementos LI de V' conforman una base.

(b) Cada conjunto de n generadores de V' conforman una base de V.

(¢c) Sea m < n y sean vi,... vy vectores LI de V. FEntonces es posible encontrar
vectores Vmi1, ... ,vn en'V tales que {vi,... ,Vm,Um+1,... ,Un} €s una base de V.

(d) Sea S un subespacio de V. Entonces, cada base de S puede extenderse hasta una
base de V. En particular, dim(S) < dim(V').

(e) Sean x1,... ,x, elementos cualesquiera de V' y S su envolvente lineal. Entonces,
dim(S) coincide con el maximo niimero de vectores L I encontrados en la coleccion vy, ... , vy
de vectores dados.
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Ejercicios Propuestos:Bases y dimensién de espacios vectoriales

1. Determinar si el conjunto de vectores dado genera el espacio vectorial

(a) En R? u=(1,1),v= (2,1
(b) En R3, w = (1,-1,2), v = (1,1,2), w = (0,0, 1)
(c) En Py, p1(z)=1—2, po(x) =3—2% p3(z) =2

2. Analizar si el conjunto dado de vectores es linealmente dependiente o linealmente
independiente

a) En R? u = (1, ) v=(-1,-3)

b) En R3, u=(1,1,1), v=(1,2,1),w = (2,1,2)

(¢) En R, u=(1,0,1), v=(0,1,1),w = (1,1,0)

(d) En R* uy = (1,-2,1,1), uz = (3,0,2,-2), uz = (0,4, —1,1), uy = (5,0,3,1)

(e) En E = C[O
continua en |

1] el conjunto de las funciones f : [0,1] — R, tales que f es
], £ (z) = sin(z), g(x) = cos.

3. Determinar si el conjunto de vectores dado es una base del espacio vectorial dado

(a) En R2, B={(1,1), (—1,1)}. En caso afirmativo expresar cada uno de los
vectores e; = (1,0) y e2 = (0,1) como combinacién lineal de los elementos de
esta base

(b) En R?, F={u=(2,9) € R:2z+y =0}, B={(1,-2)}

(c) EnR?* F={u=(v,y) eER:20+y=0}, B={(1,-2), (-5,10)}

(d) En P3: B = {plap27p37p4}a donde b1 (:L‘) = 1a b2 (IE) =1+ z, P3 (:L‘) =1+ xzv
p4 (z) = 1+23. En caso afirmativo expresar el polinomio p (z) = 223+3x2 —2+1
como combinacién lineal de los elementos de esta base

4. Demostrar que el conjunto solucién {ezz,mexz, 263[:2} es linealmente independiente
en C(R), el conjunto de las funciones f : R — R, tal que f es continua.

5. Analizar la dependencia lineal de los polinomios p1, p2 p3 € P3 dados por

pi(z) = 1-20+2%+a3
po(z) = —5—2x— 92 + 723
p3(z) = 2—x+32%—2°

y hallar una base y la dimensién del espacio generado por ellos.

6. Dadas las matrices

3 2 2 1 6 5 5 4
w= (a7 ) = (o) = (02) 4= (0 0)

hallar el valor de o para que A4 esté en el subespacio generado por Ai, Ay y As.
7. Dados los vectores (k,1,0),(1,k —1,k), (1 + k,1,k) de R3,

(a) ¢Para cudles valores de k estos vectores forman una base de R3?.

(b) ;Para cudles valores de k estos vectores generan subespacios propios de R3? Hallar
dichos subespacios mostrando un conjunto generador para cada uno.
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8. Dados los vectores v; = (1,2, -2,1),v9 = (2,-1,1,2) y v3 = (1,3, —1,3) de R*,
hallar una base para el subespacio

H = {v € R*: v es ortogonal a los tres vectores dados}.

9. Dado
H={(z,y,2,w) R :x+y+z+w=0A2+2y+ 32+ 4w =0}

(a) Demostrar que H es un subespacio de R%.

(b) Hallar una base para H.

10. Dada la matriz A = ( ?1) i ) ,sea H el conjunto de Maxo formado por todas las

matrices X tales que AX = XA.

(a) Demostrar que H es un subespacio de Mays.

(b) Hallar, justificando su respuesta, una base para H.

11. Sea B = {u1 u2,u3,us} una base del espacio vectorial V' de dimensién 4.Dados

v1 = 2u1+3us+ us— uy
vy = Ui+ 2uo

v3 = u; — usz+ 3uy

Vg = U4

analizar si el conjunto By = {v1,v2,v3,v4} es una base de V.

12. Hallar una base del siguiente subespacio

H = {($1,$2,$3,$4) S R*: 201 — X2 +x3 — 314 = O}

13. Sea E = M,,xn €l conjunto de todas las matrices de orden m X n con elementos
reales. Si la suma de matrices y la multiplicacién de una matriz por un escalar son
las usuales, se comprueba que M, «, es un espacio vectorial

Determinar si el siguiente conjunto de vectores es una base de Mayo

a 0 0 b 00 0 0
<O O>’<O O)’<c O)’<O d),dondeabcd#o
14. Hallar una base para

(a) E:{v:(m,y,z)eR?’:g:%zg}

(b) E={v=(2,y,2) e R®: 242y — 3z =0}
(¢) E={v=(2,y,2,w) € R*: ax + by + cz + dw = 0}, donde abed # 0

Norberto Chau
Lima, 23 de enero de 2012
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2.4.2 Vectores de coordenadas

Con el fin de ser capaz de enlazar el dlgebra lineal con el dlgebra de matrices, tenemos
que encontrar una manera de representar los vectores numéricamente. Esto se puede
hacer eligiendo una base para un espacio determinado y por escrito cada vector como una
combinacién tnica lineal de vectores de la base. Los coeficientes que surgen de esta manera
son los escalares necesario.

Sea V' un espacio vectorial n—dimensional sobre un campo k, sea S = {v1,...,v,} una
base de V', y sea x € V. Entonces x se puede escribir uinicamente en la forma

T =a1v1 + -+ apvy

en relacién con la base S. Por lo tanto, tienen un mapeo invertible V' — k™ que asocia
a cada vector x € V un vector columna tnica

al
[w]s = € kn,

Qn

determines a unique linear combination gg = bjv; + - - - + byv, € V.

conocido como el vector de coordenadas de x con respecto a la base de S. Por el

contrario, cada vector columna
b1

y=1 : | €k
br,

determina una unica combinacién lineal g = byvy + - -+ + byv, € V.

Definicién 2.34 La aplicacion © — [x]s que asigna a cada vector x € V el vector de
coordenadas [x]s € k™ es la aplicacién de coordenadas de V a k™ determinado por la base
S para V.

Definicién 2.35 La aplicacion y — 9s que asigna a cada vector columna y € k™ la
combinacion lineal §s € V' es la aplicacién combinacién lineal de coordenadas de k™ en V
determinado por la base S para V.

Teorema 2.5 Teorema de aplicacion de coordenadas )Las aplicaciones x — [z]s y y —
9Js son inversos el uno del otro.

Prueba. Los cdlculos necesarios para demostrar este teorema. es trivial. Por definicién,

ay
r=av1+ o tapvy, = Tls=| P | =y —ds=aivi o taun =2
an
al ai
y=| : | 2¥s=avi+-+av, = [Fslg=| : | =v
an an

Por lo tanto, las aplicaciones de coordenadas son inversos el uno del otro. W
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Las aplicaciones combinacién lineal de coordenadas, son ttiles porque son inversos el
uno del otro, y porque preservan la suma de vectores y la multiplicacién por un escalar en
el sentido del siguiente teorema.

Teorema 2.6 Las aplicaciones de coordenadas x — [x]g de V a k™ tiene la propiedad que
[x+yls = [x]s + [y]s ¥ que [ax]s = a[x]s.

Prueba. Seanx=a;vi+---+apvp, yy =b1vi + -+ b,v, son dos vectores en V'
yseax+y = (a1 +b1)vi+ -+ (an + by) vy su suma. Entonces

ay + by ay by
X +yls = : =t |+]| | =Kst+yls
an + by, an bn

Ademds , para cualquier escalar a € k,
ax = alayvy + -+ apvy) = (aay)vy + -+ - + (aay) vy,

de modo que

Por lo tanto la aplicacién de coordenadas preserva la suma de vectores y la multipli-
cacién escalar. H

Una aplicacién entre dos espacios vectoriales con las propiedades descritas en el teorema
anterior se llama una Transformacion lineal

La pregunta obvia es jqué relacién existe entre los vectores de coordenadas [x]g y [x]s
de un vector dado x con respecto a dos bases distintas S y S’ de V. La respuesta resulta
a ser bastante simple.

Si escribimos los vectores base vi,...,v, en S como combinaciones lineales de los
vectores basicos en la base S’, se obtiene

Vi = a11Wi+ -+ a1pWy

Vp = Gp1lW1+ -+ GppWp

Los vectores de coordenadas de vi,...,v, en la base S’, por lo tanto

a1 an1
[Vl]S’ = ... [Vn]S’ =
Aln Ann

Sea
a1l Gpl

P=[vilg - [vals] =
Ain ' Qnn

la matriz cuyas columnas son los vectores de coordenadas. Entonces, por construccién,
Plxlg = [x]g -

Si escribimos los vectores base wi,...,w, en S’ como combinaciones lineales de los
vectores de la base S, obtenemos
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w; = b11V1 + -+ blnvn

Wy, = buvi+- 4+ b

Los vectores de coordenadas de wq,...,w, en la base, por lo tanto
b11 bn1
[wi] = [wWnl = | :
bln bnn
Sea
b11 bn1
Q= [wilg -+ [Walg] = :

bln co bnn

la matriz cuyas columnas son los vectores de coordenadas de la base de vectores w;
determinado por la base S, entonces, por construccién, @ [x]g = [x]g. Es facil comprobar
que Q = P!

El siguiente teorema resume los resultados de estos cdlculos.

Teorema 2.7 (Teorema de cambio de base )Sea V un espacio vectorial n-dimensional

sobre un campo k.Sea S = {v1,...,x,} y

S"={w1,...,wy,} dos bases de V, y sea x un vector en V con vectores de coordenadas
[x]s vy [x]sr.Entonces

existe una matriz P invertible para el cual P[x]s = [x]s y P71 [x]s = [X]s.

Prueba.Sea x = a;vi+- - -+a, v, cualquier vector en V, escrito como una combinacién
lineal de la base de S. Por el hecho de que la aplicacién de coordenadas x — [x]g conserva
vector Ademds de la multiplicacién y escalar se deduce que

[X]S/ = [a1V1 4+ -+ anvn]sl = a1 [Vl]Sl —+ -+ Qnp, [Vn]sl
ai

= [vilg - Ivalg] | 2 | =1vilg - Vnlgl [X]g = P Xl

Por el contrario, y = bywi + --- 4+ b,w,, cualquier vector en V, escrito como una
combinacién lineal de la base S’. Del hecho de que la funcién de coordenadas y — [y]g
preserva la suma de vectores y la multiplicacién escalar se deduce que

[Y]S = [b1W1+---+bnwn]S:b1 [W1]5+—|—bn [wn]s
by

= [wilg .- [wWalgl | ¢ | =1wis -+ [Walgl [Y]g = Q¥
bn

Esto quiere decir que Q = P~1. &
Las matrices P y P! juegan un papel importante en el estudio de las transformaciones
lineales. Por lo tanto, dado un nombre especial.

Definicién 2.36 Las matrices n x n P y P~! con la propiedad que P[x]s = [X]s y
P~ lx]s = [x]s son el cambio de base }matrices de la base S a la base de SI y de la base
S’ a la base S, respectivamente.
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Ejemplo 2.76 UnMatriz general de Cambio de Base de R?.

Sea x un vector en R?, y sea S = {v1,va} y S’ = {w1, wa} dos bases de R2.. Entonces
X = a1V] + asvy = bywy 4+ bows.Por lo tanto

e T

Escribimos S en términos de S’y S’ en términos de S, se obtienen dos sistemas de
ecuaciones:

Vi = C11W1 + C12W2 w1 = d11vi + diava
Vo = €21 W1 + C2aW3 Wa = do1V1 + d2ava

En la notacién de matriz-vector, estos sistemas toman la forma

11 12 di1  dio
== / a. d A .
s = [ o 0 iy and pdo = | G2 02 |
Por sustitucién, obtenemos
] = [ ci1 ciz | [ din dio } Ix]
s co1 Co2 | | do1 dao s
Yy oL
], = [ diy  di2 c11 C12 } Ix]
S dg1 do2 | | c21 22 s

Dado que estas ecuaciones son vilidas para todos x € R?, se sigue que

[1 0}_[011 cz | [ dn d12}

01 c21 C22 | | d21 do2
y L.
1L 0] _ | du di €11 €12
01 do1 doa | | c21 ca2 |
Por tanto .
p_ | az|_ diy diz
C21 €22 da1  dao
Y -1
0= din dig | _ | enn ci2
do1  da2 C21 Ca2 '
Esto nos dice que las dos bases de S y S’estdan conectados por las matrices invertible P y
Q. ¢

Ejemplo 2.77 Un especial Cambio de base para la matriz para R2.

SeaS:{vlz[;],VQZ[i]}yS’:{wlz[é],wz:[?]}sondosbases

para R?.

Entonces

an[3]-a 2] 2] 2]l 2]
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wi=[s] =[5 ]ra[ 3] =[] [5] [ 2]

I=p+3q
0=2p+4q

5 [1 3 -2 2
A81P—[24]yQ—[ 1%]

Se sigue que

, lasolucién es : {¢g=1,p=—2}

er=[5 3] 4]-[0 7]
EEEARTHIOR
: dHEEHIHEN

1 -2 3
AET I

3 -2 3
o] - [ 4
Como podemos ver, la matriz P es la matriz de cambio de base de S a S’, y su inverso
Q es la matriz de cambio de base de S” a S.

Ejemplo 2.78 Un cambio de coordenadas en R3.

Convertir los vectores de la base de

1 0 1
S=Jvi=)|2|,va=1|1|,vg=1]0
3 1

a vectores coordenadas en la base

0 1 1
S, = (W1 = 1 , Wo = 1 s W3 = 0
| 1] 0 1
utilizar el resultado para la construccién de una matriz de cambio de base de S a §’.
Solucién
Comenzamos calculando el vector de coordenadas [vq]g.
0 1 1 aig +ais
a1 | 1 | +a2| 1| +a3| 0| =]|an+ano
1 0 1 a1 + ais
Por tanto
1 0 1 1 aig + a3
2 | =an |1 |+ap|1l]|+a3| 0| =] a1+ano
3 1 0 1 a1 + ais
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1=ai2+a3
Ahora resolvemos el sistema< 2 = aj; + a1 .

3=a11 + a3
la solucién es : {a11 = 2,a12 =0,a13 = 1}.

1 a2 + a3 2
Por tanto[vi]g = | 2 =|an+taz |=]0
31y ai + a3 1

Al repetir los pasos anteriores para vs y vs, se obtiene

0 0 1 1 a2 + ag3 %
[vo]gr = | 1 =ao1 | 1 [ +ax| 1| +as| 0 |=|an+axn |= %
0] 1 0 1 as + as3 -3
y
1 0 1 1 ass + ass 0
[va]g = | 0 =a3 | 1 | +az| 1 |+axs|0|=]|a+az | =0
1 I 1 0 1 as] + ass 1

Con estos resultados, podemos construir el cambio de base de la matriz P de S a S'.

2 10
P=vilg [vilg vi]g] =1 0 % 0
1 -1
2
Como era de esperar,
2 %0 1 2
1 -5 1 0 1
2 30 0 :
Plvalg=10 %o 1| = %1 = [valg
1 —35 1 0 —3
2 %0 0 0
Plvilg= {0 ?0 0|=1|0]|=][vslg-
1 -1 1 1 1

A continuacién, utilizamos P~!, la matriz de cambio de base de S’ de S, para revertir
estos cdlculos.

1 -1 1 1
2 30 3 —35 0
0 %0 =1 0 2 0
1 —3 1 -1 3 1
Como era de esperar,
1 1
35 -+ 0 2 1
Plvig=| 0 2 0 0=1]01|=[vlg
1 3
-1 31 1 0
1 1 1
3 —2 0 P 0
Pllvae=| 0 2 0 3 | =] 1] =1[vals
-1 3 7 _1 0
2 2 2
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;3 -3 0 0 0
P llvslg = 0 g 0 0=10]=[vsg
-1 31 1 1

Con esto se completa el cambio deseado de las coordenadas.

2.5 Transformaciones Lineales

Definicién 2.37 Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K ; una
transformacién lineal de V' en W es una funcion T : V. — W que satisface dos condiciones:

()T (u+v) = T(u)+T(v)
O)T(Av) = AXT(v)

para cualesquiera vectores u,v € V' y cualquier escalar X € K. Se dice también que T
es un operador lineal de V en W, o
que T es una funcion K-lineal de V en W.

Ejemplo 2.79 La funcion T : R> — R? definida por T(z,y, z) = (2x,2y) es una trans-
formacion lineal.

Ejemplo 2.80 La integracion puede considerarse como un operador lineal S del espacio

C(R) (o c(a,b)) enR:
S(f) = / f(x)dx + C con C=0

Ejemplo 2.81 Dados dos espacios vectoriales V- y W, la funcion nula

o : V=W
x +— Ox)=0

es una transformacidn lineal, denominada la transformacion nula.

Ejemplo 2.82 De igual manera, la funcion idéntidad

IV : V -V

u +— Iy(u)=u
es también una transformacion lineal, y se le conoce como la idéntidad de V.

Ejemplo 2.83 Sea a € R un real fijo y el espacio de polinomios reales, entonces la funcion

T : R[z] —R
p(z) — pla)

es una transformacion lineal.

2.5.1 Nicleo e Imagen

Definicién 2.38 Sea T : V — W una transformacion lineal de V en W ; se define el
nicleo de T' como
N(T)={veV |T(v)=0}.
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Notese que N (T') es un subespacio de V. Por otro lado, se define la imagen de T
como
Im(T)={weW |w=T(v), para algin v € V };

Im(T') es un subespacio de W. Si A es un subespacio de V' y B es un subespacio de
W, entonces los conjuntos

T(A)={T(a)|a € A}
T-YB)={veV |T (v) e B}

son subespacios de W y V respectivamente.

Observacién 2.9 Obsérvese que N (T) = T~1(0), e Im(T) = T (V). La dimensién del
espacio imagen Im(T) se conoce como el rango de la transformacion T, y la denotamos
por rank (T').

Ejemplo 2.84 Consideremos la funcion T definida porT : Pp — Ray, [z]
p(z) = ap + a1 + - - + apa™ — ag + a12® + - - + apx®.
T es una transformacion lineal con nicleo 0 y rank (T') =n+ 1.

Ejemplo 2.85 En el espacio V' de las c(a,b)sucesiones reales convergentes la funcién T
definida por
T({xn}) ={a—x,}, donde a= lim {z,}
n—oo

es una transformacion lineal cuyo nicleo es el espacio de las sucesiones constantes y
cuya imagen es el espacio de las sucesiones de limite 0.Ademds, la sucesion constante 1
es una base de N(T') y, por otro lado, las sucesiones

s1=1{1,0,0,...}
sy =1{0,1,0,...}
83:{0,0,1,...}

son linealmente independientes, con lo cual Im (T) y V son espacios de dimension
nfinita.

A continuacién presentamos y probamos uno de los teoremas bésicos del dlgebra lineal.

Teorema 2.8 Sea V' un espacio de dimension finita n > 1 y seaT : V. — W una
tranformacion lineal. Entonces

dim(V)=dim N (T) + dimIm(T)

El siguiente teorema muestra que una transformacién lineal queda completamente
determinada por su accién sobre los vectores de una base. En otras palabras, para definir
una transformacion lineal basta conocer las imdgenes de los vectores de una base.

Teorema 2.9 Sean V y W dos K-espacios, 5 una base de V' y ¢ : 8 — W una funcion.
Entonces existe una dnica transformacion lineal T : V. — W que extiende a t, es decir,
T(v) = ¢(v), para cada v € B.
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Ejemplo 2.86 Sea
) 22—y+2=0
|l x+y+22=0

una recta en R3.9i P es un punto de R3, el simétrico de P respecto a la recta L es el
punto Pr € R3 tal que, el segmento ) PP1 interseca perpendicularmente a la recta L en el
punto M (M es el, puntomedio de PP’).Sea

T:R> —R3
la transformacion lineal definida por

T(P) = Pr (Pl es simétrico de P respecto a L)
T(P) = PsiPel

Ejemplo 2.87 (a)Hallar el nicleo y la imagen de T.
(b) Determinar una base para el nicleo y una base para la imagen de T

Solucién W
J2z—y+2=0---(1
(a)L.{ byt 20— 0. (2)
Sumando (1) y (2) 3z +32=0= 2= —x. Luegoy=2r+z2=2r —x ==z
Parametrizando : sea x =t, de donde y = ¢,z = —t

£:P=t1,1,-1),teR

P(x.y.2)

A(1,1,-1)

||
M

Sea M € L, entonces existe un t € R tal que M = (¢,t, —t).Luego,
—_—

MP=P—-M = (z,y,2) — (t,t,—t) = (x —t,y — t,z + 1)

— — —
MPL1L=MPLlA=(1,1,-1)= MP-A=0
(r—t,y—t,t+2)-(1,1,-1)=0= 2z -3t+y—2=0—=

m—3t+y—z=0=>t=%. Luego,
M= x—l—y—z’x—i—y—z’im—i—y—z
3 3 3

Como Mes punto medio PP se tiene #’ = M, de donde PP’=2M — P

P 2<m+yz’x+yz’m+yz>($’y’z)

3 3 3
P o_ —xr+2y—22 2x—y—2z —2x—-2y—=z
N 3 ’ 3 ’ 3
Sea
T:R> — R?
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la transformacién lineal definida por

T(P) = P (P essimétrico de P respecto a L)
T(n,y,2) = —x+2y—2z 22 —y—2z —2x—-2y—=z
’y’ - 3 ) 3 ) 3
(b)El niicleo de T estd formado por los puntos P = (z,y, z) € R? tales que
x4+ 2y -2z 2w —y—2 —22—2y—
T(a,y,2) = (S22 YR TR T TR (0,0,0)
3 3 3
de donde

—z4+2y—22=0
2v—y—22=0 |
—2x—-2y—2=0

la Solucién es:[xr =0,y =0,z =0] .
Por tanto Nu(T') = {(z,y,z) = (0,0,0)}.
La imagen de T estd formado por los puntos

P = %(—x—i—?y—?z 20—y —22,2x —y—2z2);z,y,2 €R

P o= %( 1,2, 2)+y;(2 1—2)+z%(—2,—2,—1)
Por tanto Im(T {P’ sc% -2) + y% (2,-1,-2) + z% (—2,-2, 1)}
Im(T) = gen{ 1,2,-2),(2,— 2) ,(=2,-2,—-1)}.
Brmr ={(=1,2,-2),(2,-1, - ) (=2,-2, -1} es Li

c1v1 + cavg +c3v3 =0

C1 (717 27 72) +c (2’ 71, 72) + C3 (727 727 71) = (Ov Oa Oa 0)
(2¢ — ¢1 — 2¢3,2¢1 — ¢ — 2c3,—2c —2¢; —c3) = (0,0,0,0)

2c—c1 —2c3=0
2ci —c—2c3=0 ,
—2c—2c1 —c3 =0

la Solucién es: ¢ =0,c0 =0,c3 =0

Ejemplo 2.88 Sea
T:R* —R?

la transformacion lineal definida por
T(xz,y,z,w)=(z+z,x+y—2z—2w, -2z —y+ 2w)

(a) Encontar la matriz asociada de T.
(b)Hallar la dimension de la imagen de T .

Solucién
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(a)La matriz asociada de T es

Ap = [ T(e1) T(ea) T(e3) T(es) |

T(e1) = (1,1,-2)
T(e2) = (0,1,-1)
T(63) = (L*LO)
T(€4) - (07 _272)
1 0 1 0
Ap = 1 1 -1 -2
-2 -1 0 2
(b)Sea w =T (z,y,2) = (v + 2z, 2 +y — 2 — 2w, =2z — y + 2w) € Im(T") entonces
w = IIJ'(L 1a 72) + y(ov 17 71) +z (1’ 7170) +w (07 727 2)
w=xz(1,1,-2)+ (y —2w) (0,1,-1) + 2 (1,—-1,0);z,y,z € R
1 0 1
Como| 1 1 —1 | =0, entonces los vectores (1,1,-2),(0,1,—1),(1,—1,0) son
-2 -1 0

linealmente dependientes.
Luego, (1,1,—2) y (0,1, —1) son linealmente independientes.
Im(7) = ({(1,1,-2),(0,1,-1)}), de donde dim Im(7) = 2

Ejemplo 2.89 Sea T : R? — R3una transformacion lineal dada por
T(z,y,2) =AM +y+z, Xx+y,y+=2)

Determinar el valor de \ para que el nicleo de T tenga dimension 1 y para dicho valor
de A, hallar una base para la imagen de T.

Solucién
x Al 1 x
T(x,y,z)=A|ly | =X 10 Y
z 0 1 1 z
Al
Como [A|=| X 1 0|=2A
0 1 1
Al 1 x 0
nicleode T : | A 1 0 y | =10
0 11 z 0

Si |A| = A # 0, entonces niicleo de T' = {(0,0,0)} = dim Nu(T") =0
Si |A| = A = 0, entonces nticleo de T se tiene :

01 10 01 10 o
01 00| Fse—nFs—F ~|0 100 <:>{y fa
0110 0000 v=

De:y4+2=0—2=0
Nu(T) ={(z,0,0) : z € R} = ((1,0,0)), de donde dim Nu(T) =1
Sea w =T (x,y,2) = (y+ 2,9,y + z) € Im(T") entonces
w=y(1,1,1)+2(1,0,1); y,z € R

(1,0,1)}
,1) son linealmente independientes. Por tanto,
0,1)} es una base para la imagen de 7.

173



Operaciones con Transformaciones Lineales FEn esta leccién mostraremos que el
conjunto de todas las transformaciones lineales entre dos K-espacios V' 'y W es un K-
espacio. Veremos ademés que cuando V = W dicho conjunto es una K-dlgebra.

Denotemos por L(V,W) el conjunto de todas las transformaciones lineales del espacio
V en el espacio W.

Li (V,W) adquiere estructura de espacio vectorial respecto de las siguientes opera-
ciones:

Para Ty, T5 € L (V,W) y v € V se define la suma por

(71 + To)(v) = T1(v) + Ta(v).

La accién de producto por un escalar sobre transformaciones viene dada
por

(r.T) (v) =r1T(v)

donde r € Ky T € Lg(V,W). Nétese que el cero de L (V,W) es la
transformacién nula y la opuesta de T' € Lg (V, W) es la transformacién —T°
definida por

(=T)(v) = =T (v).

Li (V,W) se conoce también como el espacio de operadores lineales de V/
en W.

Ademsds de las dos operaciones definidas anteriormente, podemos considerar la com-
posicién de transformaciones lineales como una tercera operacion.

En efecto, sean T : V. — W vy S : Z — U dos transformaciones
lineales de tal manera que se cumpla la condicién habitual de compatibilidad:
Im(T) C Z. Entonces la funcién compuesta ST definida para cada v € V
por

(ST)(v) = S(T (v))

es una transformacion lineal.
Las tres operaciones introducidas gozan de las siguientes propiedades algebraicas.

Sean T,717,T5, T3 transformaciones lineales compatibles para las opera-
ciones indicadas. Entonces

(VT Ts = Ti(ToTs)
T(Tl + T2) =TT +TT1T5
(Tl + TQ)T =NT+T,T
CL.(TlTQ) = ((L.Tl)TQ = Tl(a.TQ), ae K
IT=T=TI,

donde I es la transformacion idéntica respectiva.

De acuerdo a la discusién anterior, el espacio Li (V, V') , de transformaciones lineales
de V en si mismo, viene dotado de tres operaciones: suma de vectores, producto de
escalares por vectores y producto entre vectores. Resulta entonces que Lx (V) es un
dlgebra sobre el cuerpo K, en el sentido de la siguiente definicién.
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Definicién 2.39 Sea A un espacio vectorial sobre un cuerpo K, se dice que A es un
dlgebra sobre K , o también que A es una K-dlgebra, si en A estd definido un producto
entre vectores que cumple las siguientes condiciones:

(vive)vs = wi(vous3)
v(vr +v2) = vup + vve
(v1+wv)v = viv+vv
A(viv2) = (Awvi)vr=vi(A ), e K
lv = v=wl,

donde v,v1,v9,v3 € A, a € K y 1 es el elemento neutro del producto de vectores.

En lo siguiente presentamos el concepto de isomorfismo para grupos y anillos; en esta
leccién mostraremos la importancia de esta nocién para el caso de los espacios vectoriales.

Definicién 2.40 Una transformacion lineal T :' V — W es inyectiva si para cualesquiera
elementos u,v € V' se cumple que:

T(u)=T () = u=no.
T se dice sobreyectiva si Im(T) = W.

Proposicién 2.22 SiT : V — W es una transformacion lineal, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1.T es inyectiva.

2.N(T)=0.

3.8i v1,... vy, son vectores LI de V', entonces T (v1),...,T (v,) son vectores L.1. de
Im(T).

4.5i B es una base de V', entonces T'(f) es una base de Im(T").

En particular, si V' y W son espacios de dimensién finita n > 1, entonces
T es inyectiva si y solo si T" es sobreyectiva.

Definicién 2.41 Se dice que T es biyectiva si T es inyectiva y sobreyectiva. Dos K-
espacios V. y W se dicen isomorfos si existe una transformacion lineal biyectiva T de V
en W. Esta relacion entre V. y W se denota por V= W.

Siendo T biyectiva, existe la funcién inversa de T' definida por

TV W=V

T Hw) =v=Tw) =w
donde w € W y v € V. Es obvio que T ~! es también una tranformacién
lineal y cumple las siguientes condiciones:
T T ~!' =T identica, T ~'T = I identica

Noétese que T ! es la dnica transformacién de W en V que cumple estas
identidades, y se le conoce como la inversa de T'. Hemos visto entonces que una
transformacion lineal biyectiva tiene inversa, ésta es tnica y viene caracterizada
por las identidades anteriores.
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Noétese que la relacién “ser isomorfo” es una relacién de equivalencia en la
coleccién de todos los K-espacios. Es también claro que la composicién de dos
isomorfismos es nuevamente un isomorfismo.Un isomorfismo 1" de un espacio
V en si mismo se denomina un automorfismo de V. La coleccién de todos
los automorfismos de un espacio V' se denota por Autx (V). Se tiene entonces
inmediatamente el siguiente resultado.

Si V' es un K-espacio, entonces Autx (V') es un grupo respecto de la composicién de
transformaciones con elemento neutro Iy .
Una consecuencia inmediata de la Proposicién anterior es el siguiente corolario.

Corolario 2.10 Sea T : V — V una transformacion lineal de un espacio V de dimension
finita n > 1. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1.T es inyectiva

2N(T)=0

3. T es sobreyectiva

4.rank(T)=n

5.T es un automorfismo.

2.5.2 DMatrices y transformaciones lineales

En este capitulo, usted también aprenderd que todas las matrices determinan las transfor-
maciones lineales. Usted también aprenderd cémo representar transformaciones lineales
de matrices y estudiar la conexién entre diferentes matrices que representan la misma
transformacion lineal. Estas matrices se denominan matrices similares.

Usted aprenderd que las matrices similares estdn vinculados a través invertible de
cambio de base de matrices.

Las matrices de las transformaciones lineales

Sea V un espacio n-dimensional y W es un espacio vectorial m-dimensional sobre los mismo
campo k. Entonces sabemos de teorema de isomorfismo que en relacién con una base fija
de S de V, el espacio V es isomorfo a k™, y en relacién con una base fija S’ de W, el W
es isomorfo al espacio k. En relacién con estos isomorfismos, por lo tanto, cada vector
x € V corresponde a un tnico vector de coordenadas [x|¢ € k™, y cada vector T'(x) € W
corresponde a un tnico vector de coordenadas [T'(x)]s . En esta seccién, vamos a utilizar
tales isomorfismos para representar a cada transformacién lineal T': V' — W por una
transformacién de matriz [T]g, : k" — K™ de modo que [T]g, [x]¢ = [T(x)]g. La matriz
[T]3, se llama la matriz de T en las bases de Sy S'. Diferentes bases S y el rendimiento
de diferentes matrices S’.

Definicién 2.42 La matriz de una transformacion lineal T : k™ — k™ en la base S =
{v1,...,Va} para k" y la base S’ para k™ es la
matriz

A=[T3 =[T(v)]g - [T(va)lg]

cuyas columnas son los vectores de coordenadas [T'(v;)]g en la base S’ de la imagen
T(v;) de la base de vectores v; € S.

Definicién 2.43 ST : k" — k™ es una transformacion lineal y si E es la base estandar
para k™ y E' la base estandard para k™, entonces la matriz

[T = [T(e))lp - [T(en)]p]

176



es la matriz estandar de T.

Teorema 2.11 ( teorema de representacion de la matriz). Si A es la matriz de una
transformacion lineal T : k™ — k™ en la bases S y S/, entonces [T'(x)]g = A[x]g.

Prueba. Sea S = {vi,...,v,}, y supongamos que X = a1vy + - - - + a, v, es cualquier
vector en k™. Entonces, el vector de coordenadas de z en la base S es

a
(x]g =
Por lo tanto
T(x)]g = [T(avi+--+anvn)lg
= ar[T(vi)lg + -+ an[T(xn)]s
a1
= [Tv)lg - [T(vn)ls]

= Aix|g. 1

Ejemplo 2.90 La transformacion identidad como una matriz de cambio de base.

Sea I : k™ — K™ es la transformacion identidad de un espacio vectorial V' sobre un
campo k, and let S={v1,...,v} y S'={w1,...,w,} son dos bases k™. Entonces por
definicion,

e =)l - [va)lg) = [vilg - [Valg] = P €K™
es la matriz de cambio de bases S a S', y

112 = [I(wi)ls - I(wa)ls] = [[wilg -+~ [Wals] = Q € k™"
es la matriz de cambio de bases S" a S.

Ejemplo 2.91 La transformacion identidad como la matriz identidad

Ejemplo 2.92 .

Probar que la transformacion identidad I : k™ — k™ es representada por una matriz
identidad I,,, provista de las bases Sy S’ es la base estandar de F = {ey,...,e,} para k"
definida anteriormente.

Solucién. Por teorema de representacion de la matriz,

g =[I(e)lp - [(en)]g]-
Pero [I(e;)]; = €; para todo 1 < ¢ < n. Entonces
15 =ler - en) =1, € k™™,

Esto demuestra que la matriz de identidad representa la transformacién de la identidad,
siempre que la base estdndar que se elija, tanto para el dominio y el codominio de I.

Ejemplo 2.93 Una matriz de una transformacion lineal
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Ejemplo 2.94 T:R? — R2

o[ e[ 3)
ol 3] [2])

dos bases para R?.Encontrar la matriz [T]”;, representante a la transformacién lineal 71" :

R? — R? definida por
T T _ dx — 2y .
Y 2x +y

Solucién. Calculando los valores de T" en la base S.

T(v;) = B] _ 2[“+3{H — 21+ 3e
T(vy) = {_ﬂ = 4[”2[?} = —4e1—2e2.

Por tanto

Sea

Esto significa que

a-ms=13 S

Vamos a verificar que A [x]¢ nos da los valores esperados mediante el célculo de A [vi]g
y Alvelg.

sixm [ 1] cntone
w13 2]
Por tanto 9 4101 9
si=[2 4[] [3] -

Six= [ _(1) } , entonces

w10l 2-[1]

aps= |5 S]] =] 2 | e

Por lo tanto, representa la transformacién lineal T en las bases Sy S’.

Es importante senalar que en la especificacién de las bases S={v1,x2} y S'={e1,e2}
en el ejemplo anterior, se supone que las bases se ordenan . Esto significa que v; viene
antes de vo en S y e; antes de ey en S’. Si cambiamos el orden de los vectores en Sy T

Por tanto
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representan en las bases de S” = {vq,v1} y S’, por ejemplo, entonces
s —4 2
mg-[ 2]

Ejemplo 2.95 Una Matriz de una transformacion lineal T : R3 — R?

1 1 1
S: W1 = 1 , Wo = 1 , W3 = 0
1 0 0

la base para R? y
1 2
== la] = 3])

la base para R?. Encontrar la matriz [T]g, que representa la transformacion lineal

T :R3 — R? definida por
- T [3r+2y—4z
y S| z—5y+3z |

z
Solucién.Por definicién,

[T13 = [T (w1)]g [T (war)lg [T (w3)]g]-

Calculando los vectores coordenadas [T (w1)]g , [T (W21)]g » y[T (W3)]g -

S ]
1
T(wy) = T 1 = ,
R HEE
o ]
)
T(ws) = T[]1 - ,
-
1
3
Tws) = T||o0 -
N

Luego ahora calculamos los vectores coordenadas [T (w1)]g , [T (W21)]g, ¥ [T (W3)]g -

T(w1)]s = [ o }S,:aul—i—bug:a[é]—i—b[g}:[3aa++25bb}

l=a+2b . . B -
{ 1 —=3a4+5b , la solucién es : {b=4,a = -7}
Por tanto [T'(w1)]|g = 71

> 1 2 +2b

Hiwalls = [ 4 L, St = [ 3 ] +b[ 5 } B [ 301 5b }

d=a+2b » . - B
{ 4—3a+5b , la solucién es : {a = —33,b =19}

—33

Por tanto [T'(ws)]g = o |-

[T(W3)]S,:{?}Slzau1+bugza{;}+b[§}:[32125%]
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3=a+2b s g = — =
{ 1=3a+5b"’ la solucién es : {a =—13,b = 8}
—13
Por tanto [T'(w3)]g = [ 8 } ‘
Esto significa que
-7 —-33 —13
712 = ([T (wi)]g [T (war)lg [T (Ws)]g] = 4 19 8] ¢

Ejercicios Propuestos :Transformaciones lineales

1. Analizar si las siguientes transformaciones de V' a W son lineales o no

(a) T:R?* —R2, T(x,9,2) = (z,9)
(b) T:R*—R?* Tl(x,y) = (2% y?)
(c) T:R*—R2 T (z,9,2) = (0,79)
(d R"—= R, T(r1,...,%n)=21+...+2Zn

x
R—=R", T(z)=(z,...,x)
: Py — Py, T (ao+ a1z 4 aga?) = a1 + agw
:C[0,1] = C[0,1], T(f(x)=[f(z)+1

(e
(f
(8

’ﬂ’ﬂ’ﬂ’ﬂ’ﬂ’ﬂ

2. SiT:R? — R?, estd dada por T (z,y) = (—z, —y); describir T geométricamente
3. Suponga que el vector v = (z,y) en el plano XY se rota un dngulo 6 en sentido
antihorario, obteniéndose el vector v' = (2/,y/).

(a) Justificar que

' =xcosh —ysinb
Yy = xsinf + ycos b

La transformacién lineal T : R? — R?2, definida por T (z,y) = (2/,9') se
denomina transformacién de rotacién y la matriz

A — cost) —sinf
7\ sinf cosh
se denomina matriz de rotacién (asociada a la transformacién 77
™
(b) ;Qué sucede con el vector v = (—3,4) si se le rota un dngulo de g o sentido
antihorario?

4. Determinar la expresién del operador lineal 7' : R?> — R?, sabiendo que, para todo
v = (x,y), el segmento de recta determinado por v y T (v) = (2/,y') es horizontal
y tiene su punto medio en la recta y = x. ;Cudl es la imagen del eje Y por la
transformacion 77

5. Sea T : V — W una transformacién lineal. Responder con verdadero o falso

(a) Siv eV estal que T (v) =0, entonces v =0
(b) Si T'(w) =T (u) + T (v), entonces w = u + v

(c) Si v es combinacién lineal de wuyq,. .. ,uy,, entonces T (v) es combinacién lineal
de T (u1),. .., T (um)
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6. Proporcionar un ejemplo de una transformacién lineal T': V — W tal que

(a) SiB={v1,...,v,} es una base de V, entonces el conjunto {T" (u1),...,T (um)}
es L.I

(b) Si B ={vi,...,v,} es una base de V, entonces el conjunto {7" (u1),...,T (um)}
es L.D

7. Sea T : R3 — R3la transformacién lineal definida por:
T'(u) = Proyeccién ortogonal de u sobre v = (—2,1,3).

(a) Hallar una férmula para T.

(b) Encontrar una base para el nicleo de T' y una base para la imagen de 7.

8. Considere M3y 3, €l espacio de matrices 3 X 3 y sea la aplicacién
T : M3xz — Masxs

definida por
T(A) = A+ A', donde A € M3y3

(a) Demuestre que T' es una transformacion lineal.
(b) Halle el micleo de T

9. Sea M : x—y—z = 0,un plano en R3.Si p es un punto de R3, el simétrico de p respecto
al plano M es el punto p/ € R3 tal que, el segmento pp interseca perpendicularmente
al plano M en el punto @ (Q es el,punto medio de pp).Sea

T:R® —R3
la transformacién lineal definida por

T (p) = 9 (p essimétrico de p respecto a M)
T(p) = psipeM

(a) Halle la matriz que representa a 7.

(b) Determinar el nicleo de T.

2.6 Valores y Vectores Propio

En la seccién anterior vimos que cada transformacién lineal T' de un espacio de dimensién
finita n > 1 se puede representar por medio de una matriz A de orden n, la cual permite
conocer propiedades de la transformaciéon T', por ejemplo, es claro que T es invertible
si y solo si det(A) # 0 . Si la matriz A tiene un aspecto sencillo es muy facil obtener
informacién de T a partir de ella. La forma mas simple que puede tener una matriz es la
forma diagonal. FEn este capitulo estudiaremos criterios para diagonalizar matrices.
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2.6.1 Valores y Vectores Propio

Definicién 2.44 Sea T : V — V wuna transformacion de un K-espacio V , un escalar
a € K se dice que es un valor propio de la transformacion T si existe un vector no
nulo v € V. tal que T'(v) = A.v. En tal caso se dice que v es un vector propio de T
perteneciente al valor propio a. Ndtese que un vector propio solo puede ser asociado a un
solo valor propio.

Ejemplo 2.96 Para la transformacion lineal T : R? — R? definida por T'(z,y) = (2z,3y),
A =2 es un valor propio con vector propio (6,0); A\ =3 es también un valor propio de T
con vector propio (0,—2).

Definicién 2.45 Sea T : V — V una transformacion lineal y a € K , el conjunto
Ey={veV |T({w)=X\.v}

es un subespacio de V ; ndtese que Ey # 0 si y solo si Ey es un valor propio de T, en
tal caso E) se denomina el espacio propio de T' correspondiente al valor propio \.

Ejemplo 2.97 Sea D el operador derivacion definido sobre el espacio de funciones reales
cuyas derivadas de cualquier orden existen, y sea X € R, entonces E(\) = {ce®® |c € R}.

Ejemplo 2.98 Existen transformaciones lineales sin valores propios, es decir, E(\) = 0
, para cada X\ € K. En efecto, la transformacion T : R? — R? definida por

T(IE, y) = (y7 _:I:)
no tiene valores propios.

Proposicion 2.23 Sea T : V — V una transformacion lineal de un espacio V . Sean
ai, --. ,a, valores propios diferentes con vectores propios vi, ... ,v,, respectivamente. En-
tonces vy, ... ,v son LI En particular, si V es de dimension finita n > 1, entonces T
tiene a lo sumo n wvalores propios diferentes. Si T tiene exactamente n valores propios
diferentes, entonces {vy, ... ,v,} es una base de V.

Demostracién.Ejercicio.
El reciproco de la proposicién anterior no es siempre cierto, por ejemplo, si
T = Iy, cualquier base de V pertenece a 1, que es el tinico valor propio de Iy .

Ejemplo 2.99 Sea K|[z] el conjunto de polinomios con coeficientes en el cuerpo K, y sea
T :V — V una transformacion lineal. Entonces para cada polinomio p(x) € K|x] se tiene
que p(T') es una transformacion lineal de V' en V', ademds si a € K es un valor propio de
T con vector propio v, entonces p(\) es un valor propio de p(T') con vector propio v. En
tal caso, E(A) C N(p(T)) si a es raiz de p(x), y E(A) C Im(p(T)) si A no es raiz de p(x).

2.6.2 Polinomio Caracteristico

En la secién anterior definimos la teoria de determinantes para matrices con entradas
en un cuerpo, sin embargo la invertibilidad de los elementos del cuerpo no fue usada en
la construccién. Esto indica que se puede desarrollar la teoria de determinantes para
matrices con entradas en un anillo conmutativo, por ejemplo, con entradas polinémicas.
Esta observacién nos permite definir un invariante muy importante de una transformacién
lineal de un espacio de dimensién finita: su polinomio caracteristico. Comencemos por
definir el polinomio caracteristico de una matriz cuadrada.
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Sea A = [a;;] una matriz cuadrada de orden n > 1 sobre un cuerpo K. Se
define el polinomio caracteristico de A por

ail — A a2 e a1n
as1 gy — A - aop
pa(N) = det(A — AI) = det
anl an2 e Anpn — A

Noétese que efectivamente p4(z) € K[z]. Se puede probar facilmente que
para p(z) se tienen las siguientes propiedades:

a) pa(x) es un polinomio de grado n.

b) Siendo pa(z) = po + P12+ -+ Pp_12" 1 + p,a", entonces se tiene que
po = (—=1)"det(A), pp—1 = —(a11+ -+ ann) y pn = L.

c¢) Matrices similares tienen el mismo polinomio caracteristico. El reciproco
de esta afirmacién no es siempre cierto, como lo ilustran las matrices

Lo Jelov)

d) Sea T': V' — V una transformacion lineal de un espacio V' de dimen-
si6én finita n > 1. Entonces se define el polinimo caracteristico de T' como el
polinomio caracteristico de la matriz de T" en cualquier base, y se denota por
pr(x). En otras palabras, el polinomio caracteristico de T es un invariante de
T que no depende de la base elegida en V, y se tiene que pr(xz) = pa(z) , donde
A=mx(T)y X es cualquier base de V.

El polinomio caracteristico es un instrumento para determinar los valores
propios de una transformacién lineal.

Sea T : V — V una transformacién lineal de un espacio V' de dimensién finita n > 1
y sea a € K. Entonces, a es un valor propio de T" si y solo si a es raiz del polinomio
caracteristico de 7', es decir, pr(a) = 0.

Insistimos en que este resultado es vélido para valores a € K. Podria ocurrir que las
raices del polinomio caracteristico no pertenecieran al cuerpo K, por ejemplo, en el caso
en que K sea el cuerpo de nimeros reales y todas las raices de pr(x) fueran complejas ,
entonces no tendriamos valores propios.

2.6.3 Matrices Diagonalizables

Definicién.Matrices semejantes.Dos matrices A y B de orden n X n, son semejantes si
existe una matriz invertible P de orden n x n tal que

B =P AP

Definicién.Decimos que la matriz A de orden n x n es diagonalizable si es semejante
a una matriz diagonal D.Es decir, existe una matriz invertible P de orden n x n tal que

D =P AP

En este caso,se dice que la matriz A se puede diagonalizar.
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Teorema.Una matriz A de orden n X n es diagonalizable si y solo si tiene n vectores
linealmente independientes.En tal caso, la matriz diagonal D es semejante a A estd dada
por

(A 0 0 - 0
0 X 0 -+ 0
D=1 0 0 X3 --- 0
L 0 0 0 - Ay ]
donde A1, Ag, ..., A\, son los valores propios de A.Si P es una matriz cuyas columnas

son vectores propios linealmente indeppedientes de a, entonces
D =P AP

Teorema.Sean A una matriz simétrica real de orden n x n.Entonces los valores propios
de A son reales.

Observacién 2.10 Toda matriz simétrica es diagonalizable.

Diagonalizacién Dada una matriz AcMn(R), el procedimiento para obtener una
base formada por autovectores es el siguiente:

1) Se calculan los autovalores de A, y ha de verificarse que:

mi+--+my = n. Es decir, ha de haber n raices de P, (M)

w; = m;, para todo autovalor l;,7 =1,...;p.

Donde la multiplicidad algebraica se denota por m, y la multiplicidad geométrica de
un autovalor M, se denota por p, a la dimensién del subespacio propio Fpg.

2) Para cada autovalor B;,i = 1, ..., p, se determina una base de cada subespacio propio

P,

3) Se obtiene la base B = {v1,...,v,} uniendo las bases de los subespacios propios de
A.

Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todas las raices de todos sus polinomios
pertenecen a K, por ejemplo, el cuerpo C de nimeros complejos es algebraicamente cer-
rado, en cambio, el cuerpo R de nimeros reales no lo es.

Corolario 2.12 Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea T :'V — V una trans-
formacion lineal del K-espacio V' de dimension finita n > 1. Entonces, T tiene n valores
propios (no necesariamente diferentes) correspondientes a las n raices de su polinomio
caracteristico.

Sea A una matriz cuadrada de orden n > 1, un elemento A € K se dice que es un
valor propio de A si existe una matriz columna no nula v = (ug,... ,un)T € K™ tal que
Au = A . La teoria de valores y vectores propios para matrices estd relacionada de
manera obvia con la correspondiente teoria para transformaciones lineales.

Corolario 2.13 Sea T : V — V una transformacion lineal de un K-espacio V' de dimen-
sion finita n > 1. Sea f = {vi,... ,vn} una base de V., A =mg(T) y X € K. Entonces,
A es un wvalor propio de T si y solo si A es un wvalor propio de A. Mas exactamente,
V=UL.V+ -+ Up .Uy es un vector propio de T perteneciente al valor propio a si y solo
siu = (uy,... ,un)T es un vector propio de A perteneciente al valor propio A.
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2.6.4 Matrices Diagonalizables

Sea A = [a;;] una matriz de orden n > 1. Se dice que A es una matriz
diagonal si a;; = 0 para i # j. Sea T': V — V una transformacion lineal
de un espacio V de dimensién finita n > 1. Se dice que T es diagonalizable
si existe una base 5 en V' tal que es una matriz diagonal. Una matriz A de
orden n > 1 se dice que es diagonalizable si A es similar a una matriz diagonal.
Teniendo en cuenta que matrices que representen la misma transformacion
lineal son similares, se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.24 Sea T : V — V' wuna transformacion lineal de un espacio V de dimen-
sion finita n > 1 y sea B una base cualquiera de V. Entonces, T es diagonalizable si y
solo si mx(T') es diagonalizable.

En términos de vectores propios se tiene el siguiente criterio obvio de diag-
onalizacién.

Teorema 2.14 Sea T : V — V' wuna transformacion lineal de un espacio V' de dimensidn
finita n > 1. T es diagonalizable si y solo si V tiene una base constituida por vectores
Propios.

Segin la proposicién y el corolario se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.15 Sea A una matriz cuadrada de orden n > 1. Entonces,
a) A es diagonalizable si y solo si A tiene n vectores propios L I.
b) Si A tiene n valores propios diferentes, entonces A es diagonalizable.

El reciproco de la parte b) del corolario anterior no siempre se cumple: la
matriz idéntica E es diagonal, sin embargo sus n valores propios coinciden y
son iguales a 1.

Proposiciéon 2.25 Sea T : V — V  una transformacion lineal de un espacio V de
dimension finita n > 1. Sean A1, ..., A\ los wvalores propios diferentes para T, 1 <
r<mn, y E(\1),...,E(\) lossubespacios propios correspondientes. Entonces, la suma
E(\) + -+ E(\) es directa. En consecuencia,

dim(E(\) @ - @ E(\)) =dim(E(\1)) + - - + dim(E(\,) ).

Podemos probar ahora un criterio de diagonalizacién en términos del poli-
nomio caracteristico y de los espacios propios.

Teorema 2.16 Sea T : V — V' una transformacién lineal de un espacio V' de dimen-
sion finita n > 1. Sean A1, ..., A los valores propios diferentes para T, 1 < r < n,
y E(\1), ..., E(\) los subespacios propios correspondientes. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) T es diagonalizable.

b) El polinomio caracteristico de T' es de la forma

pr(e) = (x = A)" - (z = A) ™,
donde d; = dim(E()\;)), 1 <i <.

c) dim(V) = dim(E (1)) + - - - + dim(E(A)).
AV =EMN)e o E\).
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Ejemplo 2.100 FEncontrar los valores y vectores propios de la matriz

1 2 -1
A=1|1 0 1
4 -4 5
Solucién
1-x 2 -1
det (A — AI) = det 1 =X 1
4 —4 5-)
p()\):(l)\)det[_i 5i)\]2det[i 5i)\]det[i _i]
pPA) =1 =X (A =5A+4) —2(5—A) —4) — (—4+4))
pPA)=(1—=X) (A =5x+4)—2(1—A)+4(1-))
p(A)=1—=X2) (A =5A+4)+2(1— )
p(A)=(1—X)(\>—51+6)
pAN)=—A-1)A-2)(A-3)

Por lo tanto los valores propios de A son A=1,A=2,A=3
Para determinar un vector propio v = (z, y, z) asociado con A = 1, formamos el sistema

(A—A)v=0

0 2 -17[z 0

1 -1 1 y =10

4 —4 4 2 0
[0 2 —1 0] 1 -1 1 0
1 -1 1 0 Fr«—F ~|0 2 -10 Fy «—— F3 —4F; ~
4 -4 4 0| 4 —4 4 0
(1 -1 1 0]
0 2 -1 0 <:>{xy+z_20_:;_xo_i>;__2y2y_y
00 0 0 y—2= =Y

Los vectores propios buscados son :v = (x,y,2) = (—v,9,2y), y € R.
Anglogamente, los vectores propios v = (x,y, z) correspondientes a A = 2 se obtienen
a partir de

(A= A)v=0

-1 2 -1 [= 0

1 -2 1 y =10

4 -4 3 z 0
-1 2 -10 1 -2 1 0
1 2 1 0| FRemFR | -1 2 10 152:52:4?
4 -4 3 0 4 —4 3 0o 1 e
1 -2 1 0
0 0 0 0 <:>{x_2y+4z_0_28x::2y__44y__2y
0 4 -1 0 yoE= =

Los vectores buscados son :v = (,y,2) = (=2y,y,4y) =y (=2,1,4), y € R.
Los vectores propios v = (z,y, z) correspondientes a A = 3 se obtienen a partir de

(A= X)v=0
2 2 -17[=z 0
1 -3 1 yl=10
4 —4 2 2 0



2 2 -1 0 1 -3 1 0

1 -3 1 o= _o o _q o |P=E2A
4 -4 2 0 4 —4 2 o |fhin
(1 -3 1 0 1 =310

0 -4 1 o |™=B2R10 41 0
0 8 —20 0 0 00

—4y+z2=0= 2=4y
Los vectores propios buscados son v = (z,y, 2) = (—y,y,4y) =y (—1,1,4), y € R.

<:>{ r—-3y+z=0=2=3y —4y = —y

Ejemplo 2.101 Sea T : R? — R3una transformacion lineal con matriz asociada A tal
que
A=A =22 —2X2 =\ +2

(a)Hallar los valores propios i, Aa, Az de A.

(b)Sean (1,0,1),(1,2,1),(—1,2,0) vectores propios correspondientes a Ai, A2, A3 Te-
spectivamente con A1 < Ao < Ag.Calcular T (1,0,1),7(1,2,1) y T(—1,2,0).

(c)Hallar T(z,y, 2), para todo (z,y, z) € R3.

Solucién

(@)Sea p(A\) =|A—=X| =X =2X2 - A+2=A-1)(A=2)(A+1)

pAN)=A=1)(A=2)(A+1)=0= A = —1, 2 = 1, A3 = 2 son los valores propios
de A.

(b)Los vectores propios T (v) = v

T(Ul) (1 0 1) (1707 1) = (7170771)
T(vy) =T(1,2,1)=1 (1, 2,1)=(1,2,1)
T( 3) ( 1 27 O) = 2(71a2a0) = (72,47 O)
(¢)Sea (z,y,2) = «(1,0,1) + B(1,2,1) +~v(-1,2,0)
x—a+6 v
y =284 2y :>a—22—§y x,ﬁ:x+%y—z,’y:z—m
z=a+p
Luego,

T(x,y,z) = oT(1,0,1)4+ 57 (1,2,1)+~T(-1,2,0)
T(‘T7y7z> = a(_1707_1)+5(17271)+7(_27470)
T(x,y,2) = (B—a—2v,20+4y,5—«)

Por tanto,
T(z,y,z= (4x +y—5z,y — 2z + 2z,2x +y — 32)

Ejercicios Propuestos:Valores propios y vectores propios

1. Hallar el polinomio caracteristico, los valores propios y vectores propios de cada

matriz :
[0 0 1 0 00 2 11
()] 0 1 2 (b) 010 (c) 2 3 2
|0 0 1 1 01 3 3 4
[a 0 0 0 a b 00
0 a 0O 0 a c O
@10 0 a0 €10 0 q o]0
1 0 0 0 a 0 0 0 a
2. Suponga que la matriz A tiene valores propios Ai, Ao, Az, -, Ag.
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(a) Demostrar que los valores propios de A! son A1, A2, A3, -+, Ak

(b) Demostrar que los valores propios de aA son a\;, adg, Az, -+, Ag.

(c) Demostrar que A~ 'existe si y sélo si A1, Ao, Az, -+, A\ # 0.

(d) Si A~ lexiste, demostrar que los valores propios de A~! son )\fl, /\51, )\51, cee
A

(e) Demostrar que la matriz A — ol tiene valores propios A\; — a, Ay — @, A3 —
Q, A — Q.

(f) Demostrar que si A es una matriz diagonal, entonces los valores propios de A
son las componentes de la diagonal principal.

. Si Ay B son matrices semejantes de orden n x n.Demostrar que A y B tienen los
mismos valores propios.

Nota. Dos matrices A y B de orden n X n, son semejantes si existe una matriz
invertible C de orden n X n tal que

B=C"1AC.

. Determinar si las siguientes matrices son diagonalizables. En caso afirmativo encon-
trar una matriz que diagonalice:

A=| 0 01|, B=
1 33 001 —2
000 2

. Determinar los valores y vectores propios del operador derivacién sobre el espacio
n-polinomios. j Es este operador diagonalizable ?

. Sean A y B matrices cuadradas de orden n > 1 y m > 1, respectivamente. Demostra
que el polinomio caracteristico de la matriz

b5
es pa(z)pp(z).

. Sea A una matriz de orden n > 1y p(z) un polinomio cualquiera. Demostrar que si
A es diagonalizable, entonces p(A) es diagonalizable.

. Sea A = [a;j] una matriz de orden n > 1 tal que ) 7_; a;; = 1 para cada 1 <i <n.
Demostrar que 1 es un valor propio de A.
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Capitulo 3
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Numeros Complejos

Una ecuacién de segundo grado en el conjunto de los nimeros reales puede tener una, dos
o ninguna solucién. El motivo por el que una ecuacién de segundo grado no tiene solucién
en los nimeros reales es que, cuando el discriminante es negativo, la rafz cuadrada no
existe. Por ejemplo, si queremos resolver la ecuacion:

2+1=0 (@)

nos encontramos con que 1/—1 no es un nimero real.

Si se representa \/—1 por la letra i, entonces la ecuacién (a) , que antes no tenfa
solucién, ahora tiene dos soluciones x =17 y x = —¢ , pero en un nuevo conjunto, el
de los niimeros complejos.

En general, se define un nimero complejo como z =z + yi donde z e y son nimeros
reales y i=+/—1

Se dice que x es la parte real del nimero complejo z y que y es su parte imaginaria,
y se escribe x = Re(z), y =Im(z) , respectivamente.

Si y = 0, obtenemos un nimero real puro.

Si x = 0, obtenemos un nimero imaginario puro.

Por lo tanto, los nimeros reales estdn contenidos en los nimeros complejos.
Al conjunto de los niimeros complejos se le denota por C. Asi, tenemos que

C={z=z+yi/zeR ycR, i=/-1}

Ejemplo 3.1

a. Para z = —4+ 5i,se tieneRe (2) = —4,Im (2) =5
b. Para z =3 — Ti,se tieneRe (z) = 3,Im (2) = -7

c. Paraz= —% — 219 se tieneRe (2) = —%,Im (2) = —210

3.1 Identificacién del conjunto C con el conjunto R?
Como cada niimero complejo z = x + yi tiene dos componentes, la componente real ”z”

y la componente imaginaria ”y”.De esta manera, el conjunto C se puede identificar con
R2. El niimero complejo z = = + i se identifica con el par ordenado (x;%) de R2.

a. z= —4+ 5i, se identifica con el par ordenado (—4,5)
b. z=3—Ti, se identifica con el par ordenado (3,—7)
c. z= —% — 2105 se identifica con el par ordenado (—%2—, —210)

Debido a que cada nimero complejo z = x + yi se identifica con el par ordenado
(z; ) de R?, entonces el niimero complejo z se grafica en un plano cartesiano. En este caso
(x; y) recibe el nombre de forma cartesiana del nimero complejo z ,y la representacién

x4+ yi recibe el nombre de forma bindmica del nimero complejo z .

Ejemplo 3.2 Ubicar los siguientes nimeros complejos en el plano complejo.
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a. 21 =3+ 2,

b. Z9 = —4 4 31,

c. 23 =—5— 3,

d. Z4 = —4.

e. z5=09.
Solucién

Eje Imaginario

Eje Real

Figura 2.1 Nimeros complejos en el plano complejo

El sistema de los nimeros complejos es el conjunto C de todos los nimeros de la
forma z = x4+ yi tal que, sobre C se definen la igualdad, las operaciones de adicién y la
multiplicacién de dos niimeros complejos del siguiente modo.

3.2 Igualdad de nimeros complejos

Dados dos niimeros complejos 23 = x1 + Y14, 22 = x2 + yot son iguales si, y solo si, sus
partes reales coinciden y sus partes imaginarias también coinciden. Esto es:

21 =2 < XT1=T2 Y Yr=1Y2

3.3 Adicién de niimeros complejos

Dados dos nimeros complejos, z; = x1 +y1%, 20 =22+ yot , lasumade 21 y 2o se
define como el nimero complejo cuya parte real es la suma de las partesrealesde z; y 29 y
cuya parte imaginaria es la suma de las pates imaginarias de z; y 22 . Esto es:

214+22 = (r1+x2)+ (y1+y2)i

3.4 Producto de niimeros complejos

Dados dos nimeros complejos z; = x1 4+ Y14, 22 = T3 + Y2t , el producto de z; y 29 se
define:

2120 = (122 — Y1y2) + (T1y2 + 22y1) @
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Ejemplo 3.3 Dados los nimeros complejos z1 =1 —41 y 29 = —2+ 5%, hallar z1 + 2o
Yy z122.

Solucion

21+2=(01-2)+(-4+5)i=—-1+1
21z = ((1)(=2) = (=4)(5)) + (1)(5) + (=2)(—4)) 1 = 18 + 131

Ejemplo 3.4 Dados los mimeros complejos z, = /3 + 3/3i Yy 2o =—2V3+2V3i ,
hallar 21 + 20 y 2120.

Solucion

2+2=(V3-2v3) + (3v3+2V3)i = —v/3+5V3i
2129 = (—6 —18) + (6 — 18) i = —24 — 124

3.4.1 Propiedades de la adicién y de la multiplicacién de niimeros com-
plejos C

Propiedades de la adicién

Ay. Paratodo z1,z0 € C se cumple: z; +20 € C .
As. Para todo z1,2z9 € C se cumple: 21+ 20 = 20 + 21
As. Para todo z1,29y 23 € C se cumple: (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23)
Ay. Existe un elemento en C al que denotaremos por 0 = 0+ 07 , tal que para todo
zen C, se cumple: z+0=12z .
As. Para cada z € C, existe un elemento en C, al que denotamos por (—z) tal que
z+(—2)=0.

Propiedades de la multiplicacién

Mj. Para todo z1,29 € C se cumple: z120 € C .
Ms. Para todo 21,29 € C se cumple: 2129 = 29271 .
Ms. Para todo 21,20y 23 € C se cumple: (z122) 23 = 21 (2223) .
My. Existe un elemento en C, al que denotaremos por 1=1+ 0: , tal que para todo
z € C se cumple: zl=z .
Ms. Para cada z en C, diferente de cero, existe un elemento en C al que denotaremos
por z~ L, tal que

-1 -1

zz7 =1, z se llama inverso multiplicativo de z.

Propiedad

Si z=ax+1y, z# 0 entonces

_1: X . Yy i
$2+y2 (E2+y2'

Ejemplo 3.5
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El opuesto de V3 +5ies —+/3— bi.
El opuesto de 2 —T7ies — 2+ Ti.

El opuesto de —10+1¢ es 10 —i.

El opuesto de —% — 067 es % + 64.

Ejemplo 3.6 Dado el niimero complejo z = 3 + 44, hallar z71.

Solucién

Sea z7!= a+bi, con a y b niimeros reales. Entonces:

(a+bi)(3+4i)=1= (3a—4b) + (4da+3b)i =1

Asi, identificando las partes reales e imaginarias de ambos miembros de la ecuacién e
igualando, se tiene el siguiente sistema:

3a—4b=1

da+3b=0
cuya solucién es a = 2%, b= —2%. Por lo tanto, 27! = % - 2%1’
Ejemplo 3.7 Dado el niimero complejo z, demostrar que 2z~ = =5

=
Solucién
Sea z=a+bi y 2z~ '= c+di, entonces

(a+bi)(c+di) =1= (ac—bd) + (ad + bc)i = 1
Asi, tenemos el siguiente sistema

ac—bd =1
ad+bc=0

cuya solucién es ¢ =

Por lo tanto, 27! = ﬁ

a _ __ad -1__a _ _d
prEwSE b= peRRSE Luego, 27" = 2452 T a24b2l -

Propiedad distributiva
Para todo 21,22y 23 € C se cumple: 21 (22 + 23) = 2122 + 2123 .

Ejemplo 3.8 Dados los niimeros:

lei, 2’222, 23=5i
hallar  z1 (22 + 23) .
Solucién
i(245i) =142+ i(5i) = -5+ 2

3.5 Sustracciéon de niimeros complejos

Dados dos nimeros complejos, 21 = x1 + y1%, 22 = x2 + Y2t , lasustracciéonde z; y 22 se
define como la adicién de z; con el opuesto de zs.

21—z = (x1—22)+ (11 —y2)e
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3.6 Divisién de niimeros complejos

Dados dos niimeros complejos, 21 y 22 , donde z9 # 0, se define la divisién de z; entre
29 como la multiplicacién de z; con el inverso de zs.

Zl -1
22

3.7 Conjugado de un nimero complejo

Si z=uax+ yi , entonces:
zZ=x+yt=x—yi , al cual llamaremos conjugado de z.

. 1
a. Si z:\/§+§i,entonces Z=v2+=i=+2—-2i

b. Si 2= e2— V2 ,entonces 7 — 2 — V2 = ¢2 4 V2§

3.7.1 Propiedades del conjugado de un niimero complejo

1.

l

=z
2.1+t =71+72
3. Zizm =71 22

3.8 Moédulo de un niimero complejo

El médulo de un nimero complejo z =z 4+ yi es el nimero real no negativo |z| =

Hallar el médulo de los siguientes niimeros complejos:
a. z=6-—28i entonces |z| = 1/62 + (—8)% = 10

b. z2=+/2—1/2i entonces |z|:\/(\/§)2+(—\/§)2:2

c. z=1 entonces |z| = /024 (1)2 =1

3.8.1 Propiedades del médulo de un mimero complejo

Para todo z, 21,22 en C, se cumple:
1. |2]>0,Vz€C; |2|=0<=2=0
2. |rz|=|r||z|, Vze C;Vr € R

3. |zze| = [z [22]
4.

Z1 Z1
- :%,227&0,

<2
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3.9 Argumento o amplitud de un nimero complejo

El argumento de un nimero complejo z =z + y¢ denotado por 6, es la medida en radi-
anes del éngulo de inclinacién del radio vector de z. Se denomina argumento principal al
valor de 6 tal que 0 < 0 < 27.

Eje Imaginario
A

z=(xy)

lz]

» Eje Rea

Figura 2.2 Argumento de un nimero complejo

3.10 Forma polar y forma exponencial de un niimero com-
plejo

Sea el nimero complejo z =x + yi , si el médulo de z es |z| = /22 + y? y el argumento
de z es 0, entonces la forma polar de z es:

z = |z| (cos 0 + isenf)

Ejemplo 3.9 Ezxpresar en forma polar los nimeros complejos

=242 y 23=-3—3i

Luego ubicarlos en el plano complejo.

Solucién

Forma polar, z; = |z1|(cosf1 +isenf), z3 = |z3| (cos b3 + isenbs)
Calculamos los médulos:

‘Zl| = \/22+22=\/§,
sl = V(32 4+ (VB2 =2V3

Graficamos z1 =24+ 2¢ y 23 =—-3 — \/§i,
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Eje Imaginario
A

6,

» Eje Rea

I e

Figura 2.3 Ubicacién de z; en el plano complejo

Eje Imaginario
A

Figura 2.4 Ubicacién de z3 en el plano complejo

y obtenemos ¢4 = 7 y 03 = %”.

Por lo tanto, z1 = v/8 (cos T +isen%), z3 =2v/3 (cos %“ + isen%“) )

9 0 — cosf + isenf .

Representamos por € a cosf + isenf, es decir, e

Asi tenemos:
z=|z| e’ | a esta expresion se le llamard, forma exponencial de z.

Ejemplo 3.10 Dados los nimeros complejos z1 =20+70i , z0 = 1+3¢ y 23 = 16+ 104,
calcular w = % + 23.

Expresar w en la forma a + bi, y en la forma polar.

Solucion
_ 20470 __ .
j_; - 13Lr3iZ = —-19-13¢,
entonces
w = Z 4z = (-19-13)+ (16 +10)) = —3-3i.

El médulo de w es 3v/2 y su argumento 6 es %’T, luego
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w= 3V [cos () +1 sen (37)]

1 1

3.10.1 Propiedades de la multiplicacién y divisién de niimeros complejos

Sean 21 y 22 dos nimeros complejos dados en su forma polar:

z1 = |z1] (cos 01 +isenfi), zo = |22| (cos b + isenbs)
Entonces el producto es

z1 22 = |z1] |22] [cos (01 + 02) + isen (01 + 62)]
y el cociente serd

a _ Al [cos (01 — 02) + isen (01 — 02)] , z2 # 0.
22 |zl

3.10.2 Teorema de De Moivre

Sean€Z"y z=|z|(cosf+ isenf) . Entonces:

2" = |z|" (cos (nf) + isen (nh))
Observacién

Los teoremas anteriores también pueden presentarse expresando los niimeros complejos
en forma exponencial.

Ejemplo 3.11 Sean 2z =2+4+2i y z0=-3— V/3i , hallar z1, z2 ¥y ! en forma polar.
z

Solucion

Expresamos z1 y 29 en su forma polar y aplicamos el teorema anterior:

1 20 = 46 [cos (5 + 2) + isen (3 + 7))
21 22 = 4V/6 [cos (§F) +isen (13)]

o

12 12

6 6
= /5 [cos (=4F) +isen (—5F)]
z .
L — 3 foos (55) + isen (55)]
Ejemplo 3.12 Dado el nimero complejo z = —1+1, expresar z°

8 en forma exponencial.
Solucién

Expresamos z en forma exponencial:

lzl =v2 y 0= %’ entonces z = \/561'%.
Luego,

28 ;37w . .
228 — \/5 eta 28 _ 214621m _ 214ez7r.
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3

Ejemplo 3.13 Dado el nimero complejo z = 14++/3i, expresar 2% en forma exponencial,

polar y bindmica.

Solucién

Expresamos z en forma exponencial: z = |z|e%.
|z| =2 y 0 = §,entonces z = %€’ .

Luego,

. . B 57
235 — 23561335 — 23561(107r+ ) — 23567, 3

. ;5m
En forma exponencial, 3% = 23%¢'5 .

En forma polar,
235 = 9% [cos <5§> + isen (%T)]

25 = 2% 423,

En forma bindémica,

3.11 Solucién de ecuaciones w" = z

Dado n € Z", el niimero complejo z =z +yi , con x e y reales, y la ecuacién

= Z,
se dice que w € C es solucién de dicha ecuacién si la satisface.

Propiedad

Las n soluciones complejas de una ecuacién de la forma w™ = z, con z = |z| e? son de
la forma:

2 2
wy = \z|% [cos <M) +isen(m)] , k=0;1;2;..;.n—1
n n

En efecto, los niimeros complejos wy, son soluciones de w™ = z, pues:

" = (21 [eos (L) - sen 2 |

= |z|[cos(8 + 2k7) + isen(0 + 2km)]
= |z|[cos(0) + isen(0)]

= Z

Observacion
Las soluciones de ecuaciones de la forma



. . . . . 1
se representan graficamente en una circunferencia con centro en el origen y radio |z| /n,
Ademsds, como la diferencia de argumentos de las n soluciones es constante, estas se en-
cuentran igualmente espaciadas en la circunferencia.

Ejemplo 3.14 Hallar todas las soluciones complejas de la ecuacion w? = —36.
Solucién
Notemos que la ecuacién w? = —36 no tiene soluciones en los niimeros reales; sin

embargo, en los niimeros complejos sf tiene solucién.
Expresamos z en la forma exponencial: z = |z| .
|z =36 y 0 = m,entonces z = 36e™
Luego, las raices cuadradas son wy = 36%ei(“+2”k)%, k=0;1.

Asi, wg = 6e's y w) = 6e's .

Por lo tanto, las raices cuadradas son wg = 67 y w; = —61.

Ejemplo 3.15 Resolver la ecuacion w? =1+ 1.

Solucién

Expresamos z en forma polar o exponencial: z = |z|e®.
]

|2l =2 y 0 = Z entonces z=/2e"1"

1 .
Luego, las solucions son wy = ‘\/ﬂ 2 e’(Z““k)%, k=0;1.

wy = V2 [cos (g) + isen (%)]

wy = V2 [cos (%) +isen (%)]

Ejemplo 3.16 Resolver la ecuacion w3 = —8.

Solucién

Notemos que esta ecuacién en los reales solo tiene una solucién: w = —2; sin embargo,
en los nimeros complejos tiene tres soluciones.

Expresamos z en forma exponencial: z = |z|e®.

|z =8y 0 =7, entonces z = 8¢'".

. 1 i(‘rr+27‘rk)
Luego, las soluciones son wy = 83¢e'\"" 3/, k=0;1;2.

N

. 57
wg=2¢e"3 Jwy =2y wy=2e"3.

Notar que w; = 2e'™ = —2.

Ejemplo 3.17 Considerar la ecuacion 23 + 27 = 0 y encontrar todos los mimeros com-
plejos que la satisfacen. Dar las respuestas en forma exponencial.

Solucién 1

La ecuacién es equivalente a: (rew)?’ = 927
es decir, r3e?3 = 27e(2kt1)mi
luego, r=3 y 0= M , genera tres soluciones
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. .
z1=3€e3", 20=3e™ 'y z3=23e3

Solucién 2

2427 =0
(z+3)(2*=32+9) = 0, dedonde
z1=-3, 2= —3+32\/£7 y 23= —3_32\/3;

escribiendo en su forma exponencial

Ejemplo 3.18 Hallar todos los nimeros complejos z cuyo médulo es /3 y que satisfacen

la ecuacion
(z—2%-1=0

Solucién
La ecuacién dada es equivalente a (z — 2)3 =1, y el nimero 1 expresado en forma
polar es cos 0 + zsen0,
luego tenemos:
(z —2)® = cos 0 + isen0
(z —2) = cos gjk“) + isen gfk—”) ; k=0;1;2
z-2—i—cos(2 )+2sen(23 ;
para k=0 se tiene 29=3 y como |zy| =3, no se cumple la condicién pedida.
para k=1 se tiene 2 =3+ @2 donde |z| =3
3 @2 donde |z = /3

Los nimeros que cumplen las condiciones pedidas son z; =

para k = 2 se tiene 2z =

][V
w
][V

V3
2’L.

+ Ti Yy 22 =
Ejemplo 3.19 Resolver la siquiente ecuacion en el conjunto de los nimeros complejos.

A4 4222425 =343

Solucién
Efectuando las potencias de 7 obtenemos:

24 —22242=0

y completando cuadrados en el primer miembro

(22—1)* =1
Luego:
2-1 = i 6 22-1 = —i
2 = 1+i 6 22 = 1-i

Expresando en forma exponencial

22 = ﬂei% 6 22 = \/iei%

ahora calculamos las soluciones:

z = \/_e itemk)s g o = wei(%Jrhk)%

Y para k=0 y k =1 se tiene:
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3.12 Sistemas de dos ecuaciones y dos variables en los niimeros
complejos

A continuacién se resolverdn sistemas de ecuaciones donde los coeficientes, los términos in-
dependientes y las variables pueden tomar valores en el conjunto de los niimeros complejos.
Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.20 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones en el conjunto de nimeros
complejos. Dar la respuesta en forma bindmica.

)

2z + 3w = 9—22
iz — w = 1+3

Solucién
Multiplicando la primera ecuacién por ¢ , vy la segunda por —2 , tenemos

22z + 3wr = 9 +2
—2zi + 2w = —-21—6
sumando ambos miembros, se tiene
i —4
3i+2 e
y reemplazando para obtener z tenemos:
z = 3—4

Ejemplo 3.21 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones en el conjunto de nimeros
complejos.

(2+iV12)z + iw = i
2/3z — (i4+V3)w+2iz 4-2i
Solucién
Multiplicando la primera ecuacién por "i " y ordenando la segunda ecuacién tenemos

{(Z—i-i\/ﬁ)iz - w = -1 (o)
2v3-2i)z — (i+V3)w = 4-2i (8)
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Multiplicando la ecuacién (o) por (i +v/3),

{(2+z’\/ﬁ)(z‘+\/§)iz — ((+V3)w = -1 (i+3) (9)
(2v/3 — 2i) 2 - ((+V3w = 4-% (8)

restando miembro a miembro y despejando z, se tiene:

1
z=
2
Reemplazando este valor en () :
w=1-V3+i.

Ejemplo 3.22 Resolver el siguiente sistema de ecuaciones en el conjunto de nidmeros

complejos:
(1-3)w + 1z = —3—-06¢
—9244
: o+ = o agy
w
sabiendo que, |w| = /5.
Solucién
La segunda ecuacién
z + —2+¢ = 2444 ,se escribe
w
o4 W
cor ST gy
w w
z + 725+ Zm = 2+ 44 ,obtenemos
iz 4+ (1-3)w = —-3-06¢ ()
—2+1_ .
z + P = 2+ 41 (B)

multiplicando (/) por —¢ y sumando con (), se tiene:

90y
(14 3i) — 1(7;1) w = —3—6i—2—4i,simplificando
w=—-2—1, dedonde w=—2+1, yreemplazando en («):

z=144i
Ejemplo 3.23 Hallar en los complejos, las soluciones de la ecuacion 2% = 64.

Escribimos 64 = 64 (cos 0 4 ¢ sen0), entonces:
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21 = /64 costrisenw
29 = /64 cos%Jrisen%
z3:\6/6_4 COS%‘FiSEH%
24 = V64 cos%—l—isen%
25 = v/64 cos%—l—isen%
26 = V64 cosw—iw'sen +2(5) 7
6 6

3.13 Problemas propuestos

1)Dados los siguientes nimeros complejos:
z1 =2 — 3i; 22:é+4i; z3 = —3 + b,

efectuar las siguientes operaciones:
a) z1 + 322
b) Z3Z21 — 622

c) &+

2)Si z= ‘””Z. es un numero complejo imaginario puro, donde a es una constante real,

2+3
a)Hallar el valor de a

b)Hallar z.

3) Calcular

. 9 .
\/§2+ ! + 13__’_2,1 .Expresar la respuesta en forma bindémica.
)

4)La suma de dos nimeros complejos z y w es (3 —2i) y la parte real del primero
es 5. Si el cociente del primero entre el segundo es un nimero real, hallar dichos nimeros

complejos.

5)Dados los nimeros complejos z =2 (1 —1i)+3 (i — 2); w =
determinar:

14227

a) Re (w?)
b) Im ()

zZw

c) |z + wl
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6) Resolver en el conjunto de los nimeros complejos cada uno de los siguientes sistemas:

2+i)z+2—)w=26
a){ (342i)z+ (3 —2i)w =3

) (1—i)z+biw=2i—7
22+ (3—4i)w=8—1

o) z+(1—d)w=2—1
2iz+w=-1-1

Q) {( (1-5i)z+ (3i)w=>5+12

2—2i)z+ (7T+2)w=12 — |[4i — 3|2
7)Expresar cada uno de los siguientes nimeros complejos z en forma polar y exponen-
cial:
_(49)*(—343V/3i)
%) 2= " vay

(v3+i)°

(1+4)°

b) z =

4:

8) Resolver la ecuacién w —16 ,en el conjunto de los niimeros complejos.

9)Si 21 =3+8i,22=—14+8+4V3)i y z3=4i,

(21— 22)°

E . Dar la respuesta en forma bindémica.

simplificar la expresion: ()
z3

10) Dados los nimeros complejos:
21 =3(=141), z9=1+2ei", z3=12¢%!
Calcular:

|21 — 22| zng_4
3V3

Expresar la respuesta en forma bindémica.

11) Resolver, en el conjunto de nimeros complejos, el siguiente sistema de ecuaciones.

2z  + (1—-9)wW = i
(1-i)z — w = —1+4i

12) Determinar los valores de los nimeros complejos z y w

que satisfacen el sistema:

4z + V2w 3—8i
8 — V2w = 11i

13)Dados los nimeros complejos:
V2

2 =342 2 =--(-1+1i); 3= —V3—i; 2= —2— 2;
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12n+1
4/2(21+2
AV2z1tza) 4)} neczt.

calcular w = { 757a

14)Hallar el conjunto solucién en el conjunto de los mimeros complejos de las siguientes
ecuaciones cuadraticas:

a)r? —2x+5=0

b)z? — 3z + (3 —14) =0

)22 —224+3i=0

15)Resolver la siguiente ecuacién en el conjunto de los nimeros complejos:

it 42222 +2—i=43

16)Hallar, en el conjunto de los nimeros complejos, las raices indicadas y expresarlas
en forma exponencial:

a)Las raices cuadradas de —16
b)Las raices cubicas de —27

17)Considerar el numero complejo z con y tal que el segmento que une el origen con z
forma un dngulo de 7°, medido en sentido anti horario, con el eje X. Expresar:

2
177 . e 177)\3 i
(cos T5F + i sin 127%) (\/5645 )

11

w =
z

en la forma a + bi, con a y b nimeros reales.
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Capitulo 4

Numeros Complejos

4.1 Introduccién
Recordemos que con las soluciones de la ecuacién cuadrética
az? +bx+c=0,
se presentan dos casos:
(a) Tiene soluciones reales si b — 4ac > 0.
(b) No tiene soluciones reales si b*> — 4ac < 0.

Por otro lado, en algunas aplicaciones matemaéticas es necesario contar con un conjunto
més extenso que los nimeros reales, que incluya a éste como uno de sus subconjuntos, y
que en particular permita resolver todas las ecuaciones cuadraticas.

El conjunto antes mencionado, que representaremos por C, estara formado por pares
ordenados de niimeros reales, a los que llamaremos nimeros complejos; esto es,

C={(z,y) :z € R,y e R}.
Notemos que
z2€Cs z=(x,y)conz € R,y € R;

a la expresion (z,y) se le denomina forma cartesiana del nimero complejo z, el nimero
real x es llamado parte real de z y el nimero real y es llamado parte imaginaria de z y se
escriben © = Re(z),y = Im(z) respectivamente.

Un ndmero complejo z = (x,y) se puede representar gréficamente en un sistema de
coordenadas rectangulares mediante un segmento dirigido con un punto inicial el origen del
sistema y punto final el punto (z,y), que serd llamado radio vector del nimero complejo
z. En este caso a los ejes horizontal y vertical se les llama eje real y eje imaginario
respectivamente, y al plano asi determinado se le conoce como plano complejo.

Graf.
Si z = (—2,5), entonces Re(z) = —2 y Im(z) = 5.

1. Un nimero complejo de la forma z = (z,0) se llama nimero real puro.
2. Un ndmero complejo de la forma z = (0,y) se llama nimero imaginario puro.

El nimero imaginario puro (0,1) es llamado unidad imaginaria y se le denota por i.

206



4.2 El sistema de los niimeros complejos

Recordemos que el sistema de los nidmeros reales se define como el conjunto de los
nimeros reales R provisto de una relacién de equivalencia: igualdad, de dos operaciones:
adicién y multiplicacién, y de una relacién de orden: menor o igual que, que satisfacen
determiados axiomas.

De modo similar, el sistema de los nimeros complejos se define como el conjunto C
provisto de una relacién de igualdad, y de las operaciones de adicidn y multiplicacion. *
[Igualdad en C] Si 21 = (z1,y1) € Cy 22 = (z2,y2) € C, se dice que

21 =22 <> T1 =22y Y1 = Y2.
[Adicién en C] Si z1 = (z1,y1) € Cy 20 = (x2,y2) € C, se define la suma de z; y 29,

Como:
21+ 29 = (1 + Y1, T2 + Y2).

La adicién compleja tiene las propiedades siguientes:
Si z1, 22 ¥y 23 son nimeros complejos, entonces:

1. 21+ 29 =29+ 1.

2. 21+ (22 4+ 23) = (21 + 22) + 23.

3. Existe un unico nimero complejo cero 0 = (0,0), tal que Vz € C: 24+ 0 = z.
4. Vz=(x,y) € C,A — 2 = (—=x,y), tal que z+ (—2) = 0.

Prueba.

1. Siz1 = (z1,y1) y 22 = (x2,¥2), por definicién

21420 = (x1,y1) + (22, 42) = (21 + 22, y1 + Y2)
= (x2+ 1,92+ Y1) =22+ 21.

2. Sean z1 = (z1,41), 22 = (x2,y2) y 23 = (x3,y3) nimeros complejos.

214+ (2204 23) = (21,y1) + (w2 + 23, y2 + ¥3)
= (z1+ (w2 +23), 91 + (y2 +y3))

por la propiedad asociativa en los nimeros reales, se tiene

((z1 +22) + 23, (Y1 +y2) +¥3)
= (x1+z2,y1 +y2) + (23,93)
= (Zl +Z2) + 23.

21+ (22 + 23)

1Se puede demostrar que no hay una relacién de orden apropiada para el sistema de los nimeros
complejos, hecho que no probaremos por estar fuera del alcance del texto.
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3. Es claro que si 0 = (0, 0), entonces para cualquier z € C se cumple que z+0 = z. Por
otro lado, si hubiera otro nimero complejo 0 tal que z + 0’ = z para todo nimero
complejo z, entonces

0=0+0=0+0=0,

lo que prueba la unicidad.

4. Si z = (z,y)y — z = (—z, —y), es claro que z + (—z) = 0. Ademds, si hubiera otro
nimero complejo 2’ tal que z + 2’ = 0, entonces

=4 0=2 4+ (2] = [+ +(-2) =0+ (-2) = -z
probdndose la unicidad. |

[Multiplicacién en C] Si 21 = (z1,y1) € Cy 22 = (22,92) € C, se define el producto de
21y %2, cOMO:
z122 = (T1T2 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)

Observe que la suma y el producto de dos nimeros complejos son también nimeros
complejos.
Sizg =(2,-3)y 22 = (4,5), entonces

2122:(2-4—(—3)'5,2'5+(—3)'4)=(23,—2)

La multiplicacién en C tiene las siguientes propiedades.
Si z1, 22 ¥ 23 son nimeros complejos, entonces

1. Z129 = 29%7.
2. (2122)23 = z1 (2223).
3. Existe un dnico mimero complejo 1 = (1,0), tal que V2 € C: z-1 = z.

4. Vz = (z,y) € C, z # 0, existe un tinico nimero complejo z~1, tal que zz=! = 1. En

este caso
Sl €z —Y
x2+y2’x2+y2 :

9. 21(22 + Zg) = 2129 + 2123.
Prueba.
1. Sizy = (z1,91) y 22 = (x2,¥2), por definicién

21 %9 = (9517 yl) : ($27y2) = (901962 —Y1Y2, T1Y2 + wzyl) (1)

Z9 21 = (552,2/2) ’ (55‘1,2/1) = (552581 — Y2y1, T2y1 + l‘lyz)- (2)

Comparando (1) y (2) vemos que 21 - 22 = 22 - 21.
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2. Sean z1 = (21,41), 22 = (x2,¥y2) y 23 = (x3,y3) Entonces

(z1-22) 23 = (122 — 1Yo, T1Y2 + T2y1) - (23Y3)
= ((z122 — y1y2)r3 — (1Y2 + T2Y1) Y3,
(122 — Y1y2)y3 + (T1Y2 + T2y1)23)
= (T122%3 — Y1Y2T3 — T1Y2Y3 — T2Y1Y3,
T1T2Y3 — Y1Y2y3 + T1Y2x3 + T2Y123)
Por otro lado
z1-(22-23) = (z1,91) - (7273 — Y2y3, T2y3 + T3Y2)

= ((w1(z2m3 — y2y3) — y1(z2ys + T3Y2),
r1(22y3 + T3Y2) + y1(2273 — Y2y3))

= (@1@273 — T1Y2y3 — Y1T2Y3 — Y1T3Y2,
T1T2Y3 — T1X3Y2 + Y1223 + Y1Y2Y3)-

Comparando vemos que (21 - 22) - 23 = 21 - (22 - 23).

3. Es claro que si 1 = (1,0), entonces para cualquier z € C se cumple que z-1 = z. Por
otro lado, si hubiera otro nimero complejo w tal que z - w = z para todo nimero
complejo z, entonces

w=1l-w=w-1=1,

lo que prueba la unicidad.

4. Ezistencia. Si z = (x,y) es un nimero complejo distinto de 0, supongamos que
271 = (a,b). Entonces, al condicién z - z~! = 1 implica que

(xa —yb, xb+ ya) = (1,0).

Lo que equivale al sistema de ecuaciones en las incégnitas a y b,

rxa—yb=1
b+ ya = 0.
Resolviendo el sistema, recordando que 22 + y? # 0, resulta que b = “Eir y
ety
4= 2" Por lo tanto
z? + y?

Sl z __ Y
x2+y2’ $U2+y2 :

Unicidad. Supongamos que el nimero complejo w es tal que z - w = 1, entonces
w=w-1=w- (z-z_l) =(w-2) -z =127t =271,
lo que prueba la unicidad.
5. Sean z1 = (x1,41), 22 = (%2,y2) ¥ 23 = (x3,y3) Entonces

21 (24 23) = (1) - (22 + 3,92 +y3)
= (z1(w2 +23) — y1(y2 +¥3), 21(y2 + 2y3) + y1 (w2 + x3))
= (122 + 2123 — Y12 — Y1Y3, T1Y2 + T1Y3 + Y122 + y123).
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También

2o+ 2123 = (x1,y1) - (T2y2) + (2101) - (23, y3)
(172 — y1Y2, T1Y2 + T291) + (T123 — Y1Y3, T1Y3 + T3Y1)
= (T122 — Y12 + 1273 — Y1Y3, T1Y2 + T2y1 + T1Y3 + T3Y1).

Comparando vemos que (21 - (22 + 23) = 21 - 22 + 21 - 23. [ |

La adicién y multiplicaciéon de nimeros complejos permiten definir las operaciones de
sustracion, divisiéon y potenciacién e C
[Sustraccién en C] Si 21 y z2 € C, se define la diferencia de z; y z2 como el nimero
complejo z, tal que:
z2=2z1+(—22) =21 — 29

[Divisién en C] Si z1 y 22 € C, con z3 # 0, se define el cociente de 21 y 22, como el
nimero complejo z, tal que

-1 Z1
z =212y = —
22
[Potenciacién en C] Si z € C, se define
=1
2=z
M= v lyn>2

Cuando z # 0 y el exponente es entero negativo, definimos
2= (21" neNT.
Observemos que la unidad imaginaria tiene las siguientes propiedades.

Para todo n € NT se cumple

=1,
,L'4n+1 — ’
,L'4n+2 — _17
At =
Segiin el teorema tenemos que i2 = —1,i3 = —j y i* = 1.

REPRESENTACI6N BINOMICA DE UN NUMERO COMPLEJO

Es posible establecer una correspondencia uno-uno entre los niimeros reales y un cierto
subconjunto de los nimeros complejos de modo que las operaciones de adicién y mul-
tiplicacién se preserven. Con este fin y recordando que todo nimero real puro es un
punto del eje real, identificaremos al nimero z = (z,0) con el nimero real Re(z) = = y
reciprocamente, al nimero real  con el nimero complejo z = (z,0); esto es,

z = (x,0) «— z.

lo que significa que el nimero complejo z = (x,0) se identifica con el nimero real z.
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Entonces, dados los nimeros reales x1 y x2 se tiene que
z1 «— (21,0) vy @3 < (22,0);

luego, como
(xla 0) + ($270) = (.’I,'l + xo, 0)

(.1‘1,0) . ({EQ,O) = (.1‘1.1‘2,0)

resulta que
1+ X2 — (wl +$2,0)

T1x9 < (.1‘1.1‘2, 0)

Es decir, las sumas y productos de los nimeros (complejos) reales puros respetan la
misma regla de correspondencia que las sumas y productos de los nimeros reales corre-
spondientes.

Ademads, si un nimero complejo z = (z,y) se multiplica por el nimero real r, esto es,
por el nmimero complejo (r,0), se tiene

rz = (r,0) - (z,y) = (re — Oy, ry + 0z) = (rz,ry).
En consecuencia, dado un nimero complejo z = (x,y) podemos escribir
z=(2,0)+ (0,y) =x(1,0) + y (0,1) = = + yi.
A esta ultima expresion se le llama forma bindmica del mimero complejo z.

De lo anterior, z1 = (1 +y1) = x1 + Y11 y 22 = (x2 + y2) = T2 + Y21, entonces

z1z2 = (2122 — Y1y2, T1Y2 + T201)
= (172 — y1y2) + (T1y2 + T2y1 )i
Formalmente, este resultado se obtiene al efectuar la multiplicacién de los binomios
r1+ Y1ty T2 + Y21, procediendo como en el caso de la multiplicacién de ntimeros reales, es

decir, usando las propiedades conmutativa, asociativa y distributiva, tal como se muestra
continuacion:

21z = (214 y19)(z2 + yo2i)
= @19 + T1Y2i + Toyri + Y1y2i”
= (m122 — y1y2) + (T1Y2 + T2Y1 )i

Siz1 = (3,-2) y 22 = (—4,5), hallar z;29
Solucién. Usando la forma binémica: zg =3 —2¢ y 20 = —4 + 5¢

21722 = (3*2i)(*4+5i)
= —12+ 15i + 8 — 10i>
= —12+23i+10=—2+23;

EJERCICIOS PROPUESTOS 4.2.
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1. Sizy =4+3i, 20 =3—2i,y z3 =1+ 54, hallar

z1 + z9 + Z3,
22 — 21,
21722,

2123,

z1(z9 + 23),

z2122 + 2123,

22 4+ 22129 + 23,

-1
23 5

(Zl + 22)
Z3

)

() (2 + 23),
21

m) Lz - 2).
22

2. Hallar los nimeros reales x e y tales que: (2 —i)x + (4 — 3i)y = 5 — 2i.
3. Resolver los sistema de ecuaciones

(a) { B—t)z+ (44 2i)y =2+6i
442z — (24 3i)y =5+ 44

z+yt—2z=10
(b) x—y+2iz =20
iz +3iy — (1 +1i)z =30

4. Hallar los nimeros complejos: z = a + bi y w = ¢+ di, tales que su suma sea 6 y su
producto sea 13.

4.3 Conjugado, médulo y argumento de un niimero com-
plejo

Si z = x + yi es un niimero complejo, su conjugado, representado por Z, es el nimero
complejo definido por z = (z, —y). Es decir,

z=x+Yt S z=x—1Yl

Observe que z y Z son simétricos respecto del eje real.

Graf.

Para todo z,w € C,

1. Z=2z.
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2. (zxw)=Zzxw.
3. (z-w)=7Z-w.
4. (2)=Z,w#0.

5. z+Z =2Re(2).
6. z—Zz=2iIm(2).

7. zesreal &7 = z.

8. z es imaginario <z = —z.

Prueba.

(=) Supongamos que z es real, entonces z = (z,0) y

(<) Supongamos que para z = (x,y) se tiene que Z = z, entonces

(z,~y) = (z,y) = —y=y=y=0.

zZ=(z,0) =z

Por tanto z = (z,0), es decir z es real.

Si z = (z + y) es un nimero complejo, su médulo, representado por |z|, es el nimero

real no negativo dado por

Si z = 3 — 44, entonces

Para todo z, w € C:

3. |=2| = [2] = [7]
4. |zw| = |z| |w|.

5. (i(zﬂ,w;ﬁo.
wl - fwl
6. |2 = 2z

7. Re(2) < |z| y Im(2) < |2|.

|z] = Va2 +y2

2| = /32 + (—4)2 = 5.

8. |z +w|® = |2|* £ 2Re(zw) + |w|*.

9. [z +w[ < fz] + w].
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Prueba. Por la propiedad 6, podemos escribir
lz+w? = (z4+w) (z+w)
= (z+w) - (Z+w)
= 2ZzZ+4 2w+ wz+ww
= |22+ 2w + wz + |w|?
Como wZz = Wz, entonces
2W 4+ WZ = 2W + 2w = 2Re(2W).
Por lo tanto, en (1) resulta
|z + w|? = |2]? 4+ 2Re(zw) + |wl|?. [ |
L |(344i)(1 — V3i)| = [3 4 4i| |1 — V3i| = (5)(2) = 10.

(—1—)(VB+V13)|  |-1—i||VB+VI3i| 22
8 — 61 B I8 — 6 5

2. |

Hallar el lugar geométrico de los puntos que representan a los nidmeros complejos z
que satisfacen a la desigualdad
lz—1—1i|=1.

Solucién. Sea z = x + yi, entonces

p=1—il=|z-1)+ @y -1l =v(@-1)2+(y-1)>2

Luego,

|z — 1 —1] (x —1)2 —1)

& (z—1)2 +(y—1) =1.
Por tanto, el lugar geométrico es la circunferencia de centro en (1,1) y de radio 1.

Graf.

El argumento del nimero complejo z, representado por arg(z), es la medida del éngulo
formado por el eje real y el radio vector z, descrito en sentido antihorario a partir del eje
real.

Graf.
De la definicién y la figura, si z = x + yi tenemos,
( arctan (E> six#0
x
7T+2n ne?Z siz=0ey>0
o T, - =
arg(z) =0 0= 2 Y

3T .
7+2n7r,n€Z siz=0ey<0
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Como puede verse, hay infinitos valores para el argumento de un nidmero complejo.
En adelante, aquél valor del argumento en el intervalo [0, 27[ diremos que 6 es el valor
principal del argumento de z.

EJERCICIOS PROPUESTOS 4.3.
1. Sizg =4+ 3i,20 =3—2i,y z3 =1+ 54, hallar

(a) 21 + 29 + 23,
(b) 2_2 — 21,
(C) 2_1227

)

1 _
Z—l(zz + z3),

(&) ~ (21 +7).
)

(d

2. Hallar los nimeros complejos que son conjugados

(a) Con su cuadrado.
(b) Con su cubo.

3. Identificar el lugar geométrico representado por cada una de las siguientes ecuaciones:

4. Demostrar que todo niimero complejo z, distinto de -1 y cuyo médulo es igual a 1,

puede expresarse en la forma
1412

1—ti’

z

donde t es un nimero real.

5. Vz1, 290 € C, demostrar las identidades

(a) |21+ 22 + |21 — 20* = 2(]21 * + |22),
(b) [1=Z12)” — |21 — 2* = (1 = |21[*) (1 — |2f).
6. Senalar dénde se encuentran los puntos que representan los nimeros complejos z
para los cuales:

T
(a) argz = -,
2
(b) g <argz < g, |z| =2,
(c) argz =, |z| <1,

(d) |z—1i] =1, argz = g
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7. (a) Determinar el argumento del mimero complejo z, sabiendo que
z2(=1+4+14) =—-2(1+1), z#0.

(b) Hallar todos los nimeros complejos que son conjugados con su cubo.
(c) Sea a> 0, a # 1. Pruebe que

1—2z
1+ 2

representa a una circunferencia.

4.4 Forma polar y forma exponencial de un niimero com-
plejo

Dado el nimero complejo z = x + yi, supongamos que

r=lz| = Va2 + y?

y
0 = arg(z).
Graf.
Entonces
r=rcos A y=rsind
y

z=rcosf+risinf = r(cosf + isinb).

A esta expresion se la llamaremos forma polar de z.
Si representamos por €z cos + isin 6, es decir

e = cosf + isin,

tenemos
z=re’.

A esta expresion la llamaremos forma exponencial de z.

0
1. Para el nimero complejo real puro 1, tenemos z = 1 y § = arctan (I) = 0.

Entonces, la forma polar de z es

1 =1(cos0+ isin0).

2. Para el niimero complejo real puro —1, » = 1 y como el radio vector de —1 cae en la

. . 0
parte negativa del eje real, § = arctan —1> = 7. Entonces, la forma polar es

—1 = (cosm+isinm),

y su forma exponencial es
1= 67ri



. 0
3. Para el mimero complejo imaginario puro 4, tenemos r =1y 6 = 5’ luego la forma
polar de ¢ es

7= (cosz—i-isinE)
N 2 2/’

y su forma exponencial es
1 =e2.

1
4. Para V3 +i,r=2y0= arctan( E, por lo que la forma polar es

NEL:

\/§+i:2<cos%+isin%>

y su forma exponencial es

\/§+i:26%.
5v2 52,

5. Siz= 5(008% + isin %), entonces la forma binémica de z es z = 5 + — b |

Si los nimeros complejos z1 y 22 tienen formas polares

z1 = ri(cosfy + isinby)

29 = 19(Cc08 02 + isin ),

entonces

1. z1 - z9 = rira(cos(fy + 02) +isin(fy + 02)), y

? = %(cos(ﬁl — 02) 4+ isin(6; — 02)), cuando 2o # 0.
2 2

2.

Prueba.

1.

z1z2 = r1ra2(cosfi cos s + isin @ cos Oy + i cos b sinfy — sin 01 sin O)
r172[(cos 01 cos Oy — sin 07 sin O2) + i(sin 01 cos 2 + cos 01 sin 62)]
= ry7rof[cos(01 + O2) + isin(01 + 62)].

2. Notando que
21 2122

2 |zl?
y como
Zo = ra(cos by — isin fz) = ro(cos(—02) + isin(—02)).
Entonces,
21 rire(cos(fy — 02) +isin(0; — 03))
P r3
= :—:(COS(Ql —03) +isin(6; — 602)).
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El resultado anterior puede ser expresado usando la forma exponencial, es decir, si

21 = rieif1 y 29 = 7“26“92, entonces

2129 = rlrgel(el'WZ)

<2 T2

2 Eei((h*(h), cuando 2z # 0.

Estos resultados indican que el producto de dos nimeros complejos es otro nimero
complejo, cuyo médulo es igual al producto de sus médulos y cuyo argumento es igual a
la suma de sus argumentos. Del mismo modo, el cociente de dos niimeros complejos es
otro niimero complejo, cuyo médulo es igual al cociente de sus médulos y cuyo argumento
es igual a la diferencia de sus argumentos.

Siz=8 (cos il + 7 sin z) w =2 (COSE + 2sin z) entonces
- 3 3) 7" 6 6/’

T m L. /T T
ZW —16<cos(§+g>+zsm(§+g>>
T .. T
=16 (cos§ +zsm§)
= 163.
Por otro lado,
kid =4<COS(E—E>+iSiH(——E>>
w 3 6 3 6
=4<COSE+iSiD%)

Calcular
(1 —iv/3)(cos ¢ + isin @)
2(1 —i)(cosp —isingp)

z =
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Solucién. Desarrollando en forma polar, se tiene

1—2'\/5:2 <cos5§+isin5§)

l—i:\/§<cos77f+isin%r>.

Recordando que cos(—¢) = cos ¢ y que sin(—p) = —sin g, se tiene

om .. hw .
2 cos?Jrzsm (cosp + isiny)
(

2v/2 <cos %r + isin %) cos(—yp) +isin(—y))

= V2 (cos 2¢ — %) + ¢ sin <2g0 — 1)) .
[Teorema de De Moivre| Dado el nimero complejo z en su forma polar
z=r(cosf +isinf)
entonces

2" = r"(cosnf + isinnf),n € N*.

Calcular (14 )%
Solucién. Desarrollando en forma polar

14+i = ﬁ(cos%+isin%>

1+ = (\/5)25 (cos25%+isin25%>.

Como el periodo de las funciones seno y coseno es 2w, se tiene que

cos (25%) = COoS (E> = Q sin (25%) = sin <E> = g

4 2 4
Luego,
1+ = 2°% (2—%+¢2—%>
= 212(1+41).

20
1+iv3

Calcular : .
-1+

Solucién. Como en el ejercicio anterior,

1+i\/§:2(cosg+ising)
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1+i:\/§<cosi%7r +isin%>,

(1—}-2\/3)20 _ [ 2(C083+'Ls1n ) ]20
1+ V2 (cos 3T + i sin 3T)
- 20
= [\/5 CO! ( )+zsm< ?2>>]
= 210 [eos( 122 >+isin <—%>}

= 210 (cosg — isin%)

entonces

Siz=-2 (cosg +ising>
(a) 7° Es cierto que arg(z) = g? Justifique.
(b) Hallar el argumento de 22

Solucion.

1. Sabemos que el médulo de un nidmero complejo es un niimero real no negativo, por
lo que

z = 2(-1) (cosg—i-ising)

. N
= 2(cosm +isinm) <COS§ —i—zsm—)

3
= 2 czos4t—+zsur14—7r
N 3 3 )’

47 ) )
de donde, arg(z) = ~3» en consecuencia la afirmacién es falsa.

2. Por el teorema de De Moivre
22 =4 ((:05837r —i—isin%r) ,
8r

pero = no el valor principal del argumento de 2%, sin embargo

22 = 4 {cos (27r + 2%) + sin (2#2%)]

= 4 COSZ—W-FSIHZ—T(
— 3 5 )

Por lo que arg(z?) = —. [ |
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4.5 Radicacién en C

Dado el nimero complejo z y n € NT dicimos que el nmimero complejo w es una raiz
enésima de z, si w" = z.
Cuando w es una raiz n-ésima de z escribimos w = {/z.

1. ¥Y0=0.

2. Si z=r(cosf +isinf) es diferente de cero, entonces

)

0 + 2k 0 + 2k
wg = W(cosu—i-isinu)

donde £k =0,1,...,n — 1, son las raices n-ésimas de z.
Prueba.
1. Es inmediata.

2. Supongamos w = p(cos a + isin ) una raiz n-ésima de z, entonces, w™ = z. Luego
p"(cosna +isinna) = r(cosf + isinf),

de donde
p" =1 Acosf Asinna = sin 6.

De éstas ecuaciones hallamos que

p=1/r

ijcez_

na=0+2kr,Vk € Z < a =

La férmula anterior, en principio dice que, existe un nimero no finito de raices, sin
embargo se puede ver que sélo n de ellas son diferentes y son las raices correspondientes a
k=0,1,--- ,n—1. Por esta razén,en lo que sigue, cuando calculemos las raices n—ésimas
del nimero complejo z, consideraremos

0+ 2km . 0 + 2k~
s — +1sen———

wg = ¥/r(co ), k=0,1,---,n—1.

Es decir,
0 0
wo = 3/r(cos— +isen—)
n n
0+ 2 0+2
w; = {/r(cos AT sen? 7r)
n n
0+4 0+4
wy = {/r(cos * T tisen + 7r)
n n

6+ 2(n—1 6+ 2(n—1
P W(Cosyﬂseny

)

Observe que todas las raices tienen el mismo médulo p = /7 y sus argumentos difieren

2m ) . ) )
en una constante — , lo que nos permite representar dichas raices en una circunferencia
mn

de radio p.
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Un caso particular de radicacién se presenta cuando z = 1. En este caso, r =1, 8 = 0;
obteniéndose
Las raices n—ésimas de la unidad son

2k 2k
wg = (cos—7r+isen—7r), k=0,1,---,n—1.
n n
Observemos que
2 2
wy = (cos—ﬂ—i—isen—ﬂ)k, k=0,1,---,n—1.
n n
2r . 27
Como wy = cos — + isen—
n n
wk:wlf, k=0,1,--- ,n—1.

Calcular las siguientes raices

(a) V-1 (b) V1 () Vi (d) V2 —2i

Solucién.
(a) La forma polar de z = —1 es z = cos w + isen, por lo que sus raices son
2k 2k
Wg = COS Tt kT + isenu, k=0,1,
2 2
Es decir,
cos ¥ +1 LR
wy = — tisen— =1
0 2 2
cos 3T n 3 )
w] = — +isen— = —1i
! 2 2

(b) Debemos hallar las raices ctibicas de la unidad

wy = cos 0+ isenl =1

2 2 1 3
wlzcos§+isen§:§+§i
—COS4—7T+' 4_7(—*1*@'
wy = 3 zsen3— 5 22

(c) Las raices ctibicas de z = i = cos § + isens, son

T ok T ok

Wi ZCOSQT —i—isenT, k=0,1,2

Desarrollando para cada valor de k, se tiene

T . T \/§ 1.
wo —cosE +zsen€ = 7+§z
5¢ . 5w NCE
wy = COSE +zsen€ = + 52
cos om +1 on )
wy = — +isen— = —1
2 6 6
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3
(d) Si z =2 — 2i, entonces r = 2y/2 = 22 YH:%T

Las raices cuartas de z, son

T fis
T 42k T+ 2k
(cos 4T7T + isen%, k=0,1,2,3

=

wy, = (22)

Desarrollando y simplificando, se tiene

olw

(cos 6 T Zseni’g)
(cos 1156?T +isen 1156“ )

237 23w
(cos 6 T 1sen=L 16 )

§ & =
(=)
5
[N)

g

w V)

I

0w oolw oolw

I
(SR

3lw 31w
(cos ZX + isens )

1. Expresar los siguientes nimeros complejos en la forma polar

(a) i (f)V3—i (k) 1—i
. + 2
o) -1 @ —vi-i @S
(¢) —i (h) 3+ 4i (m) ‘[ 4‘m
(d) 4+ 4i (i) 4 —3i (n)l—sena+icosa(0<a<g)
. 14 cosa + isena us
(€) V3 +1 (7) 3 —4i (0) 1+ cosa —isena’ (0<a<§)
2. Simplificar
(v/3 —i)(cos 0 + isenf)
2(1+4)(cosf — isend)
3. Calcular
(@) (2 20)" ) (E (© (430
4. Expresar en forma binémica el resultado de
(L+4)"
(1 —4)n—2
5. Resolver las siguientes ecuaciones en C.
(a) zz =1 (b) 22 = —1 (c) 22 =i
(d) 2> =1 (e) 2 =—1 (f) (L+4)2)? =1
(9) 22 +22+2=0 (h) 2* =1 (i) 24 = -1
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Capitulo 5

Sistema de Coordenadas Polares

En un sistema de coordenadas cartesianas planar ya establecido, segin se indicé en
el capitulo 3, cualquier punto del plano se identifica con un tnico par de coordenadas:
abscisa y ordenada. Este par ordenado estd dado por las distancias dirigidas medidas a
partir del punto hacia los ejes de coordenadas.

Sin embargo, esta no es la unica forma de nombrar puntos del plano. Existe un
sistema de coordenadas, llamado sistema de coordenadas polares, en donde cada punto
estd determinado por una distancia dirigida a un punto fijo y un dngulo medido a partir
de una semirrecta que pate del punto fijo.

Este sistema se usa en los casos en que las relaciones entre dos puntos son mads faciles
de expresar en términos de distancias a un centro de coordenadas y de dngulos medidos
a partir de una semirrecta. Esto ocurre por ejemplo al describir movimientos giratorios,
movimientos pendulares, movimientos estelares, entre otros. El hallar las expresiones
algebraicas de algunos lugares geométricos puede resultar mucho mds simple si se emplea
un sistema de coordenadas polares.

Se selecciona un punto del plano y se fija. Este punto se llamard polo y se denotard
por O. Luego, se traza una semirrecta con origen en O a la que se denominard, eje
polar. Usualmente el eje polar es horizontal, se orienta hacia la derecha y corresponde
al semieje positivo OX en el sistema de coordenadas cartesianas.

\J
x

Polo Eje polar

Figura 4.1 Elementos bésicos del sistema de coordenadas polares

5.1 Coordenadas polares de un punto

A un punto cualquiera P del plano, se le asigna las coordenadas polares (r;6) definidas
del siguiente modo:
r = distancia dirigida de O a P . Se llama radio vector o radio polar de P

0 = &ngulo, medido en radianes, desde el eje polar hasta el segmento OP, y en
sentido antihorario. Se llama dngulo polar de P.
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Si el radio polar 7 es positivo, el punto P estd en el lado terminal del angulo 6.

Si el radio polar r es negativo, el punto P estd en la prolongacién del lado terminal de
0.

Si r =0, el punto P es el polo O y estd representado por (0;0) donde 6 es un
dngulo cualquiera.

Para simplificar, se empleard la notacién P(r;0) en lugar de P = (r;0).

P(r; )

\J

Figura 4.2 Coordenadas polares de un punto

Para facilitar la localizacién de un punto en coordenadas polares conviene usar una
red de circunferencias con centro en el polo y cortadas por semirrectas cuyo origen es el
polo.

Figura 4.3 Plano polar y semirectas

Ejemplo 5.1 Graficar los siguientes puntos en un sistema de coordenadas polares.

a) (3; 27/3) b) (1; —57/4)
c) (4; ©/6) d) (4; 13 7/6) e) (—4; 7r/6)
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Solucién
a) Trazamos un &ngulo de 27/3 , con vértice en el polo, con lado inicial en el eje
polar y medido en sentido antihorario. Luego, en el lado terminal del dngulo medimos,

a partir del polo, una distancia de 3 unidades.

(3;27)
3

\
x

Figura 4.4 Coordenadas polares de (3;2m/3)

b) En este caso, como el dangulo polar es negativo, medimos el angulo 57/4 a partir
del eje polar pero en sentido horario .

Figura 4.5 Coordenadas polares de (1; —57/4)

¢) Procedemos en forma similar a la parte a)

(4.7)
6

\j

Figura 4.6 Coordenadas polares de (4;7/6)
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d) El angulo es 0 = 27+ 7/6

(4,2m)
6

\j

13

Figura 4.7 Coordenadas polares de (4;137/6)

e) Como el radio polar es negativo, medimos, en la prolongacién del lado terminal del
#ngulo y a partir del polo, una distancia de 4 unidades.

(-47)
6

Figura 4.8 Coordenadas polares de (—4;77/6)

Observemos que las coordenadas polares dadas en c¢), d) y e) representan al mismo
punto. Es decir, el punto P(4; 7/6) puede expresarse también por las coordenadas (—4;
77/6) 6 (4; —117/6). Cualquiera de estos dngulos se pueden incrementar o disminuir en
un miiltiplo de 27 y asf obtener el mismo punto.

Asi, observamos que a diferencia de lo que ocurre en coordenadas cartesianas, a un
punto del plano se le puede asignar més de un par de coordenadas polares.

Propiedad
Si las coordenadas polares de un punto son (r;0), entonces todas las cordenadas
polares del mismo son:

(=D)"r; 6+nm); ne Z

Cuando para un punto P se restrinjan los valores del par (r;60) de modo que r >0
y 0<0 < 2m, sehard referencia al par principal de coordenadas polares del punto.
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5.2 Relaciones entre las coordenadas polares y las coorde-
nadas cartesianas

Se hace coincidir el polo con el origen de un sistema de coordenadas cartesianas, y el eje
polar con el semieje de abscisas positivas, como se muestra en la siguiente figura.

Figura 4.9 Coordenadas polares y cartesianas de un punto

Consideremos las coordenadas polares (7;6) de un punto P cuyas coordenadas carte-
sianas son (z;y). Como se observa en la figura, las propiedades geométricas del tridngulo
rectdngulo OQ P muestran que:

x =rcosf y = rsenf (1)

Empleando propiedades trigonométricas elementales, se verifica que estas férmulas son
védlidas para un punto P ubicado en cualquier lugar del plano.

Por otro lado, dadas las coordenadas cartesianas (x;y), aplicando el teorema de Pit&-
goras y luego la definicién de la funcién tangente, obtenemos r y 6 :

r =22+ 92, 0= arctan(%), siempre que = # 0 (2)

Propiedad

Cada par principal (r;0) , excepto el polo, se identifica con un tinico punto del plano
(239).

También se verifica que a cada punto del plano (z;y) , excepto al origen, le corresponde
un tnico par principal (r;6).

En lo que sigue consideraremos a los puntos del plano (z;y) y sus distintas representa-
ciones en coordenadas polares (r;6).

Ejemplo 5.2 FEzpresar el punto (3;27w/3 ) en coordenadas cartesianas.
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Solucién
Aplicamos las ecuaciones (1):

= 3cos(2m/3) = 3(%) _ 7;

y = 3sen(2m/3) = 3(?) = %ﬁ

. 3
Y obtenemos que las coordenadas cartesianas del punto son (——=; ——).

Ejemplo 5.3 Expresar el punto (1; —5) en coordenadas polares.

Solucién
Aplicamos las ecuaciones (2):

r=+/124 (=5)2 =26, tanf = %5:*5

Como el punto estd en el cuarto cuadrante, 6 = arc tan(—5) = 1,56 7
Asi, unas coordenadas polares del punto (1; —5) son (1/26; 1,56 7 ).
. y . 5,0 _ .
Ejemplo 5.4 Obtener la ecuacion cartesiana de r = 2sec (5) e identificar la curva.

Solucién
Escribimos la ecuacién dada en la forma

0

2
2Y=9
TCOS(Q)
1+ cosf
TPy 29
(-0
r+rcosh =4

2+yi=4—z
Elevamos al cuadrado, desarrollamos y simplificamos

y’ = —8(z —2)

La ecuacién dada corresponde a una pardbola, curva que fue estudiada en el capitulo
anterior.

Ejemplo 5.5 Expresar la ecuacion 1 =4 sen(20) cos@ en coordenadas cartesianas.

Solucién
Multiplicamos la ecuacién dada por r
conveniente

3. después agrupamos los términos en forma

r* = 8(rsenf)(r cos §)?
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y usando las ecuaciones (2), obtenemos:
(2% +y?)? = 82%y

Ejemplo 5.6 Transformar la ecuacion (x? + y2)5/2 =32+ 3 y* - 18 2%y® en una
ecuacion en coordenadas polares.

Solucion

Reemplazamos x2 + y? = r?

, £ =1 cosf ,y=r senf y obtenemos:

r® = 3rt cos* 0 + 3rtsen*d — 18r* cos? Osen?0

Factorizamos 74

=0 6 r=3(cos 0 + sen?) — 18 cos® hsend.

Usamos la identidad (cos? @ + sen?)? = 12 y obtenemos:

r=0 6 1r=23(1-2cos®fsen’d) — 18cos?hsen?d.

r=0 6 r=3(1—8cos?0sen®d)

r=0 6 r=3(1-2sen*(20))
Entonces,

r=0 6 r= 3cos(40)

Pero no es necesario dar como respuesta las dos expresiones pues la solucién r = 0 (el
polo ) estd incluida en 7 = 3 cos(40).

Esto es cierto dado que existe un dngulo 6 tal que 0 = 3 cos(40).

Por tanto, la ecuacién dada en coordenadas polares es r = 3 cos(46).

Ejemplo 5.7 Escribir la ecuacion (z? +y*)? =2 [(2? —y?)z —2 2y® ] en coordenadas
polares.

Solucién
Aplicamos las ecuaciones (1) y luego las identidades trigonométricas cos(26) = cos? 6 —
sen0 y cos(A+ B) = cos A cos B — senA senB, para obtener:

(r?)? =2 7’3[(cos2 6§ — sen?f) cos § — 2 cos 956n20]

Entonces,
=06 r=2[cos(26)cosf — sen(26)send]

r=0 6 r=2cos(30)

Como se puede verificar que el polo también estd incluido en la segunda ecuacién, la
ecuacién de la curva en coordenadas polares serd solamente:

r = 2cos(30)

230



5.3 Curvas cuyas ecuaciones estdn dadas en coordenadas
polares

La grdfica de una curva cuya ecuacion polar es FE(r;0) =0 consta de todos los puntos
que tienen al menos una representacién polar (r;6) que satisface la ecuacién dada.

Expresemos cada una de la siguientes ecuaciones polares en coordenadas cartesianas y
luego identifiquemos la curva.
a) La ecuacién: 0 = 0y (constante) 'y 1 >0,

Corresponde a una semirecta que pasa por el polo y forma un dngulo 60y con el eje
polar.

%

Figura 4.10 Semirectas

b)La ecuacién r=ry (constante) y 10>0,

Va4 y? = |ro

o _

Figura 4.11 Circunferencias con centro en el origen

c¢)La ecuacién:

r=a cos (a constante)
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r?2 = ar cosf

x2+y =ax

Completando cuadrados obtenemos:

. . a .
Luego, r = a cosf) corresponde a una circunferencia de centro (7;0), radio § y
2

que pasa por el polo.

Ansdlogamente, la ecuacion

r = —a cosf (a constante)
se corresponde con
2
G2 &
(@+35)" +y =

En ambos casos, se trata de circunferencias con centro en el eje =x.

<
<

Figura 4.12 Circunferencias con centro en el eje x

d)La ecuacién:
r=a senf (a constante)

Procediendo en forma similar a la parte c¢) obtenemos:

2 % _ @
2+ (y-3)

. . a .
Luego, r = a senf corresponde a una circunferencia de centro (0; 5), radio § y

que pasa por el polo.
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Andlogamente, la ecuacion

r = —a senf (a constante)
se corresponde con
2
9 ay a
x =) =—

En ambos casos, se trata de circunferencias con centro en el eje y.

> X

a>0

Figura 4.13 Circunferencias con centro en el eje y

5.3.1 Ecuaciones equivalentes

En el trazado de una curva cuya ecuacion estd dada en coordenadas polares, se debe tener
en cuenta que:

i) Un punto del plano tiene un nimero infinito de pares de coordenadas que lo repre-
sentan. Puede suceder que uno de ellos satisfaga una ecuacién dada, mientras que otra de
sus representaciones no lo haga.

ii) Una curva puede estar representada, algunas veces, por mds de una ecuacién polar.

Por ejemplo, la circunferencia de centro el polo y radio a puede representarse por
las ecuaciones r=a 6 r= —a.

Las ecuaciones polares que representan la misma curva o lugar geométrico se llaman
ecuaciones equivalentes.

Anteriormente se ha visto que los pares de coordenadaas (r;0) y ((—=1)"r; 0+ nm);
n € Z, representan el mismo punto.

Se puede verificar que las ecuaciones E(r;0)y E ((=1)"r; 0 + n7),n € Z represnetan
el mismo conjunto de puntos. Es decir, son ecuaciones equivalentes;son distintas formas
de representar la misma curva.

Asi, para hallar todas las ecuaciones equivalentes a una ecuacién dada se debe realizar
el siguiente cambio de variable:

r por (—1)"r
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6@ por 0+ nm para los posibles valores de n € Z

Todas las ecuaciones diferentes a F(r;0) que resulten de estos cambios, serdn ecua-
ciones equivalentes a ella.
Ejemplo 5.8 Hallar las ecuaciones equivalentes a r =14 cos6

Solucién

En la ecuacién dada reemplazamos (r;0) por ((—1)" r; 0+ nw); n € Z,

(=1)"r =1+ cos(f + nm)

Si n es un nimero par, n =2k, k € Z,

(=1)%%r =1 + cos(# + 2k)
r =1+ cosf

Si nesimpar, n=2k+1, k€ Z,

(=1)2* e =1 4 cos( + (2k + 1)
—r =1+ cosfcos((2k + 1)7) — senbse(n(2k + 1))

r=1-—cos0

Luego, la tinica ecuacién equivalente a la ecuaciéon dada es r = —1 4 cos¥f.

5.4 Grafica de curvas con ecuaciones en coordenadas polares

Sea C una curva cuya ecuacién en coordenadas polares es — E(r;6) = 0.
Para trazar la grafica de E(r;0) = 0, seguiremos el siguiente procedimiento:

1. Determinar si existe simetria de la curva respecto al eje polar, al eje 7/2 'y al
polo.

2. Calcular los puntos de interseccién de la curva con el eje polar, con el eje 7/2 'y
con el polo.

3. Calcular las coordenadas de un nimero suficiente de puntos de la curva para obtener
una gréfica adecuada.

4. Trazar la grifica de la ecuacion.

A continuacion se detalla como realizar cada uno de los pasos del procedimiento descrito
para graficar una ecuaicén en coordenadas polares.

1) Simetrias
Simetria de C respecto al eje polar
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La curva C es simétrica respecto al eje polar, si cada punto P € C admite un punto
P’ € C tal que el eje polar es perpendicular al segmento PP’ y lo interseca en su punto
medio M. En la figura observamos que los tridngulos rectangulos OMP y OMP 'son
congruentes. De aqui se deduce que las coordenadas de P’ son: (r;—0)y (—r; 7 —6).

y
A

P(r; 0)

P'(r; @)= P'(-1; m—6)

Figura 4.14 Py P’ son simétricos respecto al eje polar

Por lo tanto, si para todo P € C se cumple:

P(r;0) € C = P'(r;—0) 6 P'(—r; m—0) € C, entonces la curva es simétrica al eje
polar.

Simetria de C respecto al eje /2

La curva C es simétrica respecto al eje 7/2 (se considera al eje 7/2 como la recta
que pasa por el polo y coincide con el eje Y ), si por cada punto P € C existe un punto
P’ €C tal que el eje w/2 es perpendicular al segmento PP’ en su punto medio Mj.

En la siguiente figura vemos que los tridngulos rectangulos OM1P y OM;P ' son
congruentes. Deducimos que las coordenadas de P’ son: (r; m—0) y (—r;—0).

P'(r;in—8=P'(-r; -6 M P(r; 8)

\

Figura 4.15 P y P’ son simétricos respecto al eje 7/2

Por lo tanto, si para todo P € C se cumple:
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P(r;0) e C = P'(r;m—60) 6 P'(—r; —60) € C, entonces la curva es simétrica al eje
/2.

Simetria de C respecto al polo

La curva C es simétrica respecto al polo O si para cada punto P € C se cumple el
punto P'(r; 7+ 6) 6 P’'(—r; ) también se encuentra en C.

P(r; 6)

Y

P'(r;n+8 =P'(-r; 0

Figura 4.16 P y P’son simétricos respecto al polo

Criterios de simetria para curvas con ecuaciones en coordenadas polares

De lo visto anteriormente, se puede concluir que la grédfica C' de una ecuacién E
(r;0) =0 es simétrica respecto al eje polar, al eje 7/2, al polo si al hacer algunas de las
sustituciones indicadas en la segunda columna la ecuacién E (r;0) =0 no cambia.

Simetrias de C' respecto al Reemplazar en E(r;0) =0

Eje polar (r;0) por (r;—0) o (—r;m—20)
Eje m/2 (r;0) por (r;m—60) o (—r;—0)
Polo (r;0) por (r;m+0) o (—r;0)

Nota:También es posible analizar la simetria haciendo uso de las ecuaciones equiv-
alentes. Esto quiere decir que basta hacer los primeros reemplazos y luego comparar la
ecuacién resultante con la ecuacién original y con las equivalentes. Si la nueva ecuacién
coincide con alguna de ellas, entonces hay simetria.

2) Intersecciones
Intersecciones de C con el eje polar
Esto implica hallar los valores de r cuando 6 = nrw. Es decir,

E(r; nmt)=0 con n€ Z

Intersecciones de C con el eje /2
Esto implica hallar los valores que asume r cuando 6 = (2n+ 1) 5. Es decir,

E(r; (2n+1)g):0c0n neZz

Intersecciones de C' con el polo
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Esto implica determinar si existen valores de 6 que satisfagan la ecuacién cuando
r = 0. Es decir,
E; 9)=0

3) Calculo de algunos puntos de C

Asignando valores a 6 se obtienen valores correspondientes a 7. En esta etapa se
debe usar la informacién que se haya obtenido sobre la simetria de la grafica.

4) Trazado de la gréfica de la ecuacién

Con toda la informacién anterior, se grafica la curva que satisface la ecuacién

E(r; )=0
ubicando los puntos segin varie 6.

Ejemplo 5.9 Graficar la ecuacion r =1+ 2 cos(30).

Solucién
Analizando simetrias:
Al reemplazar (r; 0) por (r; —0) se obtiene
r =1+ 2cos(—30) =1+ 2cos(30).

La curva es simétrica respecto al eje polar.
Siguiendo un procedimeinto como en el caso anterior se obtiene que la curva no es
simétrica respecto al eje 7/2, ni al polo.

Analizando interceptos:
Si 0=0, r=3 si 0=m r=-1 ysi 9:%, r=1.

0 =
Luego, el polo pertenece a la grifica de la ecuacion.

Graficamos la curva usando los puntos obtenidos anteriormente.
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Figura 4.17 Gréfica de r = 1 4 2 cos(30)
5.4.1 Grafica de lugares geométricos importantes con ecuaciones en co-
ordenadas polares
A continuacién se presentardn algunas ecuaciones que corresponden a curvas polares us-
adas frecuentemente.
Caracoles

La ecuacién polar de un caracol es de la forma:

r=azxbcosf 6 r=axtbsend cona>0y b>0

La forma de la curva depende de las medidas relativas de ay b.
Si a < b, lacurva se llama caracol con lazo interno.

Si a =0, la curva se denomina cardioide.

Si a > b, la curva se llama caracol aplanado.

Ejemplo 5.10 Graficar las curvas cuyas ecuaciones polares son:
a) r =1— cosf
b)r=1-2sen6
c)r=1,5+ sen 0

Solucién
Siguiendo el procedimiento descrito previamente para graficar curvas cuyas

ecuaciones han sido dadas en coordenadas polares, se obtiene:

a)

Figura 4.18 Gréfica de r =1 — cosf
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Figura 4.19 Gréfica de r =1 — 2senf

\j

Figura 4.20 Gréfica de r = 1,5 + senf

Lemniscatas

Son curvas cuya ecuacién tiene la siguiente forma:
r2 = a%cos(20) o r? =a’sen(26), a > 0.
Ejemplo 5.11 Graficar las curvas cuyas ecuaciones son:

a) 2 =2 sen(20)
b) 72 = 4 cos(26)

Solucion
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Siguiendo el procedimiento descrito previamente para graficar curvas cuyas ecuaciones
han sido dadas en coordenadas polares se obtiene, respectivamente:

a)

15

Y

Figura 4.21 Gréfica de r? = 2sen(26)

b)
y
15t
10
o.s/_\
] 7 N T S
—05}
10}
Figura 4.22 Gréfica de % = 4 cos(26)
Rosas

La ecuacion de una rosa es de la forma

r=acos(nf) o r=asen(nd), ne€ Z"

La rosa tiene n hojas o pétalos si m es un ntdmero impar, y tiene 2n hojas si n
es un nimero par.

Ejemplo 5.12 Graficar las curvas cuyas ecuaciones son:

a) r = 2sen(20)
b) r = 2cos(50)

Solucion
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Siguiendo el procedimiento descrito previamente para graficar curvas cuyas ecuaciones
han sido dadas en coordenadas polares se obtiene, respectivamente:

a)

Figura 4.24 Gréfica de r = 2 cos(50)

5.4.2 Interseccién de curvas polares

Sean las curvas Cp: E(r;0) =0 y Ca F(r;60)=0.
Los puntos de interseccién de C; y Cs se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones

E(r;0) =0, F(r;0) =0

y verificando si el polo es un punto comun.
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En general, para obtener todos los puntos de interseccién de dos curvas se resuelven
también los sistemas de ecuaciones equivalentes.

Ejemplo 5.13 Graficar la curva C:r = +v/senf

Solucion

La curva C es simétrica respecto al eje m/2.

Puntos de interseccién de C con el eje polar y con el eje 7/2:
(0;0), (0;m), (1;7 /2). Luego se verifica ademds que el polo estd en la grafica de C.
Para determinar los valores que puede tomar 6, se debe tener en cuenta que senfl > 0.

Luego, 6 € [0;7].

Tabulando algunos puntos de paso de C , se obtiene:

/6

/4

/3

1/ V2

1/ V2

V3 / V2

Y graficamos:

-1.0

Figura 4.25 Gréfica de C:r = Vsenf

1.0

\j

Ejemplo 5.14 Calcular las coordenadas polares de todos los puntos de interseccion de las

curvas C (de la pregunta anterior) vy la curva C1 : 12 = cos(26).

Solucion

Resolvemos el sistema de ecuaciones r = v/senfl y 72 = cos(26)

Entonces,

senf =1 — 2sen?f < 2sen’0+ senf —1=0

3 34 1.z 1.
Luego, los puntos de interseccién de la curva son (E’ g> , (E’ s

como se muestra en la siguiente grafica:

1
0:—
SENY 9

242

0= m/6, 57/6 y el polo r = 0.

51

) y el polo, tal



15T

\/

=05

-10}

Figura 4.26 Graficade C:r=+Vsenf y 12 = cos(26)

5.5 Problemas propuestos
1. Graficar los puntos cuyas coordenadas polares son las siguientes:

(a) P(=1; 7/4)
(b) Q(=2; —57/3)
(c) S(2;—7/6)

Luego, hallar sus coordenadas cartesianas.

2. Graficar cada una de las siguientes regiones:

(a) 1
(b) 1

IN
IN

r 27_ SQS

wl

IN
IN

r <0<

il
6
T
9 _ r
’ 4

S

3. Hallar las ecuaciones en coordenadas polares de las siguientes curvas:
(a) z=a

(b) y=0

(c) Ar+By+C=0

(d) 23 +y3 = 3zy

4. Graficar las siguientes curvas polares:

senb

a
0

(c) r =3 secl
3
2

(d) r== (1 —cos20)
5. Hallar los puntos de interseccién de las curvas C; : r = —3 senfl, Co:r =3+3
sent

6. Dada la curva C: (22 + y?)* = 1622y?
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(a) Escribir la ecuacién de la curva en coordenadas polares.

(b) Calcular las coordenadas polares de todos los puntos de interseccién de las
curvas C y Cy:7r =2 senf.
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Capitulo 6

Vectores en el Plano y en el
Espacio

6.1 Coordenadas de un punto en R? y en R3

Como se vio en el capitulo de Geometria analitica, cada punto P del plano se puede
representar por un par ordenado (z;y), donde = y y son nimeros reales. Denotaremos a
todos los pares ordenados como el conjunto R?.

También es cierto que cada punto P del espacio tridimensional se puede representar
por una terna (z;y;z), donde z, y y z son numeros reales. Esto se hace de la siguiente
manera:

Se consideran las distancias dirigidas del punto P a tres planos mutuamente perpen-
diculares. La distancia dirigida de P al plano yz es la coordenada z, la distancia dirigida
de P al plano xz es la coordenada y, y la coordenada z es la distancia dirigida de P al
plano xy. Estas tres coordenadas se denominan coordenada cartesianas rectangulares de
P.

" P=(y;2)

Y

Figura 5.1 Coordenadas de un punto en el espacio
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De esta manera, se establece una correspondencia entre los puntos P del plano con los
pares ordenados (x;y) y entre los puntos P del espacio tridimensional con el conjunto de
ternas (z;y; z).

6.1.1 Distancia entre dos puntos

La distancia entre dos puntos A = (z1;y1) y B = (22;92) de R2, se define mediante la
siguiente férmula;:

(A5 B) = /(@2 — 21 + (g — 1)

En el caso que los puntos sean de R3, A (z1;y1;21) v B (z2;%2; 22) , la distancia entre
ellos se definird de la siguiente manera:

d(A; B) = \/ (@2 — 21 + (g2 — p1)* + (22 — 21)

En particular, la distancia del punto M (z;y; z) al origen de coordenadas O(0;0;0) se
determinard por la férmula:

d(M;0) = \/a? +y? + 22

Ejemplo 6.1 Demostrar que el tridngulo de vértices P (—2;4;0), @ (1;2; —1) y R(—1;1;2)
es un tridngulo equildtero.

Solucién
Como se verifica que:

d(P;Q)=v9+4+1=+14

d(P;R) =14
d(R;Q) =14

se concluye que el tridngulo PQR es equildtero.

Ejemplo 6.2 Encontrar la distancia del punto P (3;7;—5) a cada uno de los siguientes
planos.

a) Plano zy.
b) Plano zz

Solucién

a) La distancia del punto P al plano zy es igual al valor absoluto de la coordenada z,
|—5| = 5.

b) La distancia del punto P al plano xz es igual al valor absoluto de la coordenada vy,
|7 = 7.
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Ejemplo 6.3 Encontrar la longitud de la mediana del triangulo con vértices A (1;2;3),
B(—2;0;5) y C (4;1;3), relativa al vértice A.

Solucién
Sea M el punto medio del lado BC entonces M (2; %; 4). La longitud de la mediana

AM es @

6.2 Definicién de vector

Divesas magnitudes como la velocidad, la aceleracién, la fuerza, el campo eléctrico, entre
otras, deben ser descritas vectorialmente. Esto quiere decir que para conocerlas se debe
tener informacién de su magnitud, direccién y sentido. Un vector es un objeto matemaético
que permite reconocer estas tres caracteristicas.

6.2.1 Vectores en R?

Se define un vector " en el plano como un par (a;b) de modo que:

i) su magnitud es Va? + b2,

ii) su direccién estd dada por la direccién de una recta cuya pendiente es g

iii) su sentido es el del segmento dirigido con punto inicial (0;0) y punto final (a;b).

Decimos que dos vectores son iguales si tienen la misma magnitud, direccién y sentido.
En el siguiente grafico se muestran distintas representaciones geométricas de un mismo
vector. Todas ellas resultan de trasladar paralelamente uno de ellos.

/

.

/
/

Y

Figura 5.2 Distintas representaciones geométricas de un mismo vector en el plano

Notemos que se mantiene constante la magnitud (tamano), la direccién (todos son
paralelos) y el sentido (fijada la direccién, todos apuntan en el mismo sentido).
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Algebraicamente ocurre que los vectores w = (ai;b1) y v = (ag;be) son iguales si
sus componentes coinciden: a; = ag; by = by

Se puede concluir entonces que un vector tiene infinitas representaciones geométricas
pero solo una representacién algebraica.

También se pueden definir vectores teniendo como informacién el extremo inicial (P)
y el extremo final (@) de una de sus representaciones geométricas. En ese caso, el vector

se denota por P() y sus componentes se obtienen restando las coordenadas de Q y P.

—
PQ=Q—-P
Asi,
— —
PQ =0R
y
A
Q
P
R

\
x

. . . . . == g
Figura 5.3 Distintas representaciones geométricas del vector PQ) = OR

6.2.2 Vectores en R?

Anglogamente, se pueden definir vectores en el espacio empleando ternas: (a;b; ¢).De esta
manera;:

i) su magnitud es vVa? + b2 + ¢2,
ii) su direccién estd dada por la direccién de la recta que pasa por el origen y por el
punto (a; b; c)

iii) su sentido es el del segmento dirigido con punto inicial (0; 0; 0) y punto final (a; b; ¢).

Decimos que dos vectores son iguales si tienen la misma magnitud, direccién y sentido.
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N

7
P
7

Figura 5.4 Distintas representaciones geométricas de un mismo vector en el espacio

Ejemplo 6.4 Si el vector @ tiene como punto inicial al punto A (1;3;2) y como punto
final al punto B (5;8;—1), entonces el vector @ estd dado por

@ =B—A=(58;—-1)— (1;3;2) = (4;5;—3) .

N

B(5;8;-1)

Figura 5.5 Representacién del vector @

En la siguiente seccién se hard referencia nuevamente a estas ideas y se definirdn
operaciones entre vectores.
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6.3 Operaciones definidas en los vectores y sus propiedades

Las siguientes definiciones son vilidas en particular para n=2 y n=23.

6.3.1 Igualdad de vectores

=l

. . _
Como se mencioné anteriomente, dos vectores a@ = (ai;...;a,) y

son iguales,

— - .
ad =b<a;=b; paratodoi=1,...,n

6.3.2 Adicién de vectores

—
La suma de dos vectores @ = (ag;...;an) y b = (b1;...;b,)en R™ se define como otro
vector que se detemina de la siguiente manera:

T+ b = (a1 + b1 an + by)

Interpretacion geométrica:

Figura 5.6 Interpetacion geométrica de la adicién de vectores

6.3.3 Multiplicacién de vectores por escalares

A un nimero § € R lo llamaremos escalar.
El producto de un escalar 3y un vector @ = (a1, ..., a,) € R" es el vector 3@ definido
mediante

BE) == (Bal, ...,Ban) .

Si f=—-1y @ €R", el vector
—
—a

= (7(11’ X3 7(171) :

. . _
se denominard inverso aditivo u opuesto del vector « .
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6.3.4 Sustraccién de vectores

—
—_— . o e, —_ . oy
La resta de los vectores @ y b se define mediante la adicién de @ con el inverso aditivo
—
de b:

— —
— —
a—b=ua —-b

+

)

Interpetacion geométrica:

ol

ol

Figura 5.7 Interpetacion geométrica de la sustracciéon de vectores

Propiedades
ﬁ
Para todo @, b, ¢ € R"y «, 8 € R se cumple:

2 (?+?)+?:?+<7+?)
3.7+0="17
4. T+ (-a)=0

6.3.5 Vectores Paralelos

— - —n7 . . ,
Dos vectores no nulos @ y b en R™ son paralelos, @’|| b, si existe un nimero un 5 € R
tal que

—

b =pd

-
Si 8 > 0 entonces los Vectogs @y b tienen el mismo sentido.
Si B <0, los vectores @ y b tienen sentidos opuestos.

Observaciones
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El vector cero 0 = (0;0;0) es paralelo a todos los vectores, pues 0 =07 para todo
@ € R
El vector @ es paralelo consigo mismo, porque existe un escalar, 1, tal que @ = 14’

— —
Ejemplo 6.5 jPara qué valores de m los vectores @ = mi — m? + %mk y b =
—
37 — 37 + 4k son paralelos?

Solucién
SATA —n 7 — - e 4_> -
De la definicién a'|| b < Im € R tal que @ :m<z —J +§k) = b. Luego,
m=3r, reR.

—
Ejemplo 6.6 Demostrar que si @ y b son vectores paralelos a € entonces el vector
— - —
aa + B b esparalelo a ¢ para todo o y B escalares.

Solucién

Como @’|| ¢ =Existe un niimero o € R tal que @ = a¢ .
- . — N
Como b ||¢ =Existe f € R tal que b =f¢.
Y veremos que la suma de dos vectores paralelos al vector ¢ también es paralelo al
vector ¢.
En efecto,

+b=ac+pc=(+p)C=AC,con \=a+p

Ejemplo 6.7 Las coordenadas de tres vértices del rectingulo ABCD son A(—2;—6),
C(2;6) y D(—6;—2). Los puntos M y N pertenecen a los lados CD y AB, respecti-
vamente. Si el vector W, con extremo inicial N y final M, es paralelo al vector (1;—3),
responder las siguientes prequntas empleando vectores.

a) Hallar el punto B, el vector u y el punto E en el segmento DC de modo que AE
sea paralelo a .
b)iSon los puntos M y N tunicos? Justificar.

Solucién
a) De los datos se tiene

—
DC = (8;8)
—_—  —
Como DC = AB entonces las coordenadas de B.
—
B=A+DC = (6;2).
También @ = NM es paralelo al vector (1; —3) entonces NM = « (1; —3) para algiin

— — — —
Tomemos E de modo que AE sea paralelo a NM entonces NM = AF = «(1;-3).
— —_— — —
Ademas, AF = AD + DFE , donde DE = SDC para algin 3, por ser paralelos.
Entonces
a(l;=3) = (—4;4) + (8 8).
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a = —2, por lo tanto, AE = (—2;6).
. N T —
Asi, NM = u = (—2;6) y las coordenadas de E = (—4;0).
b) Los puntos M y N no son unicos, hay infinitos puntos sobre los segmentos indicados
que cumplen con las condiciones dadas.

—
NM = (-26)=M-N
M = N+(-2;6)

— . —
Para cada punto N € AB, se tiene un M € DC.

6.3.6 Producto escalar (o producto interno) de vectores

_
El producto escalar o producto interno de los vectores @ = (21;...;2,) ¥ b = (y1;...;Yn)

en R" se define como:
-
a.b=x191+ ... + Tuyn

y se llama asi por que el resultado es un niimero real (escalar).

Propiedades

1. .0 €R

2. 7.5 =1b.a

3.7 (V+7)=ab+ae

4. (a@) D =a (E) ?) =7 (a?)

— — . —>
5. ‘a@.a > 0, para cualquier vector a

6.3.7 Norma de un vector

La norma (magnitud o longitud) de @ = (a1,...a,) € R", denotado por || @ ||, se define
como el nimero real

1@l = y/at +--- +aj

Propiedades
LJd]=0
2. [[a@|| = |a|||@]||,siendo a un nimero real.
3. @]l =1 -]
4. |@|P="7a.a

. = =
5. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: ‘ a.b ‘ < |l b

6. Desigualdad tridngular: || @ + ?H <@ + ||E>H
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Demostracién de la propiedad 4:
Si A es un numero real, se tiene que:

2
Hw . E’H =X T2+ B2 - 227D >0

Como es una expresién cuadrética positiva en la variable A , entonces su discriminante
debe ser negativo:

2
2@ b — 4@ B <0
Por lo tanto,
— —
@ <@

— — — —
7 1

Ejemplo 6.8 Dados los vectores @ =211 +3j + A% yb=317— 37 + 4?, hallar:

a) El producto escalar de los vectores @ y —20b .

b) La norma del vector —107a .

Solucién
)
) z. (—20?) = (—20) (?.?) = —260

b) |-10a || = |-10| || @’|| = 10v/4 + 9 + 16 = 10/29.
Ejemplo 6.9 Desde un punto A un barco navega 80 km hacia el punto B con rumbo
N30°0, luego avanza de B a C' con rumbo Sa’O y finalmente 130 km hacia el Este para

llegar al punto D. Si el punto D se encuentra a 50v/3km de A siguiendo el rumbo N60°FE,
determinar la longitud del trayecto de B a C y el valor de o°.

Tener en cuenta que:

Noa°FE equivale a medir, desde el norte, a° hacia el Este.
Na®O equivale a medir, desde el norte, a° hacia el Oeste.
Sa’0 equivale a medir, desde el sur, a° hacia el Oeste.

Solucién
Construimos los vectores

ADB = (—80 cos 60°; 80 sin 60°) = (—40; 40\/5)

—
CD = (130;0)

—

AD = (50\/5 cos 300;50\/§sin30°) _ (75;25\/5)

—_— = —— —_— —_— —_— - —
Como AB + BC 4+ CD = AD entonces BC = AD — AB - CD.

BC = (—15; —15%5) (

—
BCH — 30km.

Luego,
tana = V3= a = g
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Ejemplo 6.10 Dados los vectores no nulos @ = (q;r;p) y b= (p;q;r). Se cumplen las
siguientes condiciones:

i) el vector

ﬁ
tiene la misma direccién y sentido que el vector d = (r;p;q)
e — 7
ii) ¢.d = 48V3.
-
Hallar @ = || ¢|| @ + d.

Solucién
— r .
De las componentes de @ y b se tiene

= [5]=

Z = |7 (? + ?)

—
Por ser paralelos los vectores ¢ y d, existe a € R tal que

—
—
¢ =ad

Luego,
1@ (p+qr+ap+r)=a|d| (r;p;q)

de donde igualando componentes
ptgq=ar,r+qg=apyp+r=aq

Resolviendo el sistema, se obtiene a =2 y p=q=r.
Entonces @ = b = d y ¢ =2|7d]| <.
Ahora,
2 d =27 7T =27 =6p°V3 =483 = p=2

1] =2[a?|=2(3p*) =24

Finalmente,
T =24(2;2;2) + (2;2;2) = (50; 50; 50)

é
Ejemplo 6.11 Los vectores @ y b son dos lados concecutivos de un rombo. Demostrar,
empleando vectores, que las diagonales de dicho rombo son perpendiculares.

Solucién .
—_ . .
Los vectores @ y b por ser lados del rombo tienen igual norma:

—
=%
entonces las diagonales del rombo son
THby b -7
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Efectuando el producto escalar de las diagonales
2
(7 + ?) . (7 - ?) i H?H —0

Ejemplo 6.12 Dado el trapecio ABCD, cuyas bases son AB y DC, usando vectores,
demostrar que la longitud de la mediana de dicho trapecio es igual a la semisuma de las
longitudes de sus bases.

Solucién -
Sean M y N los puntos medios de los lados AD y BC, respectivamente.

Figura 5.8 Ubicacién de los vértices en un trapecio cualquiera

Los vectores

— 1—
MR = §DP
— —
RS = AB
— 1l /f— @ — —
SN = —(DC—DP—A )
2
Ademss,
P e S
MN=MR+ RS+ SN
Reemplazando,
— S — _— = — l/— —
MN:—DP+AB+—<D07 P 3)25(1) + B)
3w = 5|6 + 23
Pero,

e+ 5] = [[pe] |45

—_— ——
pues DC' y AB son paralelos.
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Por lo tanto, Hj27GH:: % (ngzﬂ‘+,H}E§H>

6.3.8 Vector unitario

Un vector unitario w € R™ es un vector con magnitud ||« || = 1.
. —_ . . . . .
Si el vector ‘@ € R™ es diferente de cero entoces el vector unitario que tiene la misma
. ., . . — 2
direccién y el mismo sentido que ‘@ estd dado por

N
a

I’

_>_>_
Uz =

Especial atencién merecen los vectores unitarios en R? que siguen la direccién de los
ejes coordenados x, y y z, respectivamente

W= (150,005 7 = (0:1,0); K = (0;031)

denominados vectores coordenados unitarios.

Propiedad
Cualquier vector @ = (ay;ay;a,) € R? se puede expresar como combinacién (lineal)
—

T I S .
de los vectores unitarios ¢; j y k, mediante

— - - -
a = (a1;a9;a3) =a1 i +azj +agk.

Propiedad
— - — — . .
Sean @ y b dos vectores no paralelos y w4 y U los vectores unitarios en las

—
. . _ . —_ —_ . . .,
direcciones de @ y b respectivamente, entonces el vector v + u 5 sigue la direccién

N
de la bisectriz del dngulo, que forman @ y b .

6.3.9 Direccién en R3

—

. ., — . . —
La direccién de un vector v € R3 se define como el vector unitario w = H—%,H

La direccién de un vector ¥ no se puede definir como el dngulo § que forma v con
el eje X positivo ya que, por ejemplo si 0 < 6 < 7, entonces existen un niimero infinito
de vectores que forman un dngulo 6 con el lado positivo del eje X, y estos vectores juntos
forman un cono.

6.3.10 Angulo entre dos vectores

Sean @ y b dos vectores no nulos de R” y 0 el angulo entre ellos. El valor de 6 € [0; 7] ,
medido en radianes se halla de la siguiente manera:

a0 a0

a. a.

05 (f) = ——— <0 =cos ! (—_>>
Il ol Il ol

Esta expresion resulta de aplicar la ley de cosenos en el tridngulo formado por los
- T = T
vectores @, by a — b.
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\

Figura 5.9 Angulo entre vectores

6.3.11 Vectores ortogonales

Se dice que dos vectores no nulos @ y b en R son ortogonales si el dngulo que forman
es ="

Se dice que dos vectores son paralelos si # =06 0 = 7.

Si @ = 0 entonces @ y D tienen el mismo sentido, si =7, @ y b tienen sentidos

opuestos.
Propiedades

. s = N N =
1. Silos vectores no nulos @ y b son ortogonales, es decir @ L b , entonces . b = 0.

L=

s — — —
2. Si @ = (a1;a2) € R? entonces un vector ortogonal a @ es el vector @ —ag;aq).

— ., —
Otro vector ortogonal al vector @ serd —a .

\

Figura 5.10 Representacién geométrica de dos vectores ortogonales

7r
El sngulo entre @ y @ es de 5 radianes.
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Ejemplo 6.13 H_a)llar un vector unitario perpendicular simultdneamente a los vectores
@ =(1-32) y b =(3-14).

Solucién
Sea ¢ = (c1;¢2;¢3). De la condicién de perpendicularidad se tiene:

s

ca =0
c. 0

de donde se forman las ecuaciones

c1—3c+2c3 = 0
3¢y — o + 4cg 0

Expresando ¢ y ¢3 en términos de ¢z, ¢ = 5co v ¢3 = —co.
—
Luego, el vector ¢ = (c1;co;c3) = (5eg; ca; —c2).
Para cy = 1, se tiene un vector que cumple con las condiciones, entonces ¢ = (5;1; —1).

Observacién:
. Ed . . A . .
Para cualquier valor de c2 # 0, el vector ¢ mantiene la direccién y la perpendicularidad
—
con b y €. Y existen infinitos vectores ¢ que satisfacen la condicién pedida.

Ejemplo 6.14 Los vectores a, b y ¢ son de igual longitud y forman de dos en dos
dngulos congruentes. Si se verifica que:

—

|~

a
—
b

M\L @.l

hallar el vector ¢ .

Solucion
Sea ¢ = (c1; c2; c3) entonces por la igualdad de normas

12l =@l =|?]|=v2

se tiene ¢} + 3+ 3 = 2...(1).
Si 6 es el dngulo formado por dos vectores entonces:

—

o _1¢ _ b7
R A e

entonces ¢ + ca = ca + ¢3 = ¢1 = ¢3... (2)

También
) @b 1
cos = = —
I v 2
entonces
c1t+e=1
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Resolviendo las ecuaciones (1), (2) y (3) se tiene una solucién para ¢; = 1, por lo tanto,
= (1;0;1).

Ejemplo 6.15 Dados los vectores ortogonales @ = (1;—1;1) y b= (0; 2x0; 20) , donde

0 >0y H b H = /6. Hallar los vectores no paralelos que sean ortogonales al vector @

tales que cada uno de ellos forme un dngulo de 7 con el vector b

Solucién

— — =
Como @ 1L b = a_).b =0= 29 — 220 + 20 =0, 20 = 0.
Reemplazando en b,

T = (w03 220; 0) = o (1;2;1) ;20 > 0.

—
Nota: Sin pérdida de generalidad, vamos a considerar a b = (1;2;1), con zp = 1.
Sea ¢ = (c1;¢2;¢3) un vector que cumple con las condiciones del problema, es decir,

— — ( —
c eIs) ortogonal al vector @ y el dngulo entre ¢ y b es 7.
e

Clad=c—ca+ec3=0—c=c1+cs.

De

— VB[ @l 55 = 3(c+ex) = V3|l
%

Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene
3 +4cies+c2 =0

Como se tienen dos ecuaciones con tres incognitas, hay infinitas soluciones.
Expresamos c; y ¢z en términos de c3:

01:03<—2:|:\/§> y 02203(—11\/3)

. . . —_ . .
Para diferentes valores de c3, se tiene diferentes vectores ¢. Por lo tanto, deben existir
infinitos vectores ¢, que cumplen con las dos condiciones, pero todos de la forma

_ <72i\/§;—1i\/§; 1) cs.

Ejemplo 6.16 En el cuadrilitero ABC'D se cumple que su diagonal AC es un eje de
—

simetria. El segmento dirigido AC se representa con el vector u 1y el segmento dirigido

AB con el vector .

Si W = (1;-4), v = (=1;-1) y A(2;6),

a) Dar las coordenadas de los vértices del cuadrildtero ABC'D que verifique las condi-
ciones senaladas.

b) ;Es cierto que las diagonales de dicho cuadrildtero son perpendiculares? Justificar
la respuesta usando vectores.

Solucién

De las condiciones del problema esbozamos un cuadrildtero que cumple con las condi-
ciones dadas.
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Figura 5.11 Ubicacién de los datos del ejemplo

a) Coordenadas de los vértices C'y B.
AC=T= C=A+7T = (2:6)+ (1;,—4) = (3:2).

De
AB="7 = B =(2;6)+ (—1;-1) = (1;5).

. .> .> . .> .
Para hallar D usamos la simetria de AB y de AD, respecto a la diagonal AB, es decir, las
longitudesde estos vectores son iguales:

|4B] = }45] = v
—_— — —_— —
y los dngulos entre AC'y AB y entre AC'y AD también, luego:

— — TR =
u. v 3 AD. Y
COS&x = = =

] Ve V34

—
Sea AD = (z;y). Reemplazando en la ecuacién anterior

3 AD. W
V34 V34

Ademss,

|4D| = l@w)l=v2

xz—i-yz = 2.

Resolviendo estas ecuaciones se obtienen dos soluciones

177 T 17
r = —-ly=-1
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Elegimos la solucién que no representa a AB

— 23 -7 57 95
- (22)-p-amn- (L2)

b) De
1717

se concluye que las diagonales del cuadrildtero ABCD son perpendiculares. Por lo
tanto, el cuadrilatero ABC'D es un rombo.

AC.BD = (1;-4). <40- 10) =0

—
—
a b

de R%2. Demostrar que drea del
1 7L =7
‘ donde b~ es el vector b rotado

Ejemplo 6.17 Sea 0 el dngulo entre los vectores a y
L = ) =
paralelogramo formado por @ y b estd dado por ‘ a.b

90° en sentido antihorario. Tener en cuenta que si D = (b1;b2) entonces D= (—bo;b1).

Solucion
é

—
Vamos a considerar los vectores @, b y el ortogonal b+

Si 0 el dangulo entre los vectores @

Ademass,

s

y D entonces (% —0) es el dngulo entre @ y L

= =11
El drea de un paralelogramo estd dado por el producto de las longitudes de la base y

la altura.
. _ - - .
Si || '@’|| es la base yH h H = H b H sin § es la altura entonces:

A

1| %] = i=|

(IIWH H?LH cos (90° — 6°)

?Hsin@‘

é
‘E’.bL‘.

6.3.12 Proyeccién ortogonal de un vector sobre otro

-, = n — — . N —
Sean @ y b dos vectores en R™ con b # 0. La proyeccién de @ sobre b, denotado por
Pr? @, es el vector
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Figura 5.12 El vector @ se proyecta ortogonalmente sobre el vector b

6.3.13 Componente de un vector sobre otro
=

. a. . ‘ — N ( —
Al nimero —— se le denominard componente de @ sobre b, y se denotard por C’omp€> a.
|0
Propiedades

_
L Pry @ es paralelo a b .

a.o
— 2

16l

3. Prod es independiente del vecor b, es decir, Prp @ = Pr— d, para cualquier
a€eR,a#0.

—>

a

4. ‘Pr—b> E)H = ‘Comp—l; ‘

ﬁ
5. a — Pr? @ es ortogonal a Pr? @ yporlotantoa b.

Ejemplo 6.18 Los puntos A (5;1) y B (8;3) son vértices consecutivos del cuadrado ABCD.
Empleando vectores, hallar:

a) Las coordenadas del los vértices C'y D. (Dar solo una de las dos posibles soluciones).
—_— —
b) El drea del paralelogramo determinado por los vectores AB y 2AC, considerando
el resultado obtenido en a).
Solucioén.
a) Esbozamos un gréfico del cuadrado ABCD.
— — — —_—
Si AB = (3;2) entonces un ortogonal de AB es AC' = AB+ = (-2;3).

Figura 5.13 Ubicacién de los datos del ejemplo
Luego, las coordenadas de C, de AC = (—=2;3) = C — A, se tiene

C=A+AC=(-2:3)+ (83) = (6;6).
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— —
Similarmente, DC' = AB = D = (3;4).

b) Como el drea de un paralelogramo es igual a la longitud de la base por la longitud
de su altura, entonces determinemos cada uno de estas longitudes.

Longitud de la base: HZA‘C>’H = 2/26.
En el tridngulo ABH, donde H es el pie de la altura trazada de B, se tiene HA.B>H =

13;2)]| = v13.
Luego,
HPrA—CwﬁH = ‘CompA—C:A—B)‘ = 13 = Hﬁ”
V26

Por el teorema de Pitdgoras, la longitud de su altura es:

IRE

Finalmente, el drea del paralelogramo es
— | || == 13
] 7] =205 <

Ejemplo 6.19 FEn un tridngulo equildtero ABC', el vector AB es paralelo a W = (0; —1;1)
y el punto Q = (1;—4;7) es tal que el vértice A pertenece al segmento QB. Hallar las
coordenadas de los vértices A y B del triangulo ABC' si C (—4;1;0).

Solucién

. .
Proyectamos QC' = (—5;5; —7) sobre el vector w.
Sea QM = Pr;QC, donde M € QB.

|

Figura 5.14 Representacién de los datos del ejemplo

Como Q.C>'—>
QM =Pr;QC = ||E>||2 w = (0;6;—6)

— —

y QM = M — @Q, entonces M = Q + QM = (1;2;1).
—

Luego, CM =M — C = (5;1;-1).
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o =5

Como el tridngulo ABC' es equildtero,

— —
AMH - HMBH =3,

—
El vector unitario que tiene la misma direccién y sentido que los vectores QM, AM y

—
MB es

-

N
u

gl

Tl (0%@

—_— — | — .
Luego, de AM = HAMH u se tiene

— 3 3
A:M—‘MB‘ W = <1;2—;1+—>

‘ ‘u V2 V2

' ., 3 3
B:M+HMBH7:<1;2+—2;1——2)

6.3.14 Producto vectorial de vectores en R3

—
Sean @ = (a1;az;a3)y b = (by;b;b3) dos vectores en R3. Definimos el producto vectorial
como
- =
a x b = (az2b3 — agbz;azby — a1bz;aiby — azby)

que también se puede expresar como:

—

— — — —
ax b= (a2b3 — agbg) 1 + (a3b1 — a1b3) 7 + (a1b2 — azbl) k

‘ — 7 . —
Gréficamente se puede ver que el vector ‘@ X b es perpendicular a los vectores @ y

Laregla dela
mano derecha

\J

Figura 5.15 Interpretacion geomética del producto vectorial

Nota: Esta operacién no esta definida en R2.

Propiedades
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N
4. @ x b es tanto perpendicular a @ como a b .

— —
5. Si @y b son paralelos entonces @ x b = 0.

=}

. HE) X ?H = ||| H?H sin 6|, donde @ es el dngulo que forman @ y b,

=

— 7 . -
H a X b || representa el drea del paralelogramo formado por los vectores @ y b.

Demostracion de la pLOpiedad 6:
Sean @ = (a;as;a3) y b = (by;bo;bs) entonces

\?X?HQ

= (a2b3 — a3b2)2 + (a3b1 — a1b3)2 + (a1b2 — a2b1)2
2 2
= 1@ v] - (@7)

y como (?.?)2 = ||? H?H2cos29

Entonces:
2 2 2
o3 = v ] -] e
2
- ||7H2H?H sin 6

Demostracién de la propiedad 7:
De la geometria elemental, se ve que el drea del paralelogramo es igual a

11| 7|

sinf = HE) X ?H

Figura 5.16 Interpretacién geomética de la férmula para el drea de un paralelogramo
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Ejemplo 6.20 Los puntos A(1;2;3), B (1;3;0), C (1+ V5 4; 2) y D(1+ NGIE 1) son

cuatro vértices de un cubo en el que AB y CD son diagonales de dos caras opuestas.
Hallar las coordenadas de los otros vértices del cubo.

Solucién
Sean E, F,G y H los otros vértices del cubo.

Figura 5.17 Ubicacién de los vértices dados

Sea [ la longitud del lado del cubo.
— —
Como AB=B—-A=(0;1;-3) y CD = (0; —3; —1) entonces

Hﬁ”:\/ﬁzzﬁ:zzﬁ
—_— = — e~
El vector AB x CD =10(—1;0;0) = —10 7 es paralelo a DE.
— — —
DE=-li =—V5i1 = FE=(1;1;1)
Los otros vértices son

F = C—1li =(1;4;2)
G = A+l7:(1+\/5;2;3)

H=B+17 = (1+\/S;3;o)
6.3.15 Producto mixto de vectores en R?

é
Sean @, b y ¢ tres vectores que no estdn en el mismo plano. El triple producto escalar,
— T =
denotado por [@’, b, ¢’| se define por

(@, 0, ¢ =a. (¥ x7)
Propiedades

1. (7. (? x ?)

- T —

a, byc.

, representa el volumen del paralelepipedo formado por los vectores
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2. 7. (b x7 :?.(?xm:?(mﬁ)
3. 7. (b xT)eRr

Demostracién de la propiedad 1:

Sean E), ? y ?, tres vectores que no estdn en el mismo plano. Estos vectores forman
los lados de un paralelepipedo en el espacio. _

La base de dicho paralelepipedo es un paralelogramo formado por los vectores b y ¢,
por lo tanto su drea es A = H? X ?H

El vector ? X € es ortogorgl tanto a b como a ¢ y, por tanto, es ortogonal al
paralelogramo determinado por b y €.

La altura del paralelepipedo, h, se mide a lo largo del vector ortogonal al paralelogamo,
en este caso, ? X C.

ol
x
ol

h
e
b

Figurab.18 Interpretaciéon geométrica de la férmula para hallar el volumen de un paralelepipedo

h = C’on"Lp?X?E>
@ (b x7?)
|7
Entonces el volumen del paralelepipedo
@ (b x7?)
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Ejemplo 6.21 Calcular el drea del paralelogramo determinado por los vectores @ + 3?

Yy 3?+€> A= H?H =1 y el dngulo formado por @ y B es 30°,

Solucién . .
El niimero H @ +3b ) X (3? + b ) H representa el drea del paralelogramo.

Aplicando propiedades de producto vectorial se tiene:

H(?+3?)x(3?+?)H - sHﬁx?H
- o131 ()

Ejemplo 6.22 Hallar el volumen de una pirdmide triangular que tiene por vértices los
puntos A (2;2;2), B(4;3;3), C(4;5;4) y D (5;5;6).

Solucién
- T - . . . o, .
Los vectores AB, AC' y AD coinciden con las aristas de la pirdmide y convergen en el
vértice A:

—
AB = (2;1;1)
—
AC = (2;3;2)
—
AD = (3;3;4)

el producto mixto de estos vectores
— —_— —
AB - (ACxAD) =7

—_— — -
representa el volumen del paralelepipedo generado por AB, AC' y AD.
Luego, el volumen de la pirdmide triangular es la sexta parte, %.

Ejemplo 6.23 Alostmr que los vectores @ = 70 — 37 + 2?,
— - -
c J k

|

, son coplanares.

Solucién
El producto mixto de estos vectores es

@ (Vxe)=0
por lo tanto, por la propiedad 4 son coplanares.
Ejemplo 6.24 EMZ tridngulo rectdngulo %BC recto en B, las coordenadas del vertice
A son (6;3;-2), AC = (—8;3;5) y PrzoBM = (—3;—%; 1), siendo M un punto sobre

— — =
ﬂado AC. Hallar el volumen del paralelepipedo determinado por los vectores BA, BC y
BR, si R(2;12;-2).

Solucién
Como A (6;3; —2) y del vector

AC = (—8,3,5) = C — A se tiene
C = (6;3;—-2)4(—8;3;5) = (—2;6;3).
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Figura 5.19 Ubicacién de los datos del ejemplo

Ahora hallaremos las coordenadas del vértice&>
Como Pr zzBM = (—3; —3:1) es paralelo a BC' entonces existe 7 € R, 7 # 0 tal que

N 3
BC=r <—3; —5 1>

—
De BC' = C — B se tiene que:

B:C’—r<—3;—g;l) = <—2+3r;6+gr;3—r>.

Por lo tanto,

—
AB=B—A=(-2+3r—6;6+15r —3;3 —r+2).

—_— =
Los vectores AB y BC son ortogonales entonces

— —

AB - BC
3
(—2+4+3r—6;6+1.5r—3;3—r+2)- <—3r;—§r;r> =

Resolviendo

r(r—2)=0=r=0VvVr=2
Luego, B (—2;3;6) V B(4;9;1); descartamos B(—2;3;6) = C.
—_— = —
Finalmente, el volumen de paralelepipedo formado por los vectores BR, BA y BC es

V=|BR- (BAx BC)| = |(~2:31) - (21; ~14;42)| = 420",

Ejemplo 6.25 Demostrar que el volumen del tetraedro (piramide triangular) determinado

— —
por los vectores @, b y € es %. ‘E).( b x ?)‘

Solucién
Sea el tetraedro ABC D con base el tridngulo ABC es la base. La altura del tetraedro
parte del vértice D hacia el tridngulo ABC.
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Figura 5.20 Ubicacién de los datos del ejemplo

Sabemos que el volumen del tetraedro es

1
V = G (drea de la Base) (altura)

_ —_— — -_— —
Denotemos por @ = AB, b = ACy ¢ = AD. ~ ~
Si la base del tetraedro es el tridngulo formado por @, b y @ — b, entonces su area

i
serd igual a % H? X b H

La altura serd un vector paralelo al vector @ x 7 Especificamente ‘ Pr_ —c H
o] = foomp 7| = . ()
axb xb
[ 7] H
Reemplazando,
1
V=g (7.(? X ?)(

6.3.16 Problemas propuestos

1) Sean A(3;—1;6) y C(—4;—10;11) dos veértices del tridngulo isésceles ABC, cuyo lado
no congruente BC mide /416 unidades. Si el punto P(1; —3;20) pertenece a la mediatriz
del segmento BC, hallar empleando vectores las coordenadas del vértice B.

2) a) Dados los vectores @ = (—3;4;1) y b = (3; V2 5), determinar un vector ¢ que
sea ortogonal al vector (0;1;0), tal que @.¢ =6y C’ompﬁ? =1.

b) Seanr = |[Prz ¢ |y s= HPY7?‘ ,

3)Sea PQRS un cuadrado de drea 1u2, donde P (—1;3) y P.Cj tiene la misma direccién
y sentido que el vector ¥ = (2;5). Hallar las coordenadas de los vértices @, Ry S.

4)Sid = (0;1;1), b= (1;1;0) y ¢ son vectores en R? que tienen longitudes iguales
y forman dos a dos dngulos iguales, determinar el vector ¢ .

5) Considerar el cuadrildtero ABC'D recto en B, el vértice A (0;20) y los vectores

— —
AC = (10; —130) y AD = (55; —53)
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___Siel vector BM es paralelo al vector E, donde M es el punto medio de la diagonal
AC, hallar los vértices del cuidrilétero ABCD.
6)Dados los vectores @, by ¢ € R3. Demostrar la siguiente identidad:

?.(7x?):?.(ﬁx?).

7) Si se sabe que:

()¢ es perpendicular a @ y a
(ii)El éngulo formado por @ y
(i) [ @) = 4,|| 7| =5 v 12l =3.

Hallar @ <_b> X ?).

S

i m
es igual a §.

8) Se tiene el trapecio ABC'D con lados paralelos AD y BC donde se cumple las
siguientes condiciones:
—
(i). AB=(2;3)
(i1). A(—4;-2)
—
(iii). BD es paralelo al vector (4; —1)
—
(iv). PropAB = 45 (3; 1).
a) Hallar las coordenadas de los vertices B y D.
— —
b) Si ademds se sabe que HBC’H = /10, hallar el vector BC.

9)En el paralelogramo ABCD de &rea 56u?, AE = Pr— E, donde A (-3;0) y
D (—2;4). Si los vectores AB y @ = (2;1) son paralelos y con el mismo sentido, de-

terminar el vector EB.

6.4 Rectas en R3

6.4.1 Ecuacién vectorial de la recta

— . . . , .
Sea @ un vector no nulo en R3.Si Py es un punto conocido, entonces existe una tnica
. . ., —
recta L que pasa por Py y tiene la direccién de a’.
— . . <.
Al vector o se le denomina vector direccion de la recta Ly a Py un punto de paso de

L.

(o1
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Figura 5.21 Elementos para definir una recta en el espacio

—
Si P es un punto genérico de la recta £, se verifica que PyP = t'a, para algin valor

de t € R, entonces las coordenadas de P se obtienen de

—
P=PF + PP

De esta manera se establece una relaciéon uno a uno entre los puntos de una recta y los

numeros reales, es decir, para cada punto P € L existe un t € R.

Asi, en base a esta coorespondencia, definimos:
L:P=P+ta,tcR

Esta es la ecuacion vectorial de la recta L.

6.4.2 Ecuaciones paramétricas de la recta

Sean las coordenadas de P = (x;;2), Py = (z0;v0;20) v el vector @ = (a1;a2;as3).

Sustituyendo en la ecuacién de L se obtiene:
(2395 2) = (wo; Yo; 20) + t(a1; a25a3),t € R

de donde
T =0+ tay

L:9 y=1yg+tay, tER
z=zy+tas

Estas ecuaicones se denominan ecuaciones paramétricas de L, con t como pardmetro.

6.4.3 Ecuacién cartesiana de la recta
Si las componentes a1, as v ag son distintas de cero, despejando t se obtiene

r—x — z — Z
r- 0_Y¥—% _ 0

ai a2 as

Esta ecuacién se denomina ecuacion cartesiana (o simétrica) de la recta.

6.4.4 Posicién relativa de dos rectas

Dadas las rectas:

L1 : P=Py+td,teR
Lo PZQo—i—S?,SER.

se dice que:

1. Las rectas £1 y L2 son paralelas si sus vectores direccién son paralelos.

2. Las rectas £1 y L2 son perpendiculares si sus vectores direccién son perpendiculares.
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Ejemplo 6.26 FEscribir la ecuacion de la recta que pasa por el punto M (3;2;—1) y corta
al eje X en dngulo recto.

Solucién
Como la recta es perpendicular al eje X y lo corta al eje X entonces pasa por el punto
N (3;0;0). La ecuacién de la recta que pasa por los puntos M y N,
y—2 z+1

:3' _— =
TES T 1

Ejemplo 6.27 Se dan los puntos A(1;1;1), B(2;3;3) y C(3;3;2). Escribir la ecuacion
—
de la recta que pasa por el punto A y es perpendicular a los vectores AB y AC.

Solucién
La ecuaciéon vectorial de la recta que cumple con estas condiciones es

—_— —
L:P=A+tABx AC; teR

L:P=(1,1,1)+¢1,2,2) x (2;2,1), teR

L:P=(1,1,1)+1t(-23;,-2), teR

Ejemplo 6.28 Escribir la ecuacion cartesiana de la recta que pasa por el punto M (0;2;1)
y forma dngulos congruentes con los vectores
— — —

T=104+27+2%; =35 y <=3k
Solucién
Sea 7 = (r1;72;73) el vector direccién de la recta.
De la condicién de dngulos congruentes se halla que 7 = (1;-1;-1).
Luego, la ecuacion cartesiana de la recta es:

y—2 z-1

Ejemplo 6.29 Considerar la recta
Li:P=(1;1;4)+1t(2;3;2),t € R,
el punto A (ai;a2;0) € Ly y la recta Lo que pasa por A y es paralela al eje Y .

a) Hallar las coordenadas de A y determine una ecuacién vectorial de la recta Lo.
b) Hallar el punto B € Ly N Ls donde

r—8 y+5 z+1

Ls:
-7 4 3

¢) Si C es un punto de Lo tal que B.C>’ es perpendicular a Lo, hallar el drea del AABC.
Solucién

a) Como
AeL;: A= (1+2t;143t;4+2t), para algin t € R
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Ademsds, A (az;as;0).
Igualando la tercera coordenada de A

A42=0 = t=-2 = A=(-3-50).

Si Lo es paralela al eje Y, entonces 7 = (0;1;0) es el vector direccién de Lo.
Luego, una ecuacién vectorial de Lo es

Lo: P =(-3-50)+t(0;1;0):¢ € R.
b) La ecuacién vectorial de

Lz :P=(8-5—-1)+r(-1;4;3);reR
Sea B € L1 N L3 entonces

B € Lj:B(1+2t1+ 3t;4+ 2t), para algun t
B € L3:B(8—71;—5+4r;—1+ 3r), para algin r

Igualando las coordenadas de B y resolviendo se obtiene
t=2,r=3 = B=(5T78).

¢) Si C € Lg entonces C = (—3; =5 + t;0), para algun t.
<
BC =C—-B=(-8;—-12+1t;-8).
— —_— —
Como BC 1Ly = BC.j =0 entonces

(—=8;—12+41¢,-8).(0;1;0) =0 = t =12

Luego C = (—3;7;0).
— —
Construimos los vectores AB = (8;12;8) y AC =

El drea del paralelogramo formado por los vectores A

—~

0;12;0).
—

y AC' estéd dado por HA—B> X A—dH

|

Sy

—_— —

AB x AC = (~16;0;16) — H,TB X R"H = 96V/2.
Entonces el area del trigngulo ABC' es 48v/2u?.

Ejemplo 6.30 Sea ABC un tridngulo isdsceles obtuso en C. Se sabe que el lado AC se
encuentra sobre la recta

Li:P=(1;-1;-1)+s(0;3;4),s €R
y el lado BC' sobre la recta
Lo:P=(4;6;3)+1(3;4;0),t € R.
Si ademds, el punto M = (—14;—9;15) se encuentra sobre el lado AB, determinar las

coordenadas de los vértices del tridngulo ABC.

Solucién
Calculamos las coordenadas del punto de interseccién C' € Ly N Lo:

C=(1,2;3).
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— —
El vector C'A es paralelo al vector de direcciéon de Ly y el vector C'B es paralelo al
vector de direccién de Lo, entonces

—
CA=s(0;3;4)
y —
CB =1(3;4;0)

Como HEH = HB—C" , entonces

15 (0;3;4)[| = [[ (3;4; 0)|| = 5[s| =5t] = s = £t

Si s =t, el angulo C' tendria coseno del mismo signo que aquel que forman los vectores
de direccién de las rectas Ly y La, es decir, (0;3;4).(3;4;0) = 12 > 0.
Como C' debe ser obtuso, entonces s = —t.
Luego
— —
CA=-t(0;3;4), CB =1(3;4;0)
De donde, A = (1;2 —3t;3 —4t) y B = (1 + 3t;2+ 4t;3).
Para hallar ¢,
—
MA = (15;11 — 3t; —12 — 4t)

—
MB = (15 + 3t; 11 + 4t; —12) .
— —
Como M A y M B son vectores paralelos

15 11-3¢
154+t 11+ 4t

Resolviendo t =0 y t = —8.
Pero con t =0 no hay tridngulo.
Parat = -8, A= (1;19;35) y B = (—23;-30;3).

6.4.5 Distancia de un punto a una recta

Sea L:P=Py+t a,t€R unarecta en R? y Qg un punto cualquiera fuera de ella.

La distancia de Qg a la recta £, se puede calcular empleando la siguiente férmula:

i o
de(Qo) = G

En efecto,
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Figura 5.22 Elementos para hallar la distancia de un punto a una recta

En el tridngulo PyRoQo de la figura, (Ry es el pie de la perpendicular trazada),
se tiene que:

d(Qo, Po) = HE)@BH y d(Po, Ro) = ‘Compa’ﬁoafo‘-

Por el Teorema de Pitagoras:

B(Q0) = P(QuPy) P (FoRo) = ||Po| — |Comps P

= |7ai’- Pwoalﬁ%ﬂ’%@rjjmﬂ@
¢ a
_ HJTQO)H? (HaH2—|\|\§||||;cos( > HPOQOH HGHQS‘I‘HQ(H@,

-
. . — , .
siendo ¢ el dngulo entre los vectores PyQp v . Tomando rafz cuadrada en ambos miem-

bros

|Poo| 1@ lsin(e) | R0 x @|
@)= F = =

Ejemplo 6.31 Considerar las rectas que no se cortan (rectas alabeadas):

Ly : P=Py+ta,teR
Ly P:Qo+r?,7’€R

a) Demostrar que la distancia d entre Ly y Lo se puede calcular con la férmula

—_—
‘POQO. C‘
d= — =
el
donde © = 4@ x ?

b) Si

Ly ¢ P=(3;-21)+1t(
r+4 y+5 =z
B "5




hallar d.

c¢) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (—4; —5;0) y es perpendicular
a las rectas L; y Lo, dadas en la parte b).

Solucién

PyQo.C
~‘_> .
a) Se verifica que Pro PyQo = ﬁTOHZC_).
c
La longitud de este vector,
Pr RiQo| = [Comp= Q|
C
es la distancia d,
~‘_> H
N ‘POQO- c ‘
‘Comp?Png‘ = W =d.

b) Sean los puntos de paso, Py (3;2;1) v Qo (—4; —5;0) y los vectores direccién @ =
—
(1;1;2) y b =(3;4;5) de las rectas Ly y Lg, respectivamente.
—_— 0L =
El vector PyQo = (=7;—3;—1)y ¢ = a x b =(—3;1;1) entonces

d=

]| <
—_

¢) La ecuacién de Lg : P = (—4;—-5;0) +s(—=3;1;1), s € R.

6.4.6 Problemas propuestos

1) Dos de los vértices de un tridngulo isésceles ABC, son los puntos A (2;1; —4) y B (7;8;5)
y la base (lado no congruente) estd contenida en la recta de ecuacién

L:P=(444)+1t(3;4;1),t € R.

Hallar:
a) Las coordenadas del punto medio de la base del tridangulo ABC.

b) Las coordenadas del vértice C'.
c) El érea del tridngulo ABC.

—_— — - —
d) El volumen del paralelepipedo generado por los vectores AB, BC'y AB x BC

2)Considerar el punto C (6;3; —2) y la recta L, cuya ecuacién viene dada por

L:P=(-26;3)+t(—6;-3;2),t eR

Si el trigngulo isésceles ACB, con base AB contenida en L, tiene un drea de 98u?,
hallar:

a) Las coordenadas de Ay B

b) El volumen del paralelepipedo de 3u de altura y que tiene como base el paralelogramo
de lados AC y CB
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Capitulo 7

Respuestas a los problemas

propuestos

Capitulo 1

Seccién 1.1.7

1) La afirmacién es falsa pues al ser la restricciéon = > % , ya se estan excluyendo
valores de x de modo que su conjunto solucién no podrd ser todos los nimeros reales.

2) La afirmacioén es falsa; basta considerar el caso donde b es negativo. Por ejemplo,
si b=-2 se tendrd que el conjunto solucién de /z > —2 es [0; +o00[ y el conjunto solucién
de > (—2)? es [4; +o0].

3)]— ; \/_[ ]\/5;+oo[

4) [0;3]
5) | —o0i 4]
6) [-1;1]
7) ] o0 3]
8) El COIIJUIltO vacio
9) | —o0; —4a® — 1] U [4a® + 1;400]
0) ]—o0; 4] U [1 + v/T; +o0
)

1) |-15; =5] U [5; 15]
Seccién 1.2.3
1)
a. El sistema no tiene solucién
b.x=4—2y=3B8—-2); z€R
2) Asumiendo que q # 0;x =a —bjy =b— <52 = 9, el sistema si tendrd solucién y
serd unica.
Asumiendo que ¢ =0y ¢ # 0, el sistema no tendrd solucién.
Asumiendo que ¢ =0y ¢ = 0, el sistema tendrd infinitas soluciones.
3)5;4y2.
1)
a. (4-z; 9-3z;2)
b. (1;0;3)
5)
a. Es imposible ya que se obtiene como solucién (—8—%; 30 %3)
b. Si es posible pues se obtiene la siguiente solucién ( 5
6)
a. La solucién no es tnica; son todas aquellas de la forma (5w; 85 — 19w, 13w — 20; w)
b. (20;9;32;4)
7)
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a. Las variables que se deben determinar son las siguientes:

x=velocidad cuesta arriba en km /h;

y=velocidad en terreno llano en km/h;

z=velocidad cuesta abajo en km/h

b. (8;15;20)

c. 2horas

8) Se transportan 60m3del aserradero A hacia la fabrica M, Om3de B hacia M y 5m?
de C hacia M.

Capitulo 2
Seccién 2.13
1)

a.3+9i

b.7-51

c. —% + %i

a. z=2-+1; w=2-i
b. z=34bi; w=2+i
c. z=-i; w=1+i

d. z=1+i; w=2-3i

7)

2 = BV I0cos B+ dsen i)

b. z:g—g 10e1s0 *

8) V2 +iv2 V2 +iv2 V2 — V25 V2 — V2
9) -2561

10) =55 — 31

1) z= 1*% Jg.%i,w :1f%i

13) 2 — 4

14)

a. {1-2i; 142i}

b. {2+i; 1-i}

c. {2;5/6 + @i; 2+2\/6 — @2}

15) V25l $2e5 i $2e5 1 2678
16)

a. {4e%i;4637w}
b. {36“i;3e%i;3e%i}
17) V3 +i

Capitulo 3
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Seccién 3.2.1
1) C(81) y D(-4;-3), altura= 4/2
(x=3)* | v* _
2) T+ g =1
3)
a. Para R(2; 4), S(0; -2) y para R(-2;4), S(-4; -2)

b. El punto medio de PQ

4)xy:%c') :L’y:—%

Seccién 3.3.9

1)

a. P(6;0),Q(10;6) y R
b. d(O; S)= id(P; C)
2) C(3;4), D(-1;1), B(0;8) y larecta x + 7y —31 =0

3) El problema tiene dos soluciones
L:17x—6y—40=0 y 2+ 18y—16=0

4)La ecuacién de la recta AB es 2z — 3y +20=0

La ecuacién de la recta BC es 22 + Ty =0

5)

a. A(5;5) y C(7; 11) 6 (3; -1)

b. D(-4; 0)

6)La recta que contiene al lado BC es 3z + 5y — 46 =0
La recta que contiene al lado AD es bz +3y —2 =0

7)

a. Mediatriz de AC: 4y + 6z = 17

Mediatriz de AB: 12y — 10z =7

b. Angulo a medido de AB a AC tal que
a=arctan(28/3)

8) 13

9)

a.C(-3; b)

b. (x+3)2+(y—5)?%= 7(96_31%%)2

10)Ly—£x ny=z;my=—x;r:y=23c

(2;8)

MLhy=z4+limy=—a+1lny=x—2;rny=2x+2

Seccién 3.4.2
1)
a. C(-2;1)
b. Los puntos son P5(0;1 — \/5) y Py(0;1+ \/5)
2)
a. k=5
b. Los puntos son P;(0; —5 — 2v/5) y P»(0; =5 + 2v/5)
c. z€[-2;10];y € [-11;1]
2 2
R

3)
) Cr:(z—4)
)
)

W

(x—4)?2+(@y-2?%=25

(x —11)2+94%2 =25
b. L: 3z —4y—8=0

c. A(35:-%)

)
6
a.

7)Cr:(x—15)2+ (y—15)2 =15%4Cy : (z —3)2 + (y — 3)%2 =

8)
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8—2(3y—4)2—(3y—2)(4—3y) _
VA By 12 =5

. 3y—4 3y—2 —
Solucién 2: (i\/4_(3y_4)2> <i2\/4—(3y—4)2—3x> =—1

Seccién 3.5.3
) (y—1)2=16z 6 (y—9)%=—-16(x—4)
2) V(e + 27+ (y - 3)7 = =

Solucién 1:

) G
3)(y —3)* =8(z — 5)
4)
ay=z+1
b. F(5; 6)
c.y=—-x+3
d. 23— S =57+ (y — 6)?

Sec(ciér)123.663 )
z—5 —7
D) S5+ Ziﬁ/? =1
2)
2—26)2 _94)2
a. | 26226) + (y24224) —1
b. (z+4)%? + (y — 24)? = 1600

Seccion 3.7.4 , ,
1) Se trata de la hipérbola de ecuacién @ + % =1

(z—6)° (y=3)? _
2) (14+V/17)2 T 2(1+V17) 1
3)

(2-1)?

a.El lugar geométrico corresponde a una hipérbola de ecuacién =5~

b.Vértices (4; 1) y (-2; 1), Focos (10; 1) y (-8; 1)

Seccién 3.8.3
1) Vértice (3—23, %)
1

(+¥B)2 2
2) TS5 =

Capitulo 4
Seccién 4.5

1) P (*Q; *@);Q (—1;,—v3) ;5 (V3;-1)

3)
a.a =rcosf
b.b = rsenf

c. Arcos@ + Brsenf +C =0
d. el polo (r=0) y

5) el polo, (3;—§)y (3: —F)
6)

a. r2 = +4 cosfsend

b. el polo, (\/5, %) (\/5, ‘%’r)
Capfitulo 5

Seccién 5.3.16
1)B(8;6;15)
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. | ;s:‘Prﬁ?Hzl;r—ks:i—i—l
O (2229, 5439 . g (—5—\@. 2+3m> ‘R (—3—\@. 7+3\/E)

N\ )i Ty v V39 Vs
4) ¢ =(1;0;1) 6 ¢ =(-3%;5—%)

5) C(10:-110): D(55:-15): B(-50,10)

6) Se pueden usar componentes.

7) 30

8)

b. C(-5;-8;1)

C.ZM

d. 21 216

2)

a. A(-8;3;5) y B(-16;15;3)
b. 252
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