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Presentacion

Estimados maestros y maestras:

uisiera, en primer lugar, destacar que su labor como docentes de Educa-

cion Basica es de enorme relevancia, toda vez que estan trabajando con

los nifios y jovenes en la construccion de los conocimientos, de una es-
tructura mental, de las habilidades y las aptitudes que les permitiran convertirse
en ciudadanos, futuros profesionistas y protagonistas en la toma de decisiones y
resolucion de los grandes retos del pals.

Consciente de su papel como Universidad Nacional, y preocupada por la edu-
caciéon en todos sus niveles educativos, la UNAM, a través de esta Secretaria Gene-
ral, y la Academia Mexicana de Ciencias (AMC) han combinado sus esfuerzos para
preparar esta serie “Ensefiando ciencias”, compuesta de cuatro libros dirigidos
particularmente a profesores de secundaria de las asignaturas de Biologia, Fisica,
Matematicas y Quimica.

Para la realizacion de esta serie, nos hemos dado a la tarea de reunir a equi-
pos de profesores e investigadores de amplia experiencia universitaria, con el fin
de disefiar y elaborar estos materiales, cuyo objetivo es proporcionar a nuestros
colegas profesores elementos valiosos en los ambitos disciplinar y metodoldgico,
y con ellos coadyuvar a preservar una educacion de calidad, basada en el rigor,
la constancia, el compromiso y el manejo de conceptos que cuentan con el sus-
tento de la investigacion cientifica de vanguardia que se realiza en las aulas y
laboratorios universitarios.

Me congratulo, pues, de poner a disposicion de los profesores de secundaria
de nuestro pais y de cualquier docente de habla hispana, estos materiales que
seguramente seran perfectibles, pero que también representaran, estoy seguro,
una oportunidad de contrastar ideas y proseguir con este didlogo continuo que
motiva la adquisicion y actualizacion permanente de nuestros conocimientos,
mismos que iran en beneficio de los alumnos.

DR. LEONARDO LOMELf VANEGAS
Secretario General de la UNAM







Presentacion

Estimados colegas:

omo parte de las tareas fundamentales que tiene la Facultad de Ciencias

en el ambito de la formacion, la investigacion y de la divulgacion cientifica,

me es grato presentar este libro que forma parte de la serie “Ensefiando
ciencias”.

Este texto, dirigido a profesores de secundaria, constituye uno mas de los apo-
yos con los que podran contar los maestros para disefiar y dirigir sus actividades
diarias; sobre todo, ha de verse como un libro de referencia para su labor docen-
te, en tanto aporta recomendaciones didacticas, actividades y contenido disciplinar
adaptados al ciclo de secundaria, pero pensando al mismo tiempo en ofrecer mayo-
res elementos y recursos: un panorama mas completo y profundo de su disciplina.

La participacion de la Facultad de Ciencias en este libro da cuenta del interés
por contribuir en la permanente y ardua labor de formar individuos del siglo XX
responsables, informados, criticos, comprometidos con su sociedad y con el am-
biente, y preocupados por sumarse al desarrollo de este pals. Pero ese desarro-
llo, que hasta hace apenas unas décadas dependia de la industrializacion y de
la mecanizacion de los procesos, el dia de hoy y hacia el futuro cercano exigira
cada vez mas de profesionales en el ambito de la biotecnologia, la fisica y las
matematicas, capaces de actuar y pensar en el terreno de la interdisciplina, de la
ciencia de datos y de la complejidad.

En este marco, resulta indispensable despertar vocaciones cientificas desde
temprana edad, fomentar el pensamiento complejo y apostar por la alfabetiza-
cion cientifica con el fin de contar con una masa critica extendida que sepa tomar
decisiones bien informadas en lo individual y para su sociedad; que pueda pre-
venir, anticipar e identificar posibles problemas, afectaciones y amenazas, pero
también oportunidades y beneficios.

Por lo anterior, sostengo que la educacion es una enorme responsabilidad
que debe tomarse con la seriedad y con toda la dedicacion que merece ya que es
el Unico recurso con el que realmente cuenta una sociedad para crecer, desarro-
llarse, vivir en armonia, ser justa, equitativa y productiva.

1
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Quisiera, en este sentido, agradecer la dedicacion y esfuerzo de los profesores
de la Facultad de Ciencias, de la UNAM y de |la Academia Mexicana de las Ciencias,
por darse el tiempo de reflexionar, trabajar su disciplina a un nivel que no es en el
que desarrollan cotidianamente su labor docente; por esforzarse, por plantearse
continuamente retos, por preocuparse en difundir los temas que los apasionan
y por estar siempre dispuestos al dialogo, a la discusién constructiva y, sobre
todo, por contribuir a que los jovenes se acerquen a la ciencia en un momento en
el que nos es tan necesaria.

Y a ustedes, estimados maestros y maestras, agradezco el trabajo que realizan
dia a dia, no sdlo para educar, sino para formar a nuestros jovenes, que seran
las generaciones encargadas de conducir el destino de nuestro pais. Espero que
este libro les sea de utilidad para cumplir con esta gran mision que tienen en sus
manos y resulte oportuno para ayudar a abrir horizontes y nuevos adeptos a
la ciencia.

DRra. CATALINA STERN FORGACH
Directora General de la Facultad de Ciencias de la UNAM



Presentacion serie
"Ensefando ciencias”

. n las Ultimas décadas, instituciones educativas de varios paises han volteado
= 3 ver y a estudiar de manera muy seria el problema de la ensefianza en ge-
— neral y de las ciencias en particular. Lo anterior, en funcion de la demanda
creciente de profesionistas que ha observado este ambito y que tendra en los
proximos afios, pero sobre todo porque la alfabetizacion cientifica es ahora, mas
que nunca, un derecho y una responsabilidad ciudadana en vistas del vertiginoso
avance gue han conocido las ciencias y la tecnologia desde el dltimo cuarto del
siglo pasadoy que, al dia de hoy, tienen una aguda penetracion en practicamente
todos los ambitos de nuestra cotidianeidad.

Este escenario nos lleva a considerar que mejorar el aprendizaje de los alum-
nos es una prioridad, y que alfabetizar en ciencias no es una tarea facil: implica
formar ciudadanos que conozcan los principales conceptos y teorias de los dis-
tintos campos de conocimiento, que sean capaces de usarlos en la resolucion
de problemas, que conozcan la naturaleza social de la ciencia y sus implicacio-
nes para la sociedad; supone también la formacion de capacidades cognitivas,
como la interpretacion de fendmenos naturales, el procesamiento de informa-
cion de distintas fuentes y la evaluacion de dicha informacion. El reto para los
docentes no es trivial; por ello, fortalecer su formacidn se convierte en una ne-
cesidad inaplazable.

Es, justamente, a partir de este compromiso que la UNAM y Academia Mexica-
na de las Ciencias (AMC) hemos asumido la tarea de elaborar la serie “Ensefiando
ciencias”, donde se analizan teorias y conceptos centrales de la Biologia, las Ma-
tematicas, la Fisica y la Quimica, con el propdsito de apoyar a los profesores en
el fortalecimiento de sus conocimientos disciplinarios, ya que éstos constituyen
un elemento central del proceso didactico. Los nuevos enfoques en el campo
de la didactica de las ciencias sefialan que es fundamental que los docentes,
ademas de una solida formacion pedagdgica y didactica, tengan una compren-
sion profunda sobre la ciencia a ensefiar y que conozcan las dificultades en la
ensefianza-aprendizaje inherentes a los distintos saberes cientificos. Por tanto,
deben contar con criterios disciplinarios claros que les permitan determinar los

13
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conceptos, teorias, modelos, entre otros, que son relevantes en la comprension
de las disciplinas cientificas en la educacion secundaria.

Por lo anterior, me es muy gratificante ver consolidado el esfuerzo de varios
colegas en esta serie que se pone al alcance de aquellos que tienen la gran tarea
de preparar y formar a nuestros jovenes en estas areas de especial relevancia
para el contexto actual.

Dr. Jost Luis MORAN
Presidente de la Academia Mexicana de Ciencias



Prologo

Estimados maestros:

— s un verdadero gusto para mi presentar este libro que forma parte de la
= serie "Ensefiando ciencias”, resultado de la labor que desde la Secretaria Ge-
— neral de la UNAM y la Academia Mexicana de Ciencias venimos realizando
desde hace mas de una década en apoyo al fortalecimiento de la Educacion Basi-
ca, Media Superior y Superior.

En efecto, he tenido el privilegio de coordinar e impulsar, desde el afio 2008,
diversos proyectos institucionales en apoyo a profesores de todo el pais, que se
han visto consolidados en cursos, diplomados, estudios diagnosticos y materiales
que alo largo de los afos se han ido ajustando y optimizando, con el Unico fin de
coadyuvar al esfuerzo que muchas instituciones y grupos de académicos hemos
venido realizando en pro del mejoramiento continuo y permanente de la educa-
Cion en nuestro pais.

A pesar de la trascendencia que tiene la formacion cientifica para los ciudada-
nos, un buen numero de trabajos muestran que los alumnos tienen dificultades
para comprender teorfas y conceptos cientificos. Existe, asimismo, una gran di-
ficultad para que modifiquen sus ideas previas, asimilen nuevas concepciones y
para que apliquen los conocimientos adquiridos. A esto se suma la frustracion de
los profesores debido a los insuficientes resultados en su practica docente. Son
diversos los factores que han originado esta crisis, y entre los mas importantes
encontramos: la distancia entre las necesidades formativas de los estudiantes y
los curriculos de ciencia; la gran cantidad de temas que abordan los contenidos
escolares y lo poco significativos que resultan para los estudiantes; en muchos
casos, una enseflanza de la ciencia basada en visiones deformadas de la activi-
dad cientifica y en estrategias memoristicas que poco alientan la formacion que
requiere la sociedad actual; las deficiencias en los enfoques didacticos emplea-
dos para abordar las estrategias de razonamiento y solucion de los problemas
propios de la ciencia.

El trabajo realizado durante estos afios parte de la consideracion de que la
formacion cientifica en campos como Matematicas, Fisica, Quimica y Biologia es

15
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fundamental para todos los ciudadanos, ya que cada una de estas disciplinas
ofrece distintas maneras de leer, comprender, transformar y preservar el mundo
que nos rodea. Los conocimientos que se derivan de estos campos de conoci-
miento pueden emplearse en la solucion de problemas socialmente relevantes y
ayudan a tomar decisiones argumentadas y razonadas; fomentan la formacion de
capacidades cognitivas como la interpretacion de fendémenos, el procesamiento
y la evaluacion de informacion, la solucion de problemas, entre muchos otros as-
pectos. Por estas razones es tan relevante que los estudiantes de secundaria co-
nozcan teorias y conceptos centrales de estas ciencias y comprendan como cada
una de ellas explica el mundo que nos rodea. Esto les aportara herramientas para
configurar un pensamiento cientifico que les permita explicar situaciones que los
afectan en su vida cotidiana y entender problemas de relevancia cientifica y social.

En este contexto, el presente libro, producto de la experiencia recabada a lo
largo de muchos afios de trabajo hombro con hombro con maestros y maestras
de todo el pais y del conocimiento y compromiso de expertos de la Universidad
Nacional Autonoma de México en estos campos del saber, busca ofrecer a los
profesores de secundaria un apoyo especialmente pensado para fortalecer sus
conocimientos disciplinarios, que acompafiados por su experiencia en el aula y
su conocimiento pedagogico y didactico, seguramente aportaran elementos para
reforzar su practica docente, tarea fundamental en estos momentos en que el
pais requiere de ciudadanos educados y comprometidos con ellos mismos, con
la sociedad y con el cuidado de la naturaleza.

DRra. RosaurA Ruiz GUTIERREZ
Profesora de Tiempo Completo de la Facultad de Ciencias, UNAM



INntroduccion al libro
Ensefiando Matematicas

Estimados colegas:

— ste libro, que forma parte de la serie “Ensefiando ciencias’, es un texto dirigi-
= do y pensado para apoyar en su labor diaria a los profesores de secundaria
— que imparten la asignatura de Matematicas.

El libro esta construido en cuatro grandes apartados escritos por experimen-
tados profesores de matematicas de la Facultad de Ciencias de la UNAM, en sus
muy particulares areas de especializacion al interior de las matematicas mismas.
Se dio total libertad a cada grupo de autores para escribir el blogue tematico que
les fue asignado, de manera que vamos a encontrar estilos y formas distintas
de abordar cada uno de los temas, lo que le da mucha riqueza y versatilidad al
conjunto.

Siguiendo, pues, los ejes tematicos del Plan de Estudios oficial 2011, el libro se
divide en cuatro blogues tematicos que se describen de manera muy sucinta a
continuacion.

El primer blogue, "Medida y nimero”, sobre los conceptos que se enuncian en
el titulo mismo. En este apartado, los autores exponen ejercicios que van deshil-
vanando hasta llegar a la expresion matematica que explica y desentrafia cada
uno de los problemas planteados por los mismos autores.

El bloque “Forma, espacio y medida” es también una aproximacion muy directa
y légica es una aproximacion muy didactica y logica a la geometria, que muestra
como desglosar los problemas para resolverlos con instrumentos y técnicas sen-
cillas que no requieren de otra cosa mas que la aplicacion de las reglas basicas de
la geometria y de animos para pensar, reflexionar y poner en practica nuestros
conocimientos.

“Manejo de la informacion” es un apartado muy agil y ameno para introdu-
cir a los alumnos a interesarse en la estadistica y la probabilidad, y cémo esta
area de la matematica se encuentra en un sinnumero de aplicaciones de la vida
real. El entendimiento y manejo de la probabilidad y la estadistica pueden ser
una verdadera ayuda para resolver problemas o tomar decisiones en nuestra
cotidianeidad.

17
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Por ultimo, el apartado “Actitudes hacia el estudio de las matematicas” tiene
el objetivo de ofrecer herramientas y estrategias para desarrollar el gusto por el
pensamiento y razonamiento matematicos, Utiles, entre otras cosas, para buscar
soluciones creativas y alternativas, asi como también para forjarse una estructura
mental rigurosa y disciplinada desde el enfoque del razonamiento matematico.

Es asi como estos cuatro blogues fueron planeados y desarrollados para en-
tablar un dialogo con los profesores de matematicas de secundaria, quienes
encontraran, sin lugar a dudas, estrategias, herramientas y valiosos consejos para
la mejora y profundizacion de su practica cotidiana.

DR. ALFREDO ARNAUD BOBADILLA
Coordinador Académico de la serie “Ensefiando ciencias”



11 Medida y numero

Manuel Jesus Falconi Magafa
Alejandro Bravo Mojica

1.1. Introduccion

| nimero es la nocion fundamental de la matematica y le ha permitido a ésta
= convertirse en el lenguaje de la ciencia y en una herramienta esencial para
resolver problemas en los mas diversos ambitos. Casi cualquier hecho de
interés para la sociedad requiere ser medido; para ello, los factores o elemen-
tos de un proceso se identifican por su valor numérico y las interacciones entre
éstos se convierten en relaciones de variables numeéricas. Por lo tanto, el manejo
de los numeros es una cuestion basica.

En este apartado mostraremos como, a partir de la idea de contar, el nimero
se convierte en un elemento para medir. También veremos que el proceso de
medir nos conduce a definir una clase de nimeros que no se pueden expresar
como fraccion de dos enteros, motivo por el cual se llaman ndmeros irracionales.

1.2. ;Qué significa medir?

Toda persona tiene una idea de volumen y de nimero. Si ponemos juntos dos
cumulos de azucar, como en la figura 1-1, seguramente, cualquiera contestara
que el de la derecha es mayor o tiene mas azlcar. También podemos distinguir,
de entre dos grupos de personas, cual es el mas numeroso. En ambos casos
hemos realizado una comparacion directa, con la cual también podemos indicar,
por ejemplo, de entre dos cintas de diferente longitud, cual es la mas larga. Sin
embargo, no siempre podemos hacer estas comparaciones directas; por ejem-
plo, sijuany Pedro tienen cada quien una cinta, pero viven en ciudades distintas,
no tenemos codmo compararlas de manera directa y, por lo tanto, no podemos
darnos cuenta de cual tiene mayor longitud.

19

Dos cimulos de dife-
rentes tamafos.



Figura 1-2.

La cinta tiene la
misma longitud que el
segmento inferior.

Figura 1-3.

El segmento superior
es el segmento unita-
rio. El inferior mide

3 unidades.

Figura 1-4.
El segmento L mide
> 2y < 3unidades.
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¢Qué hacer entonces? Podemos representar una cinta estirada con un seg-
mento de recta (véase la figura 1-2); asi, el problema consiste en saber si un
segmento recto es mayor que otro.

Para resolver estos problemas, aun en el caso de que no sea posible realizar
una comparacion directa, la humanidad cred un método que conocemos como
medicion. Para describirlo, trataremos de saber si un segmento es mas largo que
otro. El primer paso consiste en elegir un segmento M, que sera nuestra unidad
de medida. Si M cabe exactamente tres veces en un segmento L, quiere decir
que este Ultimo tiene una longitud de 3 (véase la figura 1-3); en tanto, L tiene una
longitud de 20 si M cabe 20 veces en él, y asi sucesivamente.

M

No obstante, hay segmentos para los cuales la unidad de medida no cabe un
nUmero exacto de veces. En la figura 1-4 vemos que M cabe dos veces en el seg-
mento de color verde, pero sobra una porcion; por otra parte, si yuxtaponemos
tres veces la unidad, sobrepasamos al segmento. Por lo tanto, el segmento verde
tiene una longitud > 2y < 3.

M M |

Como ejercicio, sugerimos formar varios grupos con los alumnos y a cada uno
asignarle una unidad diferente. Deberan medir la longitud de diversas partes
del salén de clases y hacer una tabla con los resultados de sus mediciones. Con
el ejercicio mostraran que:



7. El nUmero de unidades en una misma longitud medida depende de la
unidad utilizada.

2. Para algunas de las longitudes medidas, aunque sean diferentes, se re-
queriran, por ejemplo, mas de dos y menos de tres unidades.

Estas observaciones nos llevan, respectivamente, a las preguntas siguientes:

7. ¢Como se puede convertir la longitud obtenida de una unidad a otra?
2. ¢Como podemos mejorar el método para comparar dos longitudes cuan-
do no tienen un numero exacto de unidades?

Después de esta reflexion podriamos concluir que, si resolvemos la segunda
pregunta, entonces tendremos la respuesta de la primera. Supongamos que el
segmento dado tiene una longitud de entre 3y 4 unidades (véase la figura 1-5).

| M |

| |

| . |

! |

| M | M | M |

| | | |

| . |

! |
M M M M

Dividimos a la unidad en dos partes iguales y establecemos que cada una mide
/2 de la unidad. Luego, yuxtaponemos tres unidades y un segmento de longitud
1/2; si cubren exactamente al segmento dado, entonces decimos que este Ultimo
mide tres unidades mas la mitad de una unidad, lo que podemos representar
con 3 +1/2 (véase la figura 1-6). En términos de la mitad de la unidad, el segmento
mide siete mitades, lo cual representamos con 7/2. Con lo anterior, vemos que
para medir longitudes necesitamos usar los numeros fraccionarios. Del ejemplo,
ademas obtenemos que 3 + /2=7/2.

Si al yuxtaponer las tres unidades mas la mitad de la unidad no cubrimos to-
talmente el segmento, concluimos que la longitud es > 7/2; pero, si lo sobrepasa-
mos, entonces su longitud es < 7/2. En ambos casos, ya sea que la longitud resulte
>7/2 0 <7/, para intentar medir con mayor exactitud, dividimos a la unidad en
tres partes iguales y decimos que cada parte mide /3. Si después de yuxtapo-
ner tres unidades cubrimos el sobrante del segmento con una parte de longitud
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Figura 1-5.
El segmento L mide
>3y <4 unidades.



22 | MATEMATICAS 1 | PARA PROFESORES DE EDUCACION SECUNDARIA

Figura 1-6.
El segmento L mide
3 +1/2 unidades.

NI

NI

/3, tenemos que la longitud total es 3 + /3. Observemos que como cada unidad
es igual a 3/3, entonces, 3 + /3 =9/3 + 1/3 = 10/3, Si |a parte sobrante se cubre con
dos partes de longitud /3 cada una, entonces la longitud de todo el segmento
es 3 + %/3; asi, 3 + 2/3 =1/3. En este procedimiento se puede continuar dividien-
do ala unidad en tantas partes como sea necesario. En general, si para cubrir un
segmento ha sido necesario partir en n partes a la unidad y tomar m de ellas, la
longitud del segmento es m/n.

Este método para medir longitudes nos conduce a los problemas que plantea-
mos a continuacion.

1. Siun segmento mide m/ny el otro mide p/q, ;cémo podemos saber cual
es el mas largo?

2. Si a un segmento que mide m/n le unimos otro que mide p/q, (cuanto
mide el segmento en total?

Para contestar la primera pregunta, nos basamos en el hecho de que si un
ndmero x es mayor que otro ndmero y, entonces r veces el nimero x también
sera mayor que rveces el ndmero y; es decir, si x >y, entonces rx > ry (supone-
mos que r es > 0). Por ejemplo, 5 > 3, por lo tanto, 20 x 5 > 20 x 3. El reciproco
también es verdadero; si rx > ry, entonces x > y (nuevamente, suponemos que
r>0).

Ahora usemos la Ultima afirmacion. Tomamos un segmento de longitud m/n
y lo yuxtaponemos n x g veces, entonces obtenemos un segmento de longitud
m % g, esto equivale a la siguiente operacion: ng x m/n = maq.

Si yuxtaponemos el segmento p/g el mismo numero de veces (n X g), tenemos
un segmento de longitud n x p. Como en ambos casos hemos colocado el mismo
numero de veces cada segmento, concluimos que m/n > p/qg si mq > np. En caso
contrario, resulta que p/q >m/n.

Veamos: un segmento mide '9/6 y otro mide 2'/7, scual es mayor?

Como 7 x 19> 6 x 21, larespuesta es que "9/s > 21/7.

Analicemos ahora la segunda pregunta. Denotemos con L, al segmento que
mide m/ny con L, al segmento que mide p/q. Sea L el segmento que resulta al
unir L, con L, (véase la figura 1-7). Para medir el segmento L, hemos dividido a



la unidad en n partes, y se requirieron m de éstas para cubrirlo. Si tomamos una
parte de longitud 1/n vy la dividimos en g partes iguales, cada una de las divisiones
mide 1/nq, y se requieren g de estas partes para obtener un intervalo de longitud
1/n. Entonces, 1/n = g/nq y, consecuentemente, m/n = mq/ng. Luego hacemos lo
analogo, pero dividimos cada parte de longitud 1/g en n partes, lo que da como
resultado que el segmento de longitud p/q es igual a np/ng. De lo anterior, vemos
que para cubrir el segmento L se necesitan mqg + np segmentos de longitud 1/nq.

Es decir, L mide %;””; por lo tanto, %+§=mqn;np
L.=m/n L, =p/q
‘ 1
@ O O
L=m/n+p/q

El proceso descrito para medir longitudes nos conduce a los siguientes pro-
blemas:

1. ¢Como dividir un segmento en n partes iguales?
2. Con el procedimiento descrito para medir longitudes, ;se puede medir
cualquier segmento?

Para responder a la primera de estas preguntas, debemos recordar el siguien-
te resultado de la geometria: si dos triangulos tienen angulos iguales, entonces
los lados correspondientes son propor-
cionales.

A continuacién mostramos como di-
vidir a un segmento L en n segmentos
de la misma longitud. Dado el segmen-
to L, por uno de sus extremos (que lla-
maremos A) trazamos un segmento H.
Abrimos el compas, ponemos el centro
en Ay cortamos al segmento en un pun-
to P, (véase la figura 1-8); con la misma
abertura del compas, ponemos el cen-
tro en P, y trazamos el punto P, en H.
Repetimos este proceso hasta obtener
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Figura 1-7.

La longitud del seg-
mento inferior es la
suma de las longitu-
des de los segmentos
superiores.

n puntos. Ahora unimos el punto P_con
el otro extremo de L, que llamaremos B,
y por cada punto P, trazamos una para-
lela a P.B que corte a L en el punto x;
todos los segmentos xx, son igua-

les. Notemos que x, es el punto Ay x , el
punto B.

Figura 1-8.

Los segmentos Ax,,
XX, ... tienen la misma
longitud.
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En el segundo problema se plantea si una vez elegido un segmento U como
unidad, cualquier segmento L es exactamente un numero entero de unidades
0 un numero entero de partes iguales del segmento U. La respuesta es negativa.
La diagonal D de un cuadrado de lado unitario no es igual a un numero entero
de partes de la unidad; es decir, D es diferente de m/n para todo m y para todo
n; su longitud no es un numero fraccionario. ;COmo se sabe esto? Por el teorema
de Pitagoras; si/ es la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1, entonces
[?=2; asi, | =42 . En el apéndice, hacemos una demostraciéon de que v2 no es un
numero fraccionario.

1.2.1. Medicion de areas

El area de una region nos da una idea de su extension. ;Cémo podemos saber
Si una region tiene mayor extension que otra? Una forma consiste
en superponer las dos regiones, como se muestra en la figura 1-9.

Sin embargo, esto no es siempre posible; por ejemplo, si que-
remos saber cudl estado, Chihuahua o Tlaxcala, tiene mayor ex-
tension. Incluso, en caso de que podamos superponer las regio-
nes, podria ser dificil determinar la respuesta con certeza (véase
la figura 1-10).

Como en el caso de la medicion de longitudes, debemos buscar
una forma de asociar un ndmero con cada region, de modo que
si una region es dividida en dos partes, el numero asociado a la
region entera sea la suma de los nimeros asociados a cada parte.
En general, postulamos que si una region A cabe k veces en otra
region B, entonces el area de A es 1/k del area de la region B. El
4 numero asociado sera el area de la region. A continuacion explica-
mos la forma de asignarle un area a cada region.

Figura 1-9.
La region R, tiene una
mayor extension que

El procedimiento da inicio al elegir una unidad de longitud. De-
cimos que el area de un cuadrado de lado 1 es igual a una unidad cuadrada; por

la region R,. ejemplo, 1 m2 Para una region arbitraria, el procedimiento consiste en contar el
numero de cuadrados de lado 1 que cubren exactamente a la region. Una region

mide 10 m? si se cubre con 10 cuadrados de lado 1. Para asociarle un nimero

° ° (0 area) a aquellas regiones que no se pueden cubrir exacta-

mente con cuadrados de area 1, se procede a dividir el cua-

Ry drado en un numero entero de partes iguales. Por ejemplo,

si lo dividimos en tres partes iguales, cada parte tendra un

R, area igual a /3 unidades cuadradas. Podemos dividir al cua-

drado unitario en cuatro cuadrados iguales si partimos cada

o —O lado en segmentos de longitud '/2, y decimos que el area de

Figura 1-10. cada uno de estos cuadrados es /. Al dividir cada lado en

A simple vista no es
posible decidir cual es
la region con mayor
extension.

tres segmentos iguales obtenemos nueve cuadrados, cada uno de area '/s. En la
figura 1-11, hemos dividido al cuadrado en seis partes iguales, por lo tanto, cada
parte tiene un area igual a /e unidades cuadradas. En general, si cada lado del



cuadrado unitario se divide en segmentos de longitud 1/n, cada cuadrado de lado
1/n tendra un areaigual a 1/n°.

En un rectangulo que tiene un lado que mide m unidades y otro que mide n
unidades, caben exactamente mn cuadrados de lado 1y, por lo tanto, de area 1.
Entonces, el rectangulo tiene un area de mn unidades cuadradas (véase la figu-
ra 1-12); es decir, el area del rectangulo es igual al producto de sus lados.

m

\E

A

D.

C

Ahora veamos como asociar un area a un rectangulo cuyos lados tienen lon-
gitudes fraccionarias. En la figura 1-13 se tiene un rectangulo de lados /3y 3/a.

A
unidad

1 unidad

4
unidad

7 unidad

Si cada segmento de longitud /3 es dividido en cuatro partes iguales, se obtie-
ne que la longitud 5/3 = 20/12. Andlogamente, al dividir cada segmento de longitud

m=6

5/3

3/4
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Figura 1-11.

El cuadrado ABCD se
ha dividido en 6 rec-
tangulos de la misma
area.

Figura 1-12.

El rectangulo cuyos la-
dos miden 6 unidades
y 3 unidades tiene un
area de 18 unidades
cuadradas.

Figura 1-13.
Rectangulo de lados
/3y 3/a.
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Figura 1-14.

El drea del rectangulo
ABFE es dos veces

el area del triangulo
ABC.

/4 en tres partes iguales se obtiene que 3/4 = °/12. De este modo, el rectangulo
queda dividido en cuadrados de lado /12 de unidad y, por lo tanto, de area igual a
20/12%2 = 20/142. COmo se requieren 9 x 20 de estos cuadrados para cubrir el rectan-
gulo, entonces el drea es igual a 22 El 4rea del rectangulo es igual al producto

2x12°
de sus lados si definimos que el producto 2x2 es igual a 22 . Mas atin, como

5/3 = /12y 3/a = 2, entonces, 2x2-2x2-2 En general, si tenemos un rectangulo
de lados m/n'y p/q, el procedimiento anterior nos da un area |gual aA= zqz ; con
la definicion del producto vemos que A = T2=T00. Como 72=T y 2=, se llega
aqueA= %i; es decir, el area es el producto de Ios lados.

Hasta ahora hemos justificado que el area de un rectangulo con lados fraccio-
narios es igual al producto de sus lados. Por otra parte, podemos calcular el area
de un triangulo si conocemos uno de sus lados y la altura, como se muestra en

la figura 1-14a.

E C F
/‘\
’/ 1 \\
¢” : \\
r’, : \\
e 1 \\
e 1 .
. ' .
.7 o M
A D B

(b)

Construimos un rectangulo como en la figura 1-14b. Representamos con a
la longitud del segmento AB'y denotamos con h la altura del triangulo, la cual es
igual a la longitud del segmento CD. El triangulo ABC esta formado por los trian-
gulos ADCy DCB. Por otra parte, el triangulo ADC es congruente con el triangulo
AEC, y el triangulo CBD es congruente con el triangulo CBF, por lo tanto, el area del
rectangulo ABFE es dos veces el area del triangulo ABC. De manera equivalente, el
area del triangulo ABC es igual a %

1.3. Fracciones decimales

Una variante del procedimiento descrito para medir consiste en dividir cada parte
entre 10 cada vez que sea necesario. De igual manera, para medir la longitud de
un segmento contamos cuantas veces cabe la unidad de medida en el segmento,
pero si es mas largo que un nimero entero de veces la unidad, para medir la
parte restante dividimos a la unidad en 10 partes iguales y contamos cuantas de
estas partes la cubren.

Por ejemplo, si elegimos como unidad al metro (m), y para medir la cerca de un
jardin se requieren 3 m, pero sobra un pedazo de la cerca que es <1 m, entonces
partimos al metro en 10 partes iguales y vemos que la cerca restante se cubre
con cuatro pedazos de longitud /10 m; por lo tanto, la longitud de la cerca es
de tres metros mas #/10 0, simplemente, 3 + 410 m. Como una unidad es igual a



10 décimas partes, tenemos que 3 = % y, por tanto, 3 + % = % En caso de que
al cubrir la parte restante con cuatro partes de longitud /10, sobrara una parte de
la cerca < /10, entonces dividimos el segmento nuevamente en 10 partes iguales,
cada una de las cuales mide /100 m; luego contamos cuantas partes de longitud
/100 cubren la cerca que falta de medir. Si se requirieran seis partes de /100, diria-
mos que la cerca mide 3 + 4/10 + /100 m. Como 1 es igual a 100 veces /100y /10 €S
igual a 10 veces /100, tenemos que 3 + 4/10 + /100 = 346/100. Notemos que 10?2 =100y
10° = 1000, etcétera; entonces, 3 + 4/10 + 6/100 = 3 + 4/10 + 6/10%, 0 bien 7 + /10 + /100
+4/1000 = 7 + /10 + 8/10% + 4/10°.

En principio, este proceso se puede repetir tantas veces como sea necesario,
pero presenta dificultades técnicas. Por ejemplo, podemos distinguir a simple
vista que un milimetro es igual a /1000 M, pero no /10 mm, 0 sea, /10000 M. Sin
embargo, actualmente es posible medir la longitud de organismos tan pequefios
como las bacterias, cuyos tamafios se expresan en micras (1 p = /1000000 m). Algu-
nas otras fracciones del metro tienen nombres especiales; por ejemplo, /10 m se
llama decimetro (dm), /100 M es centimetro (cm), etcétera.

1.3.1. Notacion decimal

Con la llamada notacidén decimal, un ndmero como 6 + /10 + 5/10%> + 8/10° Se ex-
presa como 6.158. Después del numero entero se coloca un punto decimal
y, @ continuacion, los numeradores de las potencias consecutivas de '/10. Por
otra parte, 6 + /10 + 5/10? + &/10° = 000/1000 + 190/1000 + 30/1000 + &/1000 = 6758/1000; lUEGO,
6158/1000 = 6.158. El nUmero de ceros en el denominador de la fraccion decimal
corresponde al numero de digitos que hay después del punto decimal.

Por ejemplo, 2.072 = 2 + 7/10? + 2/10°, que en fraccion decimal es 2072/1000. ASi,
24516/1000 = 24.516 = 24 + >/10 + /100 + 6/1000. Si interpretamos el numero 245'%/1000
como la longitud de un segmento, significa que hemos partido a la unidad en
1000 partes iguales y se han requerido 24516 de esas partes para cubrir el seg-
mento; la interpretacion de 24.516 es que el segmento mide 24 unidades, mas
cinco segmentos de longitud /10, mas un segmento de longitud /100, Mas seis de
longitud "/100.

1.3.2. Conversion de fracciones a fracciones decimales

Ahora deseamos saber como convertir a una fraccion decimal la longitud de un
objeto expresada en fracciones. Por ejemplo, ;como expresar 3/4m en fracciones
decimales? Si dividimos cada /4 en 25 segmentos, cada uno medira /100 m, y
/4 m = 25/100 M; por |0 tanto, 3/ m = 75/100 m = 0.75 m. De un modo mas directo, o
que hicimos fue buscar un numero que multiplicado por 4 diera como resultado
una potencia de 10; en este ejemplo, 25 x 4 = 10% ahora se multiplican tres y
cuatro por el nimero 25y se obtiene el resultado, 75/100 = 0.75.
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¢Cuanto es /s en fraccion decimal? Para responder esto es necesario encon-
trar un numero que multiplicado por 8 sea un multiplo de 104 para algin nume-
ro entero k. En este caso, 8 x 125 = 1000, por lo tanto, /s = 125/1000. Recordemos
que '%/1000 también se puede escribir como 0.125. Por otra parte, si dividi-
mos 1 entre 8, obtenemos 0.125.

Para expresar /40 en fraccion decimal, vemos que 40 X 25=1000y 17 x 25 = 425,
por lo tanto, %=%; esto Ultimo, expresado en decimales, es 0.425. Nuevamente,
al dividir 17 entre 40 obtenemos 0.425.

¢A cuanto equivale /s en fraccion decimal? Es claro que no hay ningdn ndmero
entero que multiplicado por 3 resulte en una potencia de 10; por lo tanto, '/3 no
se puede expresar como una fraccion decimal. ;Qué hacer entonces? Observe-
Mos que 3/10 < /3,y que, a su vez, /3 < *4/10; es decir, 3/10 < /3 <4/10. Recomendamos
como ejercicio verificar esta desigualdad.

Tenemos que */10 difiere de 3/10 en /10, por lo tanto, /3 difiere de 3/10 en menos
de 1/10. Una fraccion decimal que se aproxima mejor a /3 es 33/100. Vemos que
33/100 < /3 < 34/100. COmMO antes, sugerimos verificar esta desigualdad.

La diferencia entre 34100 y 33/100 €S "/100; por lo tanto, la diferencia entre /3y
33/100 = 0.33; es menor que "/100. Si NOS queremos aproximar a /3 con una fraccion
decimal aun mas cercana, tomemos 33/1000, la cual difiere de /3 en menos de
1/1000, ya que 333/1000 < 1/3 < 334/1000.

Asi, 0.333 difiere de /3 en menos de /1000. Conforme agregamos el digito 3 va-
mos logrando mejores aproximaciones a /3. Por ejemplo, 0.333333 = 333333/1000000
difiere de /3 en menos de /io00000; SiN embargo, por mas larga que haga-
mos la cadena, el nimero obtenido nunca sera igual a /3. Recordemos que
0.333333 =3/10 + 3/10% + 3/10% + 3/10* + 3/10° + 3/10°. Conforme agreguemos mas térmi-
nos de la forma 3/10%, mas cercano a '/3 sera su valor; sin embargo, no sera igual
a /3. Por eso, se dice que /3 es igual a la serie 3/10 + 3/10? + 3/10° + ...

1. Aproximar 2/3 con una fraccion decimal que difiera en menos de "/1000.
2. Aproximar &/3 con una fraccion decimal que difiera en menos de "/1000.
3. Encontrar una fraccién decimal que aproxime a '/7 en menos que '/1c0.
4. Ahora, comparar con el procedimiento acostumbrado para dividir.

1.4. ;Qué tan grande es?

Frecuentemente, para expresar de manera adecuada el valor de una cierta
magnitud, es mejor hacerlo en términos relativos; es decir, debemos com-
pararlo con el valor de otra magnitud. Por ejemplo, saber que el precio
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usual de una comida en cierto pais es de $259 no ayuda mucho si no lo
comparamos, por ejemplo, con el salario minimo de ese pals. Por decir, en
2014 en México el salario minimo en la zona A era de $67.29 diarios; por lo
tanto, una comida de $259 era muy cara. Si en el pais ficticio que plantea-
mos, el salario minimo alcanza para comprar una comida y media, ;cual de-
beria ser el precio de una comida equivalente en México para que esté en
la misma proporcion con el salario minimo mexicano? Dicho de otro modo,
jcuanto debe costar una comida en México para que el salario minimo al-
cance para pagar una comida y media?

El costo desconocido de una comida lo denotamos con C, que multipli-
cado por 1.5 debe ser igual a $67.19; es decir, 1.5 C = 67.29. Por lo tanto,
C=%$67.19/1.5; de esta igualdad obtenemos que el costo de la comida en
México deberia ser $44.86. Entonces, si la comida cuesta $44.86 en México
y $259 en el pais ficticio, decimos que el costo de la comida respecto al sa-
lario minimo es igual en ambas naciones.

En otro ejemplo, ;podemos saber dénde es mas cara la gasolina, en México
0 en Estados Unidos de América? En cierto momento se tenian los siguien-
tes datos: en Texas el costo de un galdn de gasolina es de $3.39 USD; en
México un litro de gasolina de la misma calidad cuesta $13.20 MXN