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Presentación

Estimados maestros y maestras:

Quisiera, en primer lugar, destacar que su labor como docentes de Educa-
ción Básica es de enorme relevancia, toda vez que están trabajando con 
los niños y jóvenes en la construcción de los conocimientos, de una es-

tructura mental, de las habilidades y las aptitudes que les permitirán convertirse 
en ciudadanos, futuros profesionistas y protagonistas en la toma de decisiones y 
resolución de los grandes retos del país.

Consciente de su papel como Universidad Nacional, y preocupada por la edu-
cación en todos sus niveles educativos, la UNAM, a través de esta Secretaría Gene-
ral, y la Academia Mexicana de Ciencias (AMC) han combinado sus esfuerzos para 
preparar esta serie “Enseñando ciencias”, compuesta de cuatro libros dirigidos 
particularmente a profesores de secundaria de las asignaturas de Biología, Física, 
Matemáticas y Química.

Para la realización de esta serie, nos hemos dado a la tarea de reunir a equi-
pos de profesores e investigadores de amplia experiencia universitaria, con el fin 
de diseñar y elaborar estos materiales, cuyo objetivo es proporcionar a nuestros 
colegas profesores elementos valiosos en los ámbitos disciplinar y metodológico, 
y con ellos coadyuvar a preservar una educación de calidad, basada en el rigor, 
la constancia, el compromiso y el manejo de conceptos que cuentan con el sus-
tento de la investigación científica de vanguardia que se realiza en las aulas y 
laboratorios universitarios.

Me congratulo, pues, de poner a disposición de los profesores de secundaria 
de nuestro país y de cualquier docente de habla hispana, estos materiales que 
seguramente serán perfectibles, pero que también representarán, estoy seguro, 
una oportunidad de contrastar ideas y proseguir con este diálogo continuo que 
motiva la adquisición y actualización permanente de nuestros conocimientos, 
mismos que irán en beneficio de los alumnos.

Dr. Leonardo Lomelí Vanegas

Secretario General de la UNAM
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Presentación

Estimados colegas:

Como parte de las tareas fundamentales que tiene la Facultad de Ciencias 
en el ámbito de la formación, la investigación y de la divulgación científica, 
me es grato presentar este libro que forma parte de la serie “Enseñando 

ciencias”.
Este texto, dirigido a profesores de secundaria, constituye uno más de los apo-

yos con los que podrán contar los maestros para diseñar y dirigir sus actividades 
diarias; sobre todo, ha de verse como un libro de referencia para su labor docen-
te, en tanto aporta recomendaciones didácticas, actividades y contenido disciplinar 
adaptados al ciclo de secundaria, pero pensando al mismo tiempo en ofrecer mayo-
res elementos y recursos: un panorama más completo y profundo de su disciplina.

La participación de la Facultad de Ciencias en este libro da cuenta del interés 
por contribuir en la permanente y ardua labor de formar individuos del siglo XXI 
responsables, informados, críticos, comprometidos con su sociedad y con el am-
biente, y preocupados por sumarse al desarrollo de este país. Pero ese desarro- 
llo, que hasta hace apenas unas décadas dependía de la industrialización y de  
la mecanización de los procesos, el día de hoy y hacia el futuro cercano exigirá 
cada vez más de profesionales en el ámbito de la biotecnología, la física y las 
matemáticas, capaces de actuar y pensar en el terreno de la interdisciplina, de la 
ciencia de datos y de la complejidad.

En este marco, resulta indispensable despertar vocaciones científicas desde 
temprana edad, fomentar el pensamiento complejo y apostar por la alfabetiza-
ción científica con el fin de contar con una masa crítica extendida que sepa tomar 
decisiones bien informadas en lo individual y para su sociedad; que pueda pre-
venir, anticipar e identificar posibles problemas, afectaciones y amenazas, pero 
también oportunidades y beneficios.

Por lo anterior, sostengo que la educación es una enorme responsabilidad 
que debe tomarse con la seriedad y con toda la dedicación que merece ya que es 
el único recurso con el que realmente cuenta una sociedad para crecer, desarro-
llarse, vivir en armonía, ser justa, equitativa y productiva.
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Quisiera, en este sentido, agradecer la dedicación y esfuerzo de los profesores 
de la Facultad de Ciencias, de la UNAM y de la Academia Mexicana de las Ciencias, 
por darse el tiempo de reflexionar, trabajar su disciplina a un nivel que no es en el 
que desarrollan cotidianamente su labor docente; por esforzarse, por plantearse 
continuamente retos, por preocuparse en difundir los temas que los apasionan  
y por estar siempre dispuestos al diálogo, a la discusión constructiva y, sobre 
todo, por contribuir a que los jóvenes se acerquen a la ciencia en un momento en 
el que nos es tan necesaria.

Y a ustedes, estimados maestros y maestras, agradezco el trabajo que realizan 
día a día, no sólo para educar, sino para formar a nuestros jóvenes, que serán 
las generaciones encargadas de conducir el destino de nuestro país. Espero que 
este libro les sea de utilidad para cumplir con esta gran misión que tienen en sus 
manos y resulte oportuno para ayudar a abrir horizontes y nuevos adeptos a  
la ciencia. 

Dra. Catalina Stern Forgach

Directora General de la Facultad de Ciencias de la UNAM
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Presentación serie
“Enseñando ciencias”

En las últimas décadas, instituciones educativas de varios países han volteado 
a ver y a estudiar de manera muy seria el problema de la enseñanza en ge-
neral y de las ciencias en particular. Lo anterior, en función de la demanda 

creciente de profesionistas que ha observado este ámbito y que tendrá en los 
próximos años, pero sobre todo porque la alfabetización científica es ahora, más 
que nunca, un derecho y una responsabilidad ciudadana en vistas del vertiginoso 
avance que han conocido las ciencias y la tecnología desde el último cuarto del 
siglo pasado y que, al día de hoy, tienen una aguda penetración en prácticamente 
todos los ámbitos de nuestra cotidianeidad.

Este escenario nos lleva a considerar que mejorar el aprendizaje de los alum-
nos es una prioridad, y que alfabetizar en ciencias no es una tarea fácil: implica 
formar ciudadanos que conozcan los principales conceptos y teorías de los dis-
tintos campos de conocimiento, que sean capaces de usarlos en la resolución  
de problemas, que conozcan la naturaleza social de la ciencia y sus implicacio- 
nes para la sociedad; supone también la formación de capacidades cognitivas, 
como la interpretación de fenómenos naturales, el procesamiento de informa-
ción de distintas fuentes y la evaluación de dicha información. El reto para los 
docentes no es trivial; por ello, fortalecer su formación se convierte en una ne-
cesidad inaplazable.

Es, justamente, a partir de este compromiso que la UNAM y Academia Mexica-
na de las Ciencias (AMC) hemos asumido la tarea de elaborar la serie “Enseñando 
ciencias”, donde se analizan teorías y conceptos centrales de la Biología, las Ma-
temáticas, la Física y la Química, con el propósito de apoyar a los profesores en 
el fortalecimiento de sus conocimientos disciplinarios, ya que éstos constituyen 
un elemento central del proceso didáctico. Los nuevos enfoques en el campo 
de la didáctica de las ciencias señalan que es fundamental que los docentes, 
además de una sólida formación pedagógica y didáctica, tengan una compren-
sión profunda sobre la ciencia a enseñar y que conozcan las dificultades en la 
enseñanza-aprendizaje inherentes a los distintos saberes científicos. Por tanto, 
deben contar con criterios disciplinarios claros que les permitan determinar los 
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conceptos, teorías, modelos, entre otros, que son relevantes en la comprensión 
de las disciplinas científicas en la educación secundaria.

Por lo anterior, me es muy gratificante ver consolidado el esfuerzo de varios 
colegas en esta serie que se pone al alcance de aquellos que tienen la gran tarea 
de preparar y formar a nuestros jóvenes en estas áreas de especial relevancia 
para el contexto actual.

Dr. José Luis Morán

Presidente de la Academia Mexicana de Ciencias
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Prólogo

Estimados maestros:

Es un verdadero gusto para mí presentar este libro que forma parte de la  
serie “Enseñando ciencias”, resultado de la labor que desde la Secretaría Ge-
neral de la UNAM y la Academia Mexicana de Ciencias venimos realizando 

desde hace más de una década en apoyo al fortalecimiento de la Educación Bási-
ca, Media Superior y Superior.

En efecto, he tenido el privilegio de coordinar e impulsar, desde el año 2008, 
diversos proyectos institucionales en apoyo a profesores de todo el país, que se 
han visto consolidados en cursos, diplomados, estudios diagnósticos y materiales 
que a lo largo de los años se han ido ajustando y optimizando, con el único fin de 
coadyuvar al esfuerzo que muchas instituciones y grupos de académicos hemos 
venido realizando en pro del mejoramiento continuo y permanente de la educa-
ción en nuestro país.

A pesar de la trascendencia que tiene la formación científica para los ciudada-
nos, un buen número de trabajos muestran que los alumnos tienen dificultades 
para comprender teorías y conceptos científicos. Existe, asimismo, una gran di-
ficultad para que modifiquen sus ideas previas, asimilen nuevas concepciones y 
para que apliquen los conocimientos adquiridos. A esto se suma la frustración de 
los profesores debido a los insuficientes resultados en su práctica docente. Son 
diversos los factores que han originado esta crisis, y entre los más importantes 
encontramos: la distancia entre las necesidades formativas de los estudiantes y 
los currículos de ciencia; la gran cantidad de temas que abordan los contenidos 
escolares y lo poco significativos que resultan para los estudiantes; en muchos 
casos, una enseñanza de la ciencia basada en visiones deformadas de la activi-
dad científica y en estrategias memorísticas que poco alientan la formación que 
requiere la sociedad actual; las deficiencias en los enfoques didácticos emplea-
dos para abordar las estrategias de razonamiento y solución de los problemas 
propios de la ciencia.

El trabajo realizado durante estos años parte de la consideración de que la 
formación científica en campos como Matemáticas, Física, Química y Biología es 
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fundamental para todos los ciudadanos, ya que cada una de estas disciplinas 
ofrece distintas maneras de leer, comprender, transformar y preservar el mundo 
que nos rodea. Los conocimientos que se derivan de estos campos de conoci-
miento pueden emplearse en la solución de problemas socialmente relevantes y 
ayudan a tomar decisiones argumentadas y razonadas; fomentan la formación de 
capacidades cognitivas como la interpretación de fenómenos, el procesamiento 
y la evaluación de información, la solución de problemas, entre muchos otros as-
pectos. Por estas razones es tan relevante que los estudiantes de secundaria co-
nozcan teorías y conceptos centrales de estas ciencias y comprendan cómo cada 
una de ellas explica el mundo que nos rodea. Esto les aportará herramientas para 
configurar un pensamiento científico que les permita explicar situaciones que los 
afectan en su vida cotidiana y entender problemas de relevancia científica y social.

En este contexto, el presente libro, producto de la experiencia recabada a lo 
largo de muchos años de trabajo hombro con hombro con maestros y maestras 
de todo el país y del conocimiento y compromiso de expertos de la Universidad 
Nacional Autónoma de México en estos campos del saber, busca ofrecer a los 
profesores de secundaria un apoyo especialmente pensado para fortalecer sus 
conocimientos disciplinarios, que acompañados por su experiencia en el aula y 
su conocimiento pedagógico y didáctico, seguramente aportarán elementos para 
reforzar su práctica docente, tarea fundamental en estos momentos en que el 
país requiere de ciudadanos educados y comprometidos con ellos mismos, con 
la sociedad y con el cuidado de la naturaleza.

Dra. Rosaura Ruiz Gutiérrez

Profesora de Tiempo Completo de la Facultad de Ciencias, UNAM
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Introducción al libro
Enseñando Matemáticas

Estimados colegas:

Este libro, que forma parte de la serie “Enseñando ciencias”, es un texto dirigi-
do y pensado para apoyar en su labor diaria a los profesores de secundaria 
que imparten la asignatura de Matemáticas. 

El libro está construido en cuatro grandes apartados escritos por experimen-
tados profesores de matemáticas de la Facultad de Ciencias de la UNAM, en sus 
muy particulares áreas de especialización al interior de las matemáticas mismas. 
Se dio total libertad a cada grupo de autores para escribir el bloque temático que 
les fue asignado, de manera que vamos a encontrar estilos y formas distintas 
de abordar cada uno de los temas, lo que le da mucha riqueza y versatilidad al 
conjunto.

Siguiendo, pues, los ejes temáticos del Plan de Estudios oficial 2011, el libro se 
divide en cuatro bloques temáticos que se describen de manera muy sucinta a 
continuación.

El primer bloque, “Medida y número”, sobre los conceptos que se enuncian en 
el título mismo. En este apartado, los autores exponen ejercicios que van deshil-
vanando hasta llegar a la expresión matemática que explica y desentraña cada 
uno de los problemas planteados por los mismos autores.

El bloque “Forma, espacio y medida” es también una aproximación muy directa 
y lógica es una aproximación muy didáctica y lógica a la geometría, que muestra 
cómo desglosar los problemas para resolverlos con instrumentos y técnicas sen-
cillas que no requieren de otra cosa más que la aplicación de las reglas básicas de 
la geometría y de ánimos para pensar, reflexionar y poner en práctica nuestros 
conocimientos.

“Manejo de la información” es un apartado muy ágil y ameno para introdu- 
cir a los alumnos a interesarse en la estadística y la probabilidad, y cómo esta 
área de la matemática se encuentra en un sinnúmero de aplicaciones de la vida 
real. El entendimiento y manejo de la probabilidad y la estadística pueden ser  
una verdadera ayuda para resolver problemas o tomar decisiones en nuestra 
cotidianeidad.
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Por último, el apartado “Actitudes hacia el estudio de las matemáticas” tiene 
el objetivo de ofrecer herramientas y estrategias para desarrollar el gusto por el 
pensamiento y razonamiento matemáticos, útiles, entre otras cosas, para buscar 
soluciones creativas y alternativas, así como también para forjarse una estructura 
mental rigurosa y disciplinada desde el enfoque del razonamiento matemático.

Es así como estos cuatro bloques fueron planeados y desarrollados para en-
tablar un diálogo con los profesores de matemáticas de secundaria, quienes  
encontrarán, sin lugar a dudas, estrategias, herramientas y valiosos consejos para 
la mejora y profundización de su práctica cotidiana.

Dr. Alfredo Arnaud Bobadilla

Coordinador Académico de la serie “Enseñando ciencias”
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1 |	 Medida y número
	   Manuel Jesús Falconi Magaña
	   Alejandro Bravo Mojica

1.1. Introducción

El número es la noción fundamental de la matemática y le ha permitido a ésta 
convertirse en el lenguaje de la ciencia y en una herramienta esencial para 
resolver problemas en los más diversos ámbitos. Casi cualquier hecho de 

interés para la sociedad requiere ser medido; para ello, los factores o elemen- 
tos de un proceso se identifican por su valor numérico y las interacciones entre 
éstos se convierten en relaciones de variables numéricas. Por lo tanto, el manejo 
de los números es una cuestión básica.

En este apartado mostraremos cómo, a partir de la idea de contar, el número 
se convierte en un elemento para medir. También veremos que el proceso de 
medir nos conduce a definir una clase de números que no se pueden expresar 
como fracción de dos enteros, motivo por el cual se llaman números irracionales.

1.2. ¿Qué significa medir?

Toda persona tiene una idea de volumen y de número. Si ponemos juntos dos 
cúmulos de azúcar, como en la figura 1-1, seguramente, cualquiera contestará 
que el de la derecha es mayor o tiene más azúcar. También podemos distinguir, 
de entre dos grupos de personas, cuál es el más numeroso. En ambos casos 
hemos realizado una comparación directa, con la cual también podemos indicar, 
por ejemplo, de entre dos cintas de diferente longitud, cuál es la más larga. Sin 
embargo, no siempre podemos hacer estas comparaciones directas; por ejem-
plo, si Juan y Pedro tienen cada quien una cinta, pero viven en ciudades distintas, 
no tenemos cómo compararlas de manera directa y, por lo tanto, no podemos 
darnos cuenta de cuál tiene mayor longitud.

Figura 1-1. 
Dos cúmulos de dife-
rentes tamaños.
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¿Qué hacer entonces? Podemos representar una cinta estirada con un seg-
mento de recta (véase la figura 1-2); así, el problema consiste en saber si un  
segmento recto es mayor que otro.

Para resolver estos problemas, aun en el caso de que no sea posible realizar 
una comparación directa, la humanidad creó un método que conocemos como 
medición. Para describirlo, trataremos de saber si un segmento es más largo que 
otro. El primer paso consiste en elegir un segmento M, que será nuestra unidad 
de medida. Si M cabe exactamente tres veces en un segmento L, quiere decir 
que este último tiene una longitud de 3 (véase la figura 1-3); en tanto, L tiene una 
longitud de 20 si M cabe 20 veces en él, y así sucesivamente.

M

M M M

No obstante, hay segmentos para los cuales la unidad de medida no cabe un 
número exacto de veces. En la figura 1-4 vemos que M cabe dos veces en el seg-
mento de color verde, pero sobra una porción; por otra parte, si yuxtaponemos 
tres veces la unidad, sobrepasamos al segmento. Por lo tanto, el segmento verde 
tiene una longitud > 2 y < 3.

M M

L

M M M

Como ejercicio, sugerimos formar varios grupos con los alumnos y a cada uno 
asignarle una unidad diferente. Deberán medir la longitud de diversas partes  
del salón de clases y hacer una tabla con los resultados de sus mediciones. Con 
el ejercicio mostrarán que:

Figura 1-2. 
La cinta tiene la 
misma longitud que el 
segmento inferior.

Figura 1-3. 
El segmento superior 
es el segmento unita-
rio. El inferior mide  
3 unidades.

Figura 1-4. 
El segmento L mide  
> 2 y < 3 unidades.
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Figura 1-5. 
El segmento L mide  
> 3 y < 4 unidades.

1.	 El número de unidades en una misma longitud medida depende de la 
unidad utilizada.

2.	 Para algunas de las longitudes medidas, aunque sean diferentes, se re-
querirán, por ejemplo, más de dos y menos de tres unidades.

Estas observaciones nos llevan, respectivamente, a las preguntas siguientes:

1.	 ¿Cómo se puede convertir la longitud obtenida de una unidad a otra?
2.	 ¿Cómo podemos mejorar el método para comparar dos longitudes cuan-

do no tienen un número exacto de unidades?

Después de esta reflexión podríamos concluir que, si resolvemos la segunda 
pregunta, entonces tendremos la respuesta de la primera. Supongamos que el 
segmento dado tiene una longitud de entre 3 y 4 unidades (véase la figura 1-5).

M

L

M M M

L

M M M M

Dividimos a la unidad en dos partes iguales y establecemos que cada una mide 
¹/² de la unidad. Luego, yuxtaponemos tres unidades y un segmento de longitud 
¹/²; si cubren exactamente al segmento dado, entonces decimos que este último 
mide tres unidades más la mitad de una unidad, lo que podemos representar 
con 3 + ¹/² (véase la figura 1-6). En términos de la mitad de la unidad, el segmento 
mide siete mitades, lo cual representamos con ⁷/². Con lo anterior, vemos que 
para medir longitudes necesitamos usar los números fraccionarios. Del ejemplo, 
además obtenemos que 3 + ¹/² = ⁷/².

Si al yuxtaponer las tres unidades más la mitad de la unidad no cubrimos to-
talmente el segmento, concluimos que la longitud es > ⁷/²; pero, si lo sobrepasa-
mos, entonces su longitud es < ⁷/². En ambos casos, ya sea que la longitud resulte  
> ⁷/² o < ⁷/², para intentar medir con mayor exactitud, dividimos a la unidad en 
tres partes iguales y decimos que cada parte mide ¹/³. Si después de yuxtapo- 
ner tres unidades cubrimos el sobrante del segmento con una parte de longitud 
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¹/³, tenemos que la longitud total es 3 + ¹/³. Observemos que como cada unidad 
es igual a ³/³, entonces, 3 + ¹/³ = ⁹/³ + ¹/³ = ¹⁰/³. Si la parte sobrante se cubre con 
dos partes de longitud ¹/³ cada una, entonces la longitud de todo el segmento 
es 3 + ²/³; así, 3 + ²/³ = ¹¹/³. En este procedimiento se puede continuar dividien- 
do a la unidad en tantas partes como sea necesario. En general, si para cubrir un 
segmento ha sido necesario partir en n partes a la unidad y tomar m de ellas, la 
longitud del segmento es m/n.

Este método para medir longitudes nos conduce a los problemas que plantea-
mos a continuación.

1.	 Si un segmento mide m/n y el otro mide p/q, ¿cómo podemos saber cuál 
es el más largo?

2.	 Si a un segmento que mide m/n le unimos otro que mide p/q, ¿cuánto 
mide el segmento en total?

Para contestar la primera pregunta, nos basamos en el hecho de que si un 
número x es mayor que otro número y, entonces r veces el número x también 
será mayor que r veces el número y; es decir, si x > y, entonces rx > ry (supone-
mos que r es > 0). Por ejemplo, 5 > 3, por lo tanto, 20 × 5 > 20 × 3. El recíproco 
también es verdadero; si rx > ry, entonces x > y (nuevamente, suponemos que 
r > 0).

Ahora usemos la última afirmación. Tomamos un segmento de longitud m/n  
y lo yuxtaponemos n × q veces, entonces obtenemos un segmento de longitud  
m × q; esto equivale a la siguiente operación: nq × m/n = mq.

Si yuxtaponemos el segmento p/q el mismo número de veces (n × q), tenemos 
un segmento de longitud n × p. Como en ambos casos hemos colocado el mismo 
número de veces cada segmento, concluimos que m/n > p/q si mq > np. En caso 
contrario, resulta que p/q > m/n.

Veamos: un segmento mide ¹⁹/⁶ y otro mide ²¹/⁷, ¿cuál es mayor? 
Como 7 × 19 > 6 × 21, la respuesta es que ¹⁹/⁶ > ²¹/⁷.
Analicemos ahora la segunda pregunta. Denotemos con L1 al segmento que 

mide m/n y con L2 al segmento que mide p/q. Sea L el segmento que resulta al 
unir L1 con L2 (véase la figura 1-7). Para medir el segmento L1 hemos dividido a 
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Figura 1-6. 
El segmento L mide  
3 + ¹/2 unidades.
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la unidad en n partes, y se requirieron m de éstas para cubrirlo. Si tomamos una 
parte de longitud 1/n y la dividimos en q partes iguales, cada una de las divisiones 
mide 1/nq, y se requieren q de estas partes para obtener un intervalo de longitud 
1/n. Entonces, 1/n = q/nq y, consecuentemente, m/n = mq/nq. Luego hacemos lo 
análogo, pero dividimos cada parte de longitud 1/q en n partes, lo que da como 
resultado que el segmento de longitud p/q es igual a np/nq. De lo anterior, vemos 
que para cubrir el segmento L se necesitan mq + np segmentos de longitud 1/nq. 
Es decir, L mide mq +np

nq ; por lo tanto, m
n
+

p
q
=

mq +np
nq

.

L1 = m/n

L = m/n + p/q

L2 = p/q

El proceso descrito para medir longitudes nos conduce a los siguientes pro-
blemas:

1.	 ¿Cómo dividir un segmento en n partes iguales?
2.	 Con el procedimiento descrito para medir longitudes, ¿se puede medir 

cualquier segmento?

Para responder a la primera de estas preguntas, debemos recordar el siguien-
te resultado de la geometría: si dos triángulos tienen ángulos iguales, entonces 
los lados correspondientes son propor-
cionales.

A continuación mostramos cómo di- 
vidir a un segmento L en n segmentos  
de la misma longitud. Dado el segmen-
to L, por uno de sus extremos (que lla- 
maremos A) trazamos un segmento H. 
Abrimos el compás, ponemos el centro 
en A y cortamos al segmento en un pun-
to P1 (véase la figura 1-8); con la misma 
abertura del compás, ponemos el cen-
tro en P1 y trazamos el punto P2 en H. 
Repetimos este proceso hasta obtener 
n puntos. Ahora unimos el punto Pn con 
el otro extremo de L, que llamaremos B,  
y por cada punto Pi trazamos una para-
lela a PnB que corte a L en el punto xi;  
todos los segmentos xi xi+1 son igua- 
les. Notemos que x0 es el punto A y xn, el 
punto B.

Figura 1-7. 
La longitud del seg-
mento inferior es la 
suma de las longitu-
des de los segmentos 
superiores.

A
L

klp q

H

B
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Figura 1-8. 
Los segmentos Ax1,  
x1x2 … tienen la misma 
longitud.
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En el segundo problema se plantea si una vez elegido un segmento U como 
unidad, cualquier segmento L es exactamente un número entero de unidades  
o un número entero de partes iguales del segmento U. La respuesta es negativa. 
La diagonal D de un cuadrado de lado unitario no es igual a un número entero 
de partes de la unidad; es decir, D es diferente de m/n para todo m y para todo 
n; su longitud no es un número fraccionario. ¿Cómo se sabe esto? Por el teorema 
de Pitágoras; si l es la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1, entonces  
l2 = 2; así, l = 2 . En el apéndice, hacemos una demostración de que 2  no es un 
número fraccionario.

1.2.1. Medición de áreas

El área de una región nos da una idea de su extensión. ¿Cómo podemos saber 
si una región tiene mayor extensión que otra? Una forma consiste 
en superponer las dos regiones, como se muestra en la figura 1-9.

Sin embargo, esto no es siempre posible; por ejemplo, si que- 
remos saber cuál estado, Chihuahua o Tlaxcala, tiene mayor ex- 
tensión. Incluso, en caso de que podamos superponer las regio-
nes, podría ser difícil determinar la respuesta con certeza (véase 
la figura 1-10).

Como en el caso de la medición de longitudes, debemos buscar 
una forma de asociar un número con cada región, de modo que 
si una región es dividida en dos partes, el número asociado a la 
región entera sea la suma de los números asociados a cada parte. 
En general, postulamos que si una región A cabe k veces en otra 
región B, entonces el área de A es 1/k del área de la región B. El 
número asociado será el área de la región. A continuación explica-
mos la forma de asignarle un área a cada región.

El procedimiento da inicio al elegir una unidad de longitud. De-
cimos que el área de un cuadrado de lado 1 es igual a una unidad cuadrada; por 
ejemplo, 1 m2. Para una región arbitraria, el procedimiento consiste en contar el 
número de cuadrados de lado 1 que cubren exactamente a la región. Una región 
mide 10 m2 si se cubre con 10 cuadrados de lado 1. Para asociarle un número 

(o área) a aquellas regiones que no se pueden cubrir exacta-
mente con cuadrados de área 1, se procede a dividir el cua-
drado en un número entero de partes iguales. Por ejemplo,  
si lo dividimos en tres partes iguales, cada parte tendrá un 
área igual a ¹/³ unidades cuadradas. Podemos dividir al cua-
drado unitario en cuatro cuadrados iguales si partimos cada 
lado en segmentos de longitud ¹/², y decimos que el área de 
cada uno de estos cuadrados es ¹/⁴. Al dividir cada lado en 

tres segmentos iguales obtenemos nueve cuadrados, cada uno de área ¹/⁹. En la 
figura 1-11, hemos dividido al cuadrado en seis partes iguales, por lo tanto, cada 
parte tiene un área igual a ¹/⁶ unidades cuadradas. En general, si cada lado del 

R1

R2

Figura 1-9. 
La región R2 tiene una 
mayor extensión que 
la región R1.

Figura 1-10. 
A simple vista no es 
posible decidir cuál es 
la región con mayor 
extensión.

R1

R2
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cuadrado unitario se divide en segmentos de longitud 1/n, cada cuadrado de lado 
1/n tendrá un área igual a 1/n2.

A

B

C

D

En un rectángulo que tiene un lado que mide m unidades y otro que mide n 
unidades, caben exactamente mn cuadrados de lado 1 y, por lo tanto, de área 1. 
Entonces, el rectángulo tiene un área de mn unidades cuadradas (véase la figu- 
ra 1-12); es decir, el área del rectángulo es igual al producto de sus lados.

m

n

m = 6

n = 3

Ahora veamos cómo asociar un área a un rectángulo cuyos lados tienen lon-
gitudes fraccionarias. En la figura 1-13 se tiene un rectángulo de lados ⁵/³ y ³/⁴.

1/3
unidad

1/4
unidad

5/3

3/4

1 unidad

1 unidad

Si cada segmento de longitud ¹/³ es dividido en cuatro partes iguales, se obtie-
ne que la longitud ⁵/³ = ²⁰/¹². Análogamente, al dividir cada segmento de longitud 

Figura 1-11. 
El cuadrado ABCD se 
ha dividido en 6 rec-
tángulos de la misma 
área.

Figura 1-12. 
El rectángulo cuyos la-
dos miden 6 unidades 
y 3 unidades tiene un 
área de 18 unidades 
cuadradas.

Figura 1-13. 
Rectángulo de lados 
⁵/³ y ³/⁴.
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¹/⁴ en tres partes iguales se obtiene que ³/⁴ = ⁹/¹². De este modo, el rectángulo 
queda dividido en cuadrados de lado ¹/¹² de unidad y, por lo tanto, de área igual a 
²⁰/¹²2 = ²⁰/¹⁴⁴. Como se requieren 9 × 20 de estos cuadrados para cubrir el rectán-
gulo, entonces el área es igual a 9× 20

12× 12
. El área del rectángulo es igual al producto 

de sus lados si definimos que el producto 9

12
× 20

12
 es igual a 9× 20

12× 12
. Más aún, como  

⁵/³ = ²⁰/¹² y ³/⁴ = ⁹/¹², entonces, 9

12
× 20

12
= 3

4
× 5

3
= 15

12
. En general, si tenemos un rectángulo 

de lados m/n y p/q, el procedimiento anterior nos da un área igual a A = mqnp
n 2q 2 ; con 

la definición del producto vemos que A = mqnp
n 2q 2

= mq
nq

×
np
nq . Como mq

nq
= m

n  y np
nq

=
p
q , se llega 

a que A = np
nq

=
p
q ; es decir, el área es el producto de los lados.

Hasta ahora hemos justificado que el área de un rectángulo con lados fraccio-
narios es igual al producto de sus lados. Por otra parte, podemos calcular el área 
de un triángulo si conocemos uno de sus lados y la altura, como se muestra en 
la figura 1-14a.

E C F

A D B

C

A D
(a) (b)

h

a
B

Construimos un rectángulo como en la figura 1-14b. Representamos con a 
la longitud del segmento AB y denotamos con h la altura del triángulo, la cual es 
igual a la longitud del segmento CD. El triángulo ABC está formado por los trián-
gulos ADC y DCB. Por otra parte, el triángulo ADC es congruente con el triángulo 
AEC, y el triángulo CBD es congruente con el triángulo CBF; por lo tanto, el área del 
rectángulo ABFE es dos veces el área del triángulo ABC. De manera equivalente, el 
área del triángulo ABC es igual a ah

2
.

1.3. Fracciones decimales

Una variante del procedimiento descrito para medir consiste en dividir cada parte 
entre 10 cada vez que sea necesario. De igual manera, para medir la longitud de 
un segmento contamos cuántas veces cabe la unidad de medida en el segmento, 
pero si es más largo que un número entero de veces la unidad, para medir la 
parte restante dividimos a la unidad en 10 partes iguales y contamos cuántas de 
estas partes la cubren.

Por ejemplo, si elegimos como unidad al metro (m), y para medir la cerca de un 
jardín se requieren 3 m, pero sobra un pedazo de la cerca que es < 1 m, entonces 
partimos al metro en 10 partes iguales y vemos que la cerca restante se cubre 
con cuatro pedazos de longitud ¹/¹⁰ m; por lo tanto, la longitud de la cerca es  
de tres metros más ⁴/¹⁰ o, simplemente, 3 + ⁴/¹⁰ m. Como una unidad es igual a 

Figura 1-14. 
El área del rectángulo 
ABFE es dos veces 
el área del triángulo 
ABC.
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10 décimas partes, tenemos que 3 = 30

10  y, por tanto, 3 + 4

10  = 34

10 . En caso de que 
al cubrir la parte restante con cuatro partes de longitud ¹/¹⁰, sobrara una parte de 
la cerca < ¹/¹⁰, entonces dividimos el segmento nuevamente en 10 partes iguales, 
cada una de las cuales mide ¹/¹⁰⁰ m; luego contamos cuántas partes de longitud 
¹/¹⁰⁰ cubren la cerca que falta de medir. Si se requirieran seis partes de ¹/¹⁰⁰, diría-
mos que la cerca mide 3 + ⁴/¹⁰ + ⁶/¹⁰⁰ m. Como 1 es igual a 100 veces ¹/¹⁰⁰ y ¹/¹⁰ es 
igual a 10 veces ¹/¹⁰⁰, tenemos que 3 + ⁴/¹⁰ + ⁶/¹⁰⁰ = ³⁴⁶/¹⁰⁰. Notemos que 102 = 100 y 
103 = 1000, etcétera; entonces, 3 + ⁴/¹⁰ + ⁶/¹⁰⁰ = 3 + ⁴/¹⁰ + ⁶/¹⁰2, o bien 7 + ¹/¹⁰ + ⁸/¹⁰⁰ 
+ ⁴/¹⁰⁰⁰ = 7 + ¹/¹⁰ + ⁸/¹⁰2 + ⁴/¹⁰3.

En principio, este proceso se puede repetir tantas veces como sea necesario, 
pero presenta dificultades técnicas. Por ejemplo, podemos distinguir a simple 
vista que un milímetro es igual a ¹/¹⁰⁰⁰ m, pero no ¹/¹⁰ mm, o sea, ¹/¹⁰⁰⁰⁰ m. Sin 
embargo, actualmente es posible medir la longitud de organismos tan pequeños 
como las bacterias, cuyos tamaños se expresan en micras (1 μ = ¹/¹⁰⁰⁰⁰⁰⁰ m). Algu-
nas otras fracciones del metro tienen nombres especiales; por ejemplo, ¹/¹⁰ m se 
llama decímetro (dm), ¹/¹⁰⁰ m es centímetro (cm), etcétera.

1.3.1. Notación decimal

Con la llamada notación decimal, un número como 6 + ¹/¹⁰ + ⁵/¹⁰2 + ⁸/¹⁰3 se ex- 
presa como 6.158. Después del número entero se coloca un punto decimal  
y, a continuación, los numeradores de las potencias consecutivas de ¹/¹⁰. Por  
otra parte, 6 + ¹/¹⁰ + ⁵/¹⁰2 + ⁸/¹⁰3 = ⁶⁰⁰⁰/¹⁰⁰⁰ + ¹⁰⁰/¹⁰⁰⁰ + ⁵⁰/¹⁰⁰⁰ + ⁸/¹⁰⁰⁰ = ⁶¹⁵⁸/¹⁰⁰⁰; luego, 
⁶¹⁵⁸/¹⁰⁰⁰ = 6.158. El número de ceros en el denominador de la fracción decimal 
corresponde al número de dígitos que hay después del punto decimal.

Por ejemplo, 2.072 = 2 + ⁷/¹⁰2 + ²/¹⁰3, que en fracción decimal es ²⁰⁷²/¹⁰⁰⁰. Así, 
²⁴⁵¹⁶/¹⁰⁰⁰ = 24.516 = 24 + ⁵/¹⁰ + ¹/¹⁰⁰ + ⁶/¹⁰⁰⁰. Si interpretamos el número ²⁴⁵¹⁶/¹⁰⁰⁰ 
como la longitud de un segmento, significa que hemos partido a la unidad en 
1000 partes iguales y se han requerido 24516 de esas partes para cubrir el seg-
mento; la interpretación de 24.516 es que el segmento mide 24 unidades, más 
cinco segmentos de longitud ¹/¹⁰, más un segmento de longitud ¹/¹⁰⁰, más seis de 
longitud ¹/¹⁰⁰.

1.3.2. Conversión de fracciones a fracciones decimales

Ahora deseamos saber cómo convertir a una fracción decimal la longitud de un 
objeto expresada en fracciones. Por ejemplo, ¿cómo expresar ³/⁴ m en fracciones 
decimales? Si dividimos cada ¹/⁴ en 25 segmentos, cada uno medirá ¹/¹⁰⁰ m, y  
¹/⁴ m = ²⁵/¹⁰⁰ m; por lo tanto, ³/⁴ m = ⁷⁵/¹⁰⁰ m = 0.75 m. De un modo más directo, lo 
que hicimos fue buscar un número que multiplicado por 4 diera como resultado 
una potencia de 10; en este ejemplo, 25 × 4 = 102; ahora se multiplican tres y 
cuatro por el número 25 y se obtiene el resultado, ⁷⁵/¹⁰⁰ = 0.75.
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Ejemplo 1

Ejercicios

¿Cuánto es ¹/⁸ en fracción decimal? Para responder esto es necesario encon-
trar un número que multiplicado por 8 sea un múltiplo de 10k, para algún núme-
ro entero k. En este caso, 8 × 125 = 1000, por lo tanto, ¹/⁸ = ¹²⁵/¹⁰⁰⁰. Recordemos  
que ¹²⁵/¹⁰⁰⁰ también se puede escribir como 0.125. Por otra parte, si dividi- 
mos 1 entre 8, obtenemos 0.125.

Para expresar ¹⁷/⁴⁰ en fracción decimal, vemos que 40 × 25 = 1000 y 17 × 25 = 425, 
por lo tanto, 17

40
= 425

1000 ; esto último, expresado en decimales, es 0.425. Nuevamente, 
al dividir 17 entre 40 obtenemos 0.425.

¿A cuánto equivale ¹/³ en fracción decimal? Es claro que no hay ningún número 
entero que multiplicado por 3 resulte en una potencia de 10; por lo tanto, ¹/³ no 
se puede expresar como una fracción decimal. ¿Qué hacer entonces? Observe-
mos que ³/¹⁰ < ¹/³, y que, a su vez, ¹/³ < ⁴/¹⁰; es decir, ³/¹⁰ < ¹/³ < ⁴/¹⁰. Recomendamos 
como ejercicio verificar esta desigualdad.

Tenemos que ⁴/¹⁰ difiere de ³/¹⁰ en ¹/¹⁰, por lo tanto, ¹/³ difiere de ³/¹⁰ en menos 
de ¹/¹⁰. Una fracción decimal que se aproxima mejor a ¹/³ es ³³/¹⁰⁰. Vemos que  
³³/¹⁰⁰ < ¹/³ < ³⁴/¹⁰⁰. Como antes, sugerimos verificar esta desigualdad.

La diferencia entre ³⁴/¹⁰⁰ y ³³/¹⁰⁰ es ¹/¹⁰⁰; por lo tanto, la diferencia entre ¹/³ y  
³³/¹⁰⁰ = 0.33; es menor que ¹/¹⁰⁰. Si nos queremos aproximar a ¹/³ con una fracción 
decimal aún más cercana, tomemos ³³³/¹⁰⁰⁰, la cual difiere de ¹/³ en menos de 
¹/¹⁰⁰⁰, ya que ³³³/¹⁰⁰⁰ < ¹/³ < ³³⁴/¹⁰⁰⁰.

Así, 0.333 difiere de ¹/³ en menos de ¹/¹⁰⁰⁰. Conforme agregamos el dígito 3 va-
mos logrando mejores aproximaciones a ¹/³. Por ejemplo, 0.333333 = ³³³³³³/¹⁰⁰⁰⁰⁰⁰ 
difiere de ¹/³ en menos de ¹/¹⁰⁰⁰⁰⁰⁰; sin embargo, por más larga que haga- 
mos la cadena, el número obtenido nunca será igual a ¹/³. Recordemos que  
0.333333 = ³/¹⁰ + ³/¹⁰2 + ³/¹⁰3 + ³/¹⁰4 + ³/¹⁰5 + ³/¹⁰6. Conforme agreguemos más térmi-
nos de la forma ³/¹⁰k, más cercano a ¹/³ será su valor; sin embargo, no será igual  
a ¹/³. Por eso, se dice que ¹/³ es igual a la serie ³/¹⁰ + ³/¹⁰2 + ³/¹⁰3 + …

1.	 Aproximar ²/³ con una fracción decimal que difiera en menos de ¹/¹⁰⁰⁰.
2.	 Aproximar ⁸/³ con una fracción decimal que difiera en menos de ¹/¹⁰⁰⁰.
3.	 Encontrar una fracción decimal que aproxime a ¹/⁷ en menos que ¹/¹⁰⁰.
4.	 Ahora, comparar con el procedimiento acostumbrado para dividir.

1.4. ¿Qué tan grande es?

Frecuentemente, para expresar de manera adecuada el valor de una cierta 
magnitud, es mejor hacerlo en términos relativos; es decir, debemos com-
pararlo con el valor de otra magnitud. Por ejemplo, saber que el precio 
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Recuadro 1. Concentración y densidad

usual de una comida en cierto país es de $259 no ayuda mucho si no lo 
comparamos, por ejemplo, con el salario mínimo de ese país. Por decir, en 
2014 en México el salario mínimo en la zona A era de $67.29 diarios; por lo 
tanto, una comida de $259 era muy cara. Si en el país ficticio que plantea-
mos, el salario mínimo alcanza para comprar una comida y media, ¿cuál de-
bería ser el precio de una comida equivalente en México para que esté en 
la misma proporción con el salario mínimo mexicano? Dicho de otro modo, 
¿cuánto debe costar una comida en México para que el salario mínimo al-
cance para pagar una comida y media?

El costo desconocido de una comida lo denotamos con C, que multipli-
cado por 1.5 debe ser igual a $67.19; es decir, 1.5 C = 67.29. Por lo tanto,  
C = $67.19/1.5; de esta igualdad obtenemos que el costo de la comida en 
México debería ser $44.86. Entonces, si la comida cuesta $44.86 en México 
y $259 en el país ficticio, decimos que el costo de la comida respecto al sa-
lario mínimo es igual en ambas naciones.

En otro ejemplo, ¿podemos saber dónde es más cara la gasolina, en México 
o en Estados Unidos de América? En cierto momento se tenían los siguien-
tes datos: en Texas el costo de un galón de gasolina es de $3.39 USD; en 
México un litro de gasolina de la misma calidad cuesta $13.20 MXN, y el 
dólar se cotiza en $12.97 MXN. Entonces, en México el costo de un litro de 
gasolina es 13.20/12.97 = 1.01773 dólares. Un galón es igual a 3.785 litros, 
por lo tanto, en México un galón cuesta 3.785 × 1.01773 = 3.852 dólares. La 
conclusión es que la gasolina es más cara en México que en Estados Unidos 
de América.

Concentración y densidad son dos términos con significados diferentes que suelen 
causar confusión. Al disolver un soluto en un solvente se obtiene una mezcla ho-
mogénea llamada solución. El soluto se mide en unidades de masa, por ejemplo, 
gramos; el solvente, en unidades de volumen, como litros o cm3.

La cantidad de unidades de masa de soluto que hay por cada unidad de volu-
men de la solución se llama concentración de la solución. Por ejemplo, el agua de 
los océanos es una mezcla de agua con cloruro de sodio con una concentración 
de 35 g/l.

La densidad es un concepto asociado a la estructura molecular de los ma-
teriales; la densidad de un material es la cantidad de masa que hay por cada 
unidad de volumen. Por ejemplo, la densidad de la plata es 10.5 g/cm3; es decir, 

Ejemplo 2
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que el punto Pn+1 divide al segmento APn en la razón áurea. No obstante, no sabe-
mos si los pitagóricos llegaron a conocer este proceso infinito.

En este texto nos restringimos a lo que se sabe acerca de lo que los griegos 
encontraron con relación a dicha proporción. En el libro Los matemáticos grie- 
gos, tercera jornada (Lara, 1993), aparece una propiedad iterativa de la sección 
áurea en la que se muestra la construcción de la espiral.

En párrafos anteriores mencionamos el teorema de Pitágoras, quien, al ha-
ber adoptado el símbolo del pentágono regular cuyas diagonales forman una es-

trella de cinco puntas, probablemente observó que 
las diagonales se cortan en la razón áurea. Veamos 
cómo podría demostrarse esto.

Para ello consideramos las diagonales arbitrarias 
como las mostradas en la figura 4-11.

Vamos a probar que la recta BD interseca a la rec-
ta AC en la proporción áurea; es decir, ambas rectas 
se intersecan en el punto F, de manera que

AC
BC

= BC
FC

.

Demostración

Circunscribamos el pentágono como se muestra en la figura 4-11. Por ser un 
pentágono regular, tenemos que AB = BC. Ahora probaremos que AF = AB y, por 
tanto, que AF = BC. Para ello, observemos que ∠FBC = ∠BCF = α (ambos ángulos 
subtienden arcos iguales), por lo que ∠AFB = 2α; como ∠ABF = ∠ABD y éste sub-
tiende el arco AED, ∠AFB = 2α; por tanto, AB = AF = BC. Ahora observemos que el 
triángulo ABC es semejante al triángulo FBC, por lo que 

AC
BC

= BC
FC

.

Dado que BC = AF, finalmente llegamos a lo que buscábamos demostrar; es 
decir, 

AC
AF

= AF
FC

.

Debido a que las dos diagonales consideradas en la demostración son ar-
bitrarias, podemos concluir que todas las diagonales se cortan entre sí en la 
razón áurea.

Este resultado, entre otros, fue un secreto celosamente guardado por los pi-
tagóricos debido a que, quizá, se dieron cuenta de que en la razón áurea apa- 
rece una cantidad no racional,2 a saber: −1+ 5

2
; este valor no se puede expresar 

scomo la razón de dos cantidades conmensurables y esto era un gran obstáculo 

Figura 4-11.  
Pentágono regular 
cuyas diagonales 
forman una estrella 
de cinco puntas.

A

B

F

CD

E

2. Un número r es 
racional si se puede ex-
presar con la razón de 
dos números enteros 
p y q, donde q ≠ 0, esto 
es, si r = p/q.
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para la construcción del universo, incluidas sus armonías y las propiedades de 
los números.

Con respecto a la figura que hemos visto, aparece otro proceso infinito. Obser-
vemos que debido a la intersección de las diagonales se forma otro pentágono; 
éste también es un pentágono regular, lo cual significa que las diagonales del 
nuevo pentágono se intersecan en la razón áurea. Volvemos a observar que se 
ha formando un nuevo pentágono regular, cuyas diagonales se intersecan en la 
razón áurea, y así hasta el infinito.

No tenemos datos certeros respecto a las construcciones o demostraciones 
que hayan hecho Pitágoras o los pitagóricos; no obstante, nos 
preguntamos si para dividir un segmento en la razón áurea pro-
cedieron de la manera que se indicó en los párrafos anteriores, 
o bien si llevaron a cabo otro procedimiento, que explicamos a 
continuación.

Para dividir un segmento AB en la razón áurea, construyamos 
sobre éste un cuadrado ABCD (véase la figura 4-13).

Luego bisequemos el segmento AC en el punto E y tracemos el 
segmento EB. Prolongamos el segmento CEA hasta F, de manera 
que EF = EB. Ahora completamos el cuadrado AFGH. De esta mane-
ra, el punto H es el que estábamos buscando, ya que 

AB
AH

= AH
HB

.

Demostración

Por el teorema de Pitágoras sabemos que

AB 2 + AE 2 = EB 2 ,

Figura 4-12.  
Se muestran dos 
iteraciones de este 
proceso.

Figura 4-13.

BA

DC

E

F G

H
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y como

AE = 1

2
AB   y  EF = EB ,

tenemos que

AB 2 + 1

4
AB 2 = EF 2 ,

pero

EF = EA + AF ,

por lo tanto,

AB 2 + 1

4
AB 2 = EA + AF( )2 .

Al desarrollar, cancelamos y tomamos en cuenta que

EA = 1

2
AB

y como

AF = AH ,

tenemos que

AB 2 = AB ⋅AH + AH 2 .

Despejamos y factorizamos

AB AB − AH( )= AH 2 .

Como

AB − AH =HB ,

por último,

AB
AH

= AH
HB

.

En esta prueba usamos algunos hechos algebraicos que, con toda seguridad, 
Pitágoras conocía gracias a los babilonios, por lo que pudo haberlos interpretado 



4 | ACTITUDES HACIA EL ESTUDIO DE LAS MATEMÁTICAS 133

geométricamente. Sin embargo, nos inclinamos a creer que esta última cons-
trucción no fue la que utilizó Pitágoras, pues la geometría griega fue mucho más 
poderosa que su álgebra, aunque hay que considerar que esta demostración 
aparece en Los elementos de Euclides.

4.4.1. Un poco de historia acerca de Pitágoras y los pitagóricos

Pitágoras fue un filósofo y matemático griego, quien es, probablemente, el más 
mencionado pero el menos conocido en todo el mundo. Fundó una sociedad 
denominada hermandad pitagórica, en la cual los descubrimientos de la teoría de 
los números eran conocidos tan sólo por unos cuantos de sus miembros, mien-
tras que los resultados de tipo operacional que constituían lo que ellos llamaban 
logística se compartían entre todos.

Los pitagóricos tenían una religión basada en las propiedades de los números; 
entre otras cosas, asociaban un número a cada planeta de acuerdo con su armo-
nía; asimismo, asociaban a la mujer con el 0 y al hombre con el 1, por lo que el 
símbolo del matrimonio era el número 10. 

Al parecer, muchos resultados atribuidos a Pitágoras fueron en realidad obra 
de los miembros de la hermandad. No obstante, se cree que Pitágoras sí demos-
tró su famoso teorema de la relación entre el cuadrado de la hipotenusa con la 
suma de los cuadrados de los catetos de un triángulo rectángulo.

Que los pitagóricos se dieron cuenta o no de la irracionalidad de la razón  
áurea cae en el terreno de la especulación, por las razones que hemos men- 
cionado. Sin embargo, debemos considerar que los babilonios ya manejaban 
las soluciones de la ecuación cuadrática, que Pitágoras estuvo en contacto con 
aquella civilización y que la propiedad de la intersección de las diagonales del 
pentágono regular (razón áurea) fue mantenida en secreto. Todo esto nos in- 
duce a pensar que es muy probable que los pitagóricos se hayan dado cuenta 
del carácter del número −1+ 5

2
. Más aún, el hecho de que expulsaran de su her-

mandad a Hipaso de Metaponto, a quien consideraron un apóstata, probable-
mente por haber revelado la existencia de cantidades inconmensurables, apoya 
esa hipótesis.

Para tener una idea de la actitud de los pitagóricos respecto de la irracionali-
dad de 5, partimos del hecho de lo que significaba para ellos la existencia de los 
números no conmensurables, ya que, de acuerdo con su filosofía, todo lo expli-
caban con los aritmos, o sea, las propiedades intrínsecas de los números enteros 
y de sus razones.

Los pitagóricos pensaron en las matemáticas ya no como una rama de la filo-
sofía, sino como una base de unificación de los diversos aspectos de la naturale-
za. De esta manera, creían que todo el universo material y espiritual está formado 
y se puede explicar gracias a los números enteros. Esto ha trascendido la época 
de los pitagóricos y, de alguna manera, influyó en pensadores muy posteriores, 
como Galileo Galilei, quien parece resumirla cuando dice: “El lenguaje que Dios 
empleó para construir el universo fue el de las matemáticas.”
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Proclo le adjudica a Pitágoras dos hechos de relevancia para el desarrollo  
de las matemáticas; a saber, la construcción de los sólidos regulares (véase la 
figura 4-14) y la teoría de las proporciones.

No obstante, los babilonios ya conocían tres proporciones: la aritmética, la 
geométrica y la armónica.3 Es muy probable que Pitágoras las haya conocido en 
Babilonia y las haya introducido en Grecia. Lo mismo sucedió con la proporción 
perfecta, la cual dice que, dados dos números a y b, tenemos que a es a la media 
aritmética de a y b como la media armónica de a y b es a b; es decir, 

a
a +b

2

=

2ab
a +b

b
.

Sin embargo, Pitágoras logró generalizar dichas proporciones y encontró siete 
más. Así, si b es una media de dos números a y c, y tenemos que a < c, entonces 
las tres cantidades están relacionadas entre sí, de la siguiente manera:

1.	 b − a
c −b

= a
a

2.	 b − a
c −b

= a
b

3.	 b − a
c −b

= a
c

Éstas son tan sólo tres de las siete proporciones y corresponden a las medias 
aritmética, geométrica y armónica, respectivamente, ya que:

Figura 4-14. 
Sólidos regulares o  
platónicos. Tomado de 
<https://commons. 
wikimedia.org/wiki/
File:Platonic_solids.
jpg>.

3. Dados dos números 
a y b distintos de 0, 
tenemos que 
 
 
                

a +b
2  

 
es la media aritmética, 

ab  es la media geo- 
métrica y  
 
 
               

2ab
a +b  

 
es la media armónica.
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Problema 1

1.	 Implica que b – a3 = ac – ab, de donde b = a +c
2

.

2.	 Implica que b2 – ab = ac – ab, de donde b = ac .

3.	 Implica que bc – ac = ac – ab, de donde b = 2ac
a +c

.

4.5. La regla de los signos

Al cubrir el temario de matemáticas es conveniente que el profesor muestre  
a sus alumnos algunos temas extras que permitan aclarar ciertas dudas y, en 
caso de que no las haya, ofrezcan una información que resulte interesante  
y fundamental.

Por ello, a continuación ilustraremos el significado geométrico de las operacio-
nes algebraicas referentes al producto y a la división de dos números reales del 
mismo signo y de signos contrarios. Además, explicaremos por qué no se puede 
dividir entre 0 y por qué la multiplicación es conmutativa.

Es conveniente que el alumno comprenda las razones de dichas reglas y cómo 
es que mediante la geometría se pueden justificar, de manera que se vaya dando 
cuenta de que las matemáticas son un proceso de construcción y no simple-
mente de memorización. Todo lo anterior le puede resultar interesante o hasta 
divertido cuando trate de hacer sus dibujos y confirme que puede usar lo que ha 
aprendido acerca de la semejanza y congruencia de los triángulos.

Vamos a deducir la denominada regla de los signos a partir de la interpre-
tación geométrica de la multiplicación y la división.

Antes de empezar a resolver el problema, veremos la construcción de 
una recta coordenada. Una recta está orientada en sentido positivo si, de 
manera convencional, se recorre a la derecha; en caso de que se recorra al 
revés, se dice que está orientada en sentido negativo (véase la figura 4-15). 
Por tanto, un segmento dirigido de recta tendrá la misma orientación que 
la recta, pero con una magnitud propia.

0 1 2 3 4–1–2–3–4

+−

Para asignar un número real a un punto de la recta, consideremos un 
punto de la recta O, al que llamaremos origen, y otro punto que se encuen-
tre a la derecha de O, que denotaremos con U, tal que el segmento deter-
minado por tales puntos sea de magnitud 1.

Figura 4-15. 
Recta coordenada.
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¿Cómo subdividimos un segmento AB en q partes iguales? Pensemos 
en dos rectas no paralelas entre sí, cuya intersección se denomina A. En 
una de ellas se marca un segmento unitario AU y, en la otra, el segmento a 
dividir, AB. Copiamos q veces el segmento unitario AU de manera sucesiva 
y al extremo de la última copia lo llamamos Q (véase la figura 4-16). Tra-
zamos una segmento de recta de Q a B y con unas escuadras obtenemos 
paralelas a QB desde cada punto de la subdivisión del segmento AQ hasta 
que intersequen al segmento AB. Cada intersección de estas paralelas con 
AB determina la subdivisión de este segmento en q partes iguales. El primer 
segmento de la subdivisión se denomina AS, ya que por la semejanza de 
triángulos se tiene:

AU
AS

= AQ
AB

.

Despejamos

AS =
(AU ) (AB)
AQ

.

Como AQ = q  y AU = 1 , entonces

AS = AB
q

.

A

1 U

Q

B

S

4.5.1. Localización en la recta coordenada

Al origen de la recta le asignamos el número 0. En el sentido positivo de la recta, 
de manera arbitraria, determinamos un segmento que parte de 0 y a cuyo otro 
extremo le asignamos el número 1. Por tanto, este segmento tiene una magnitud 

Figura 4-16. 
División de un 
segmento en partes 
iguales.
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de 1. Copiamos el segmento unitario sucesivamente hacia la derecha y vamos 
localizando los números enteros positivos; a partir del 0 hacia la izquierda, toma-
mos los simétricos de los números positivos y así ubicamos los enteros negativos.

¿Cómo localizamos a cualquier número real en la recta?
Ilustraremos un ejemplo del proceso para localizar en la recta un número real 

escrito en su forma decimal. Consideremos el número real 3.1416. Como ya están 
marcados los enteros en la recta, buscamos la parte entera del número, es decir, 3. 
Ya que la cifra buscada es > 3 y < 4, subdividimos el segmento comprendido entre 
3 y 4 en 10 partes iguales y tomamos el primer punto obtenido para determinar 
el número 3.1. Dado que 3.1416 es > 3.1 y < 3.2, subdividimos el intervalo en 10 
partes iguales y localizamos el número 3.14 en el cuarto punto de la subdivisión. 
Continuamos con este proceso hasta llegar al decimal 6 (véase la figura 4-17).

0 1 2 3 4–1–2–3–4

3 3.1 3.2 4

3.1 3.14 3.15 3.2

Debido a que hemos asignado a cada punto de la recta un número real, ésta 
se designa como recta real.

Con estos antecedentes procederemos a interpretar la regla de los signos me-
diante las interpretaciones geométricas de la multiplicación y división que abor-
daremos a continuación.

Interpretación geométrica de la multiplicación de positivo por positivo

Consideremos a y b números positivos. Marquemos los puntos a y b a la derecha 
de O en las rectas R1 y R2, respectivamente. Determinemos un segmento unitario 
en cualquiera de las dos rectas, por ejemplo, OU en R1 (véase la figura 4-18). A 
continuación, unamos un segmento de recta l1, de B a U, y tracemos un segmento 
paralelo a l1, que denominaremos l2, desde A hasta la intersección de C del seg-
mento l2 con la recta R2.

Obtuvimos dos triángulos semejantes, OUB y OAC; por lo tanto, la siguiente 
relación:

OU
OA

= OB
OC

.

Figura 4-17. 
Localización de 
3.1416 en la recta.
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R1

R2

O

U

A

B

l1

l2

C

Al sustituir,

1

a
= b

c
.

En esta esta relación, c está representado por el punto C del segmento OC.
Al despejar obtenemos c = ab. Por lo tanto, el segmento OC representa el pro-

ducto de a · b y se encuentra a la derecha del 0, por lo que c es positivo.

Interpretación geométrica de la multiplicación de negativo por positivo

De manera similar al ejercicio anterior, determinaremos un segmento unitario a 
la derecha del origen de la recta R1 (véase la figura 4-19). Coloquemos arbitraria-
mente los puntos A y B, que representan a los números a < 0 y b > 0 en las rectas 
R1 y R2, respectivamente. Notemos que A se coloca a la izquierda de O, mientras 
B está a la derecha.

O

U

C

B

A

R1

R2

l1

l2

Figura 4-18. 
Multiplicación de  
positivo por positivo.

Figura 4-19. 
Multiplicación de  
negativo por positivo.
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Ejercicios

De nuevo, tenemos dos triángulos semejantes, OUB y OAC; por consiguiente, 
la misma relación:

OU
OA

= OB
OC

.

Esto implica, nuevamente, que c = ab. El segmento OC representa al producto 
de a · b, mientras c es negativo.

Cabe hacer notar que en los dos casos anteriores se procedió de manera 
semejante, ya que trazamos dos rectas no paralelas, R1 y R2, orientadas y coorde-
nadas, las cuales se intersecan en el origen O. Los puntos A y B en las rectas R1 y 
R2, respectivamente, representan a los números reales a y b. Determinamos un 
segmento unitario en una de las rectas, por ejemplo, OU en R1. A continuación, 
trazamos un segmento de recta l1, de B a U, y un segmento paralelo a l1 desde A, 
que denominamos l2, mientras que la intersección del segmento l2 con la recta R2 
la denotamos con C.

Con base en lo anterior, podemos realizar los siguientes ejercicios.

1.	 Demostrar que el producto de un número positivo por un número negati-
vo es negativo (véase la figura 4-20).

O

U

A

B

C R1

R2

l1

l2

2.	 Demostrar que el producto de dos números negativos es positivo (véase 
la figura 4-21).

O
U

A

B

C

R1

R2

l1

l2

3.	 Demostrar la conmutatividad de la multiplicación, es decir, que a · b = b · a.

Figura 4-21.  
Multiplicación de  
negativo por negativo.

Figura 4-20. 
Multiplicación de  
positivo por negativo.
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Interpretación geométrica de la división

Ahora deseamos dividir el número b entre el número a, y suponemos que ambos 
son positivos. De nuevo, trazamos dos rectas no paralelas, R1 y R2, que se interse-
can en O. El punto U representa al número 1 en la recta R1. Representamos con  
A y B los números a y b, respectivamente. A continuación, trazamos el segmen- 
to de recta l1, desde B hasta A, así como su paralelo, l2, el cual pasa por U. El  
punto de intersección de las rectas l2 y R2 es C.

Otra vez tenemos los triángulos semejantes OUC y OAB (véase la figura 4-22) 
y, por lo tanto, la relación:

OU
OA

= OC
OB

.,

lo cual implica que

1

a
=
c
b
,

donde c está representado por el segmento de recta OC.

O

U

A

C

B

R1

R2

l1
l2

Despejamos

c = b
a

.

Observemos que OC es un segmento positivo, por tanto, c es positivo. De esta 
manera, se tiene que más entre más es más.

Ahora analizaremos el cociente de un número b positivo entre un número a 
negativo. En la figura 4-23 podemos apreciar que los triángulos OAB y OUC son 
semejantes, por lo que

Figura 4-22. 
División de positivo 
entre positivo.
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OU
OA

= OC
OB

.

Al sustituir tenemos que

1

a
=
c
b
,

donde c está representado por el segmento de recta OC.

O

U

A

C

B

R1

R2
l1

l2

Despejamos y tenemos que

c = b
a

.

Vemos que OA representa al número negativo a, mientras OB, al número posi-
tivo b. Tenemos que c es negativo, ya que C está a la izquierda de O.

Como última parte del ejercicio, pedimos que el profesor complete los casos 
que faltan de la división; esto es, negativo entre negativo y negativo entre positivo.

Cabe hacer notar que si acercamos el punto A al origen O, el cociente crece 
indefinidamente (tiende al infinito), por lo que no existe la división entre cero 
(véase la figura 4-24).

O

U

B

R1

R2C3

C1
C2

A3

A1

A2

Figura 4-23. 
División de positivo 
entre negativo.

Figura 4-24. 
Interpretación 
geométrica de la 
imposibilidad de la 
división entre cero.
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4.6. Pirámide truncada

Cuando el profesor resuelve un problema en la clase, por lo general, utiliza la 
mayor parte del tiempo en el desarrollo, en vez de sólo dar la solución. Para ello, 
debe conocer los datos y cómo manejarlos, saber plantear el plan de ataque y 
su ejecución; todos estos elementos son importantes porque nos llevan a obte-
ner el resultado. El razonamiento es una concatenación de ideas o argumentos 
que conectan los datos con la solución. Es claro que si alguna de las ideas no es 
congruente con nuestra argumentación, todo el razonamiento falla. Es por ello 
que cada una es importante, tanto como lo es la demostración en cuestión. Una 
cadena es fuerte en función de que cada uno de sus eslabones lo sea.

No obstante, un error común consiste en olvidar cuál es el problema central y, 
aunque podemos hacer una concatenación de argumentos correctos, no logra-
mos conectar los datos con la solución buscada. Por ello, ofrecemos un ejemplo, 
basado en una argumentación de Polya (1981), para resolver un problema. Ve-
remos cómo hilar los datos con los argumentos hasta llegar a nuestra solución.

Pero antes de desarrollar este tema, recurriremos a la descripción histórica 
de un problema que aparece en el llamado papiro de Moscú. Originalmente fue 
conocido como papiro de Golenishchev, quien lo obtuvo en 1883; sin embargo, 
en 1912 el Museo de Bellas Artes de Moscú lo adquirió. Éste es uno de los do-
cumentos más importantes de la matemática desarrollada en el antiguo Egipto. 
De entre los varios problemas que contiene, describiremos de forma breve el 

problema 14, en el cual aparece una figura y un 
texto, obviamente escrito con jeroglíficos (véase 
la figura 4-25).

Aunque la figura geométrica es un trapecio, 
gracias al análisis de la escritura jeroglífica hoy 
sabemos que se trata de una pirámide trunca-
da. Como los egipcios no habían adquirido en 
esa época la noción de perspectiva (suposición 
que se respalda al ver los dibujos que hacían de 

las figuras humanas), es probable que esta figura se les complicara, y simplemen-
te a la pirámide la representaran como aparece en el papiro. Al analizar el esque-
ma de la figura 4-25, observamos que en la parte superior del “trapecio” aparece 
el número 2 y en la parte inferior está el número 4 (todo esto representado con 
signos hieráticos). En el interior de la figura aparecen los números 56 y 6, y en el 
texto el escriba indica lo siguiente:

�� Eleva al cuadrado a los números 2 y 4.
�� Multiplica 2 por 4.
�� Suma todos los resultados.
�� Divide entre un tercio de 6.
�� Y obtendrás 56.
�� Ves, es 56, lo has calculado correctamente.

Figura 4-25. 
Problema 14 del  
papiro de Moscú.
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Problema 2

Para comprender las instrucciones dadas por el escriba, llamemos a al núme-
ro 2, que es el lado del cuadrilátero de la base superior; b corresponde al número 
4, que es el lado del cuadrilátero de la base inferior, y h es el número 6, la altura 
de la pirámide truncada. Ahora llevemos a cabo las operaciones indicadas por el 
escriba, con lo cual obtenemos la fórmula

( a 2 +b 2 + ab ) h
3

.

Ésta corresponde a la fórmula que conocemos para obtener el volumen de 
una pirámide truncada de base cuadrangular. No obstante, no se sabe cómo ob-
tuvieron los egipcios esta expresión, lo cual vamos a tratar a continuación.

Determinaremos el volumen V de una pirámide truncada con base cuadra-
da, de altura h, cuyo cuadrado superior tiene lado a y su cuadrado inferior 
tiene lado b. Este problema fue tomado de Polya (1981).

¿Qué queremos?

V

El primer paso consiste en establecer cuál es el problema y qué datos 
tenemos. Éstos son la altura h, el lado del cuadrado superior a y el lado del 
cuadrado inferior b. No olvidamos insistir en que el problema central es cal-
cular el volumen V de una pirámide truncada, para lo cual suponemos que 
los estudiantes ya conocen el volumen de una pirámide de base cuadrada. 
Por lo tanto, debemos trazar un puente desde el volumen requerido a los 
datos a, b y h.

¿Qué tenemos?

V

a

a

h

h

bb

El segundo paso es buscar problemas auxiliares que reduzcan el espacio 
entre el volumen por determinar y los datos.

Figura 4-26. 
Pirámide truncada. 
Queremos encontrar 
el volumen.

Figura 4-27. 
Datos de la pirámide 
truncada.
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Si los alumnos logran encontrar estos problemas auxiliares, pasamos al 
siguiente paso; en caso contrario, sugerimos completar la pirámide trunca-
da para que tenga como base un cuadrado de lado b, por lo que se obtiene 
una pirámide de volumen Vb, pero observemos que también tenemos una 
pirámide que tiene como base un cuadrado de lado a y cuyo volumen es 
Va, por lo que:

V =Vb −Va .

Para el tercer paso, determinamos los volúmenes Va y Vb.

Problema
auxiliar apropiado

V

Vb

V = Vb – Va

Va

a

x

x

h b

El volumen Va es 

a 2x
3

.

¡Aparece una nueva variable x! Lo mismo ocurre para Vb, que es

b 2 ( x +h )
3

.

Notemos que esta nueva variable x en nuestro esquema mental se en-
cuentra en un nivel distinto al de los volúmenes Va y Vb y al de los datos.

¿Qué hacemos en el cuarto paso para calcular x? Sugerimos preguntar 
a los alumnos si pueden expresar alguna idea para resolver esto; en caso 
contrario, podemos guiarlos a pensar en una posible solución dada por 
triángulos semejantes que se obtienen al pasar un plano por el centro del 

Figura 4-28. 
Pirámide completa 
sobre la pirámide 
truncada. Volumen Va 
y volumen Vb.

Figura 4-29. 
Pirámide completa 
sobre la pirámide 
truncada con el plano.

¿Y cómo se puede
obtener esto?

V

VbVa

a h b

x =a
x + h

b
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cuadrado inferior y la cúspide de la pirámide con volumen Vb; así, obtene-
mos dos triángulos semejantes debido a la intersección del plano con la 
pirámide.

Con lo anterior, obtenemos la relación de semejanza

x
a
2

= x +h
b
2

,

por tanto,

x
a
= x +h

b
,

y

xb − xa = ah .

Al despejar x tenemos

x = ah
b − a

.

Con esto logramos relacionar a la variable x con los datos. Hemos cons-
truido nuestro puente entre los datos y el volumen buscado.

Cabe comentar que un error frecuente que cometemos los profesores 
es decirles a los alumnos “ya nada más sustituyen y obtienen el resultado 
buscado”. Debemos recordar que el problema se termina hasta descubrir 
el valor del volumen V de la pirámide truncada.

Llegamos al quinto paso, en el cual hay que sustituir x en Va y Vb. Obte-
nemos

Va
1

3
a 2

ah
b a

1

3

a 3h
b a

,

Vb
1

3
b 2

ah
b a

h
1

3
b 2
ah h b a( )
b a

,

==

= =+
+ –

––

– –

por lo que podemos encontrar:

V
h
3
b 2
ah h b a( )
b a

a 3h
b a

–+
=

–
–
–

y con esto obtenemos
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Ejercicio

V = h
3

b 2 + ab + a 2⎡⎣ ⎤⎦ .

Ahora sí llegamos a la solución del problema.
Observemos que la última fase de la sustitución no la podemos menos-

preciar, aunque se trate de simples mecanizaciones, de manera que no 
dejemos la impresión a nuestros estudiantes de que este paso no tiene 
importancia. Asimismo, debemos considerar que el proceso de la solución 
no es único. Por ejemplo, planteamos el siguiente ejercicio para el profesor.

Calcule el volumen de la pirámide truncada anterior mediante el siguiente 
método: 

1.	 Corte con 4 planos perpendiculares al plano del cuadrado superior y 
haga que pasen por cada uno de sus lados. 

2.	 Con este corte se obtiene un prisma con base cuadrada de volumen 
Q, 4 prismas con base triangular de volumen P y 4 pirámides con base 
triangular de volumen T. 

3.	 A continuación, sume todos los volúmenes para obtener el volumen 
buscado.

4.7. Un problema de valor mínimo

Por lo general, cuando pensamos en problemas relacionados con máximos y mí-
nimos de una función, solemos emplear el cálculo diferencial, como en el siguien-
te ejemplo.

Figura 4-30. 
Pirámide truncada 
cortada por los cuatro 
planos.

OJO VERIFICAR 
CON AUTORES LA 
FIGURA. SEGÚN YO 
DEBE SER ASÍ PERO 
NO TENÍA LA IMA-
GEN. SINO ES ASÍ SO-
LICITAR IMAGEN
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Queremos encontrar el valor máximo de un producto xy de dos números, x y 
y, cuya suma es igual a p; es decir, x + y = p.

Observemos que si x es uno de los números dados, entonces (p – x) = y es el 
otro número, por lo que tenemos la función f(x) = x(p – x), de la cual queremos 
obtener el valor máximo.

Para llegar a la solución podemos aplicar el cálculo diferencial, como se men-
cionó antes, el cual se estudia en el bachillerato, y cuyo método mostramos a 
continuación.

Busquemos el punto crítico de la función f(x) = xp – x2. Así, tenemos que  
f′(x) = –2x + p, lo que implica que f tiene un punto crítico en x =

p
2

. Como la segunda 
derivada de f es negativa, entonces en x =

p
2

 tenemos un máximo y los números 
deben ser x =

p
2

 y y =
p
2

.
Sin embargo, ciertos problemas, como el que aquí planteamos, se pueden 

resolver sin el cálculo diferencial. Veamos cómo.
El enunciado del problema es el mismo; a saber, se quiere determinar dos nú-

meros x y y, de manera que su suma sea igual a p, y que su producto sea máximo. 
De igual forma que en la solución anterior, vemos que y = (p – x) y la función a 

maximizar es f(x) = x(p – x) = xp – x2. Si completamos cuadrados, entonces tene-
mos que

(4-1)= x
p
2

2

+
p2

4
f (x )

Al analizar la expresión anterior, concluimos que en  se obtiene el valor máxi-
mo de f(x). ¿Por qué? Esto que implica que los sumandos x y y deben ser iguales 
entre sí.

Observemos que la ecuación (4-1) representa una parábola que se abre hacia 
abajo, por lo que si se introducen números, como p = 10, entonces obtenemos 
una gráfica mediante la cual es posible visualizar el resultado analítico.

5

10

15

20

25

1       2       3      4       5      6      7      8      9      10

Aunque presentamos un problema muy sencillo, éste se puede ver para casos 
más elaborados, e incluso es posible llegar a una generalización, de la manera 
que lo hace Natanson (1977). Sin embargo, queremos mostrar cómo es posible 

Figura 4-31.
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resolver problemas, en muchos casos, sin recurrir a herramientas tan elaboradas 
(en este caso, el cálculo diferencial).

Con este tipo de problemas se busca que los alumnos, al aplicar los cono-
cimientos que han adquirido, puedan proponer otras maneras de resolver los 
problemas en cuestión; claro, con la guía de su profesor. Con esto se logrará que 
entiendan cómo desarrollar su trabajo en clase, y que también se den cuenta 
de sus limitaciones. Los docentes podemos lograr que su inquietud los lleve a 
buscar fuentes más generales y, así, no se conformen simplemente con seguir 
el temario. De esta manera, impulsaremos en nuestros estudiantes una actitud 
positiva hacia las matemáticas, que será una base de apoyo para desarrollar el 
interés en la materia.

Para conocer más problemas de este tipo, nos remitimos al apéndice de este 
capítulo.

4.8. Epílogo

Podemos decir que la dificultad inicial ante un problema de matemáticas es la 
actitud del alumno; esto es, la manera en que interactúa por primera vez con el 
problema planteado, pues debido a que carece de entrenamiento para su reso-
lución, no puede comprender en qué consiste el problema y, por tanto, no tiene 
idea de qué hacer para llegar al resultado. En muchas ocasiones, el planteamien-
to resulta incomprensible, o bien el problema es muy difícil, porque el alumno  
no sabe cómo aplicar lo que supuestamente ha aprendido en sus cursos o tal  
vez porque piensa que se le está exigiendo un nivel de conocimiento superior al 
que posee.

De acuerdo con el programa de estudios y la guía del maestro de la Secretaría 
de Educación Pública, al término de la educación básica el alumno:

A1.	Desarrolla un concepto positivo de sí mismo como usuario de las ma-
temáticas, así como el gusto y la inclinación por comprender y utilizar la 
notación, el vocabulario y los procesos matemáticos.

A2.	Aplica el razonamiento matemático a la solución de problemas persona-
les, sociales y naturales, ya que acepta el principio de que existen diversos 
procedimientos para resolver los problemas particulares.

A3.	Desarrolla el hábito del pensamiento racional y utiliza las reglas del deba-
te matemático al formular explicaciones o mostrar soluciones.

A4.	Comparte e intercambia ideas acerca de los procedimientos y resultados 
de los problemas.

En este capítulo presentamos ejercicios y problemas que sirven como apoyo 
para que el profesor promueva las actitudes 1, 2 y 4. Por su parte, impulsar la 
actitud 3 depende por completo del maestro.

Dado que el eje temático de Actitudes hacia el estudio de las matemáticas 
es fundamental en el plan de estudios de secundaria, los profesores tienen la 
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obligación de atenderlo, por lo que sugerimos dedicarle un espacio importante 
en el temario. Es necesario pasar tiempo de calidad en la discusión del tipo de 
problemas que hemos propuesto. Así, el alumno aprenderá a plantear, analizar, 
entender y resolver algunos de estos problemas en clase, con lo cual buscamos 
contribuir de manera esencial a mejorar sus actitudes hacia el estudio. Espera-
mos que nuestra aportación resulte de utilidad al profesor y, por ende, a los es-
tudiantes, y que el docente pueda proponer muchos más problemas, de manera 
que se enriquezca el espíritu sugerido en este trabajo.
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Apéndice. Miscelánea de ejercicios

Ejercicio 1

Para la interpretación geométrica de la raíz cuadrada de un número real, se recu-
rre a la siguiente construcción:

1.	 Consideremos un número real a positivo. Tracemos una recta orientada 
tal como en la figura 4-32, marquemos el origen y determinemos sobre 
esta recta la distancia OA = a.

2.	 Apoyamos el brazo de un compás en A, lo abrimos hasta lograr una longi-
tud igual a 1 y marcamos a la derecha de A en la recta el punto B, determi-
nado por el otro brazo del compás, por lo que AB = 1.

3.	 Ahora tracemos un semicírculo cuyo diámetro sea OB, y levantemos por A 
una perpendicular a OB. La intersección del semicírculo con esta perpen-
dicular es C.

4.	 Unimos a O con C y a C con B. Consideremos que los ángulos α, β y δ son 
los que aparecen en la figura 4-32. 

O
a

A
1

B

C

δ

β α

x

Para demostrar que el segmento AC = x tiene longitud a , sugerimos usar la 
semejanza de triángulos.

Ejercicio 2

Un historiador francés afirma que cuando Napoleón Bonaparte invadió Rusia, un 
factor importante que incidió en su derrota fue el invierno, ya que la temperatura 
alcanzó −40 °C. Por su parte, un historiador inglés refiere el mismo hecho, pero 
afirma que la temperatura fue de −40 °F.

¿Existe un error por parte de alguno de los historiadores respecto al dato de 
las unidades de temperatura?

Si no es así, explique por qué los dos tienen la razón.

Figura 4-32. 
Interpretación 
geométrica de la 
raíz cuadrada de un 
número a.
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Ejercicio 3

Un explorador está situado en un punto A y camina hacia el sur, en una trayecto-
ria 1, hasta el punto B, para ver a un oso. Como no lo encuentra, se dirige hacia  
el este con una trayectoria 2, que forma un ángulo de 90° con respecto a la tra-
yectoria 1. Al llegar al punto B sí encuentra un oso y lo fotografía para sus estu-
dios. Después de esto se dirige al punto de partida en una trayectoria 3, con un  
ángulo de 90° con respecto a la trayectoria 1. Al llegar al punto de partida, se  
da cuenta de que el ángulo formado entre dos de las trayectorias, 1 y 3, que con-
curren al punto de partida, es de 90°. 

¿De qué color es el oso que fotografió?

Ejercicio 4

En una mesa hay tres sombreros negros y dos blancos. Tres señores en fila india 
se ponen, cada uno, un sombrero al azar y sin mirar el color.

Se le pregunta al tercero de la fila, quien puede ver el color del sombrero del 
segundo y del primero, si puede decir cuál es el color de su sombrero, a lo que 
responde negativamente.

El segundo señor, que sólo ve el sombrero del primero, tampoco puede res-
ponder a la pregunta.

Por último, el primero de la fila, aunque no ve ningún sombrero, responde de 
forma acertada de qué color es el sombrero que tiene puesto.

¿Cuál es este color y cómo es la lógica que usó para saberlo?
Observemos que todas las combinaciones posibles, donde B representa a los 

sombreros blancos y N a los sombreros negros, son:

BBN 
BNN 
BNB 
NNN 
NBN 
NBB 
NNB




